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译者序 

本书译自 Steven J . Leon 所著的 《Linear Algebra with Applications , Eighth Edition 》 - 
书，是一本既具有理论意义，又有重要应用价值的书.本书不仅适合作为本科生学习线性代数 
知识的教材，同时也可作为〜般读者在实践中使用的参考书. 

原书作者从事线性代数的教学和研究工作儿十年，有着非常丰富的教学和研究经验.本书 
前七版得到了众多读者的肯定，本版又进行了很多修正和改进. 

本书内容十分丰富，除了对线性代数的基本概念进行了必要的阐述和诬明外，还给出了大 
量的应用实例.这些实例均与现代科学技术以及生产、生活实践紧密相关.通过这些例子，读 
者可在学习线性代数基本知识的同时， 了解这 些基本知识是如何在实践领域中应用的，从而大 
大提髙学习线性代数的兴趣，并有助于读者理论结合实际掌握线性代数. 

本书另外一个重要的特色是，紧密结合数学工具软件 MATLAB , 在每一章的结尾都包含 
很多计算机操作练习，并在附录中给出了完成这些练习所需要的 MATLAB 软件的基本用法. 
这些计算机练习为读者进一步理解线性代数基本内容，把握线性代数研究的实质，灵活运用线 
性代数的基本方法，提供了十分有益的帮助. 

在本书的翻译过程中，得到 T 机械工业出版社华章公司的支持与帮助，在此表示感谢. 

译者 
于北京 



前 言 

随着计算机技术的发展，线性代数的重要性日益凸显，其应用领域也越来越 广泛. 同时, 
现代软件技术为改进线性代数课程的教学方法提供了可能.本书作者长期讲授线性代数课程， 
并在教学过程中不断探索更利于学生理解的新教学方法.本书也随之改进，自1980年第1版 
出版以来，至今已出版到第8 版. 本版在以前各版本的基础上，根据读者和审稿人的建议进行 
了大量的改进 . 

第8版中的更新内容 

1. 关于矩阵代数的新节 

上一版中较长的节之一是1,3节“矩阵代数”，本版对该内容又进行了扩展，但不是将原 
1* 3节进一步加长，而是分成了两节 ^— L 3节“矩阵算术”和 1. 4节“矩阵代数”. 

2. 新的练习 

经过7版之后，再提出新颖的练习是一个巨大的挑战.但是，第8版又增加了 130多道 
练习- 

3. 新的小节和应用 

2. 3节中加入了新的小节“向量积”，并增加了新的关于牛顿力学的应用. 6.4节"埃尔米特 
矩阵”中加入了新的小节“实舒尔分解' 

4. 新的和改进的记号 

矩阵 A 的第 j 列向董的标准记号是但是人们并没有广泛接受行向量采用这种记号.在 
MATLAB 软件中， A 的第 f 行记为 A ( f ， ：）.在本书以前的版本中也采用了类似的记号 
但这个记号有点牵强附会.在本版中，我们使用了与列向童类似的记号元来表示行向量，即在 
列向量宇母上方加一水平箭头. 

在本版中，我们还针对欧几里得向 M 空间和复欧几里得向量空间引人了改迸的记号，即分 
别使用 IT 和 C 来代替以前版本中的丑。和 

5. 专门网站和补充材料 

Prentice Hall 为本书提供 了一个专门的网站： www . pearsonhighered . com / leon * 该网站 
包含很多附加材料，其中包括本书补充的两章，分 别为： 

•第8 章： 迭代方法. 

• 第9章：标准型. 

也可以通过作者网站 （http ；// www . umassd . edu / cas / mathematics / people / leon ) 下载. 

内容概要 

本书不但适用于低年级的学生， N 时也适用于高年级的学生.学生应熟悉微分和积分的基 
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A . 基本的低年级课程 

1，1〜 1. 6 节 

2 . 1 — 2 . 2 节 

3. 1—3* 6节 

4 . 1 — 4 , 3 节 
5 . 卜 5 . 6 节 

6 . 1 - 6 . 3 节 


B . LACSG 以矩阵为主的课程 

线性代数课程研究小组推荐的梭心课程中仅包含欧几里得向量 空间. 因此，对该类课程， 
可以忽略 3. 1节(这是关于一般向量空间的内容）以及第3章到第6章中涉及函数空间的所有内 


本知识，即学过一个学期的微积分课程. 

若本书作为低年级课程的教材，教师应花更多的时间在前面的章节中，并略去后面的很多 
章节，对更为 A 级的 课程， 可以快速浏览前两章中的很多主题，然后较为完整地讲述后面的章 
节，本书内容讲解细致，初学者在阅读和理解这些材料时不会有什么 问题. 为进一步帮助学 
生，书中还给出了大量的例子.每一章后面的计算机练习有助于学生进行数值计算，学生还可 
尝试将这些结果进行推广.另外，本书中包含很多应用问题，这些应用问题有助于学生开拓思 
路并理解学过的相关内容. 

本书中包含了美闰国家科学基金 （ NSF ) 发起的、线性代数课程研究小组 （ LACSG ) 推荐的 
所有内容并有所补充 ▲ 尽管有很多材料无法包含在一学期的课程中，但本书内容相对独立，教 
师可以很容易略过不需要的材料.此外，学生可以将本书作为参考，并自学略过的主题. 

后面给出了针对不同课程的推荐教学大纲.为更好地帮助教师选择主题，书中有三节的内 
容为可选的，并在标题前以星号 “ t ” 进行 标记. 这些内容对本书后续章节的学习没有影响，因 
此可以略过它们. 

理论上讲，本书内容可在两学期内讲授.尽管 LACSG 建议线性代数课程要上两个学期. 
但这在很多大学中并不现实.目前对中级课程还没有一个公认的核心教学大纲.事实上，如果 
教师希望中级课程的所有内容能编写在一本书中 的话， 则这本书将非常厚重（并十分昂贵）.本 
书尽力覆盖了现代应用问题中需要的所有线性代数基本主题.此外，对中级课程还附加了两个 
可以从网络上下载的章节， 

建议课程教学大纲 

I ■ 两学期课程 

在两个学期的教学中，可以包含本书所有的40节.当然，可以略去第2、 S 和6章中可选 
的三节.还可以包含一次额外的课来演示如何使用 MATLAB 软件. 

H . 低年级学生的一学期课程 


it it 
7 2 9 4 9 4 


讲 

5 

3 

计 



L 1 〜 1. 6 节 

2. 1〜2节 

3. 1〜 3. 6节 
5. 1〜 5. 6节 

6.1 〜 6. 7节（如果时间允许，可加上6, 8节) 
7, 4节 


总计 35讲 


B . 课程2 

回顾第1〜3章各主题 5讲 

4. 1—4. 3节 2讲 

5*1〜5_6节 10讲 

6. 1-6*7 节（如果时间允许，可加上 6. 8节） 11讲 


7. 4〜 7. 7节（如果时间允许，可加上 7.1 〜 7. 3节）7讲 

总计 35讲 

计算机练习 

本版每一章的结尾均包含一段计亭练习 t 这些练习是基于 MATLAB 软件包的.本书的 
MATLAB 附录介绍了该软件的棊本用法. MATLAB 的优势在于，它是矩阵运算的强大工具 f 
并且易于学习.看完附录后，学生应可以完成计算练习，而不需要参考其他的软件书籍或手 
册 * 教学时，建议用一个学时讲授该 软件. 这些练习可以作为一般的家庭作业，也可作为规定 


容和练习.本书包含了 LACSG 核心教学大纲中的所有内容，无需再引人其他的辅助 材料. 
LACSG 建议用28讲讲授核心材料，这可通过采用每周一讲，并结合复习课来完成.如果没有 
复习课，推荐使用下面的进 度表： 


1. 1〜 1.6 节 

7讲 

2. 1〜 2. 2节 

2讲 

3, 2〜6节 

7讲 

4. 1〜 4. 3节 

2讲 

5. 1〜5, 6节 

9讲 

6,1、 6, 3〜 6- 5节 

8讲 


总计35讲 


I - 一学期高级课程 

在较为高级的课程中， 覆 盖的内容取决于学生的知识背景.下面是两个35讲的课程. 
A . 课程1 


讲讲讲讲讲讲 

6 2 7 9 0 1 
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的计算机实验课程的一部分. 

ATLAST 书籍可作为本书计算机练习的辅助材料 t 见下面的“补充 材料' 

虽然课程讲解可以不涉及计算机上的应用，但计算机练习有助于强化学生的学习，并为他 
们提供线性代数学习的新手段.因此，在线性代数的第一门课程中，建议组成线性代数课程学 
习小组，这种观点被越来越多的数学团体所认同 + 

补充材料 

下面给出了本书的配套卞籍. 

_ Student Guide to Linear Algebra with Applications. ISBN 0-13-600930-1. 该手册总结了 
重要的定理、定义和本书中给出的概念，其中还包括部分练习的答案和提示，以及对 
其他练习的建议. 

• ATLAST Computer Exercises for Linear Algebra ， Second Edition. ISBN 0，13-101121-9. 
ATLAST < 扩展的线性代数教学用软件工具 ， Augmenting the Teaching of Linear 
Algebra using Software Tods ) 是 NSF 为鼓励和促进线性代数教学中软件的使用而发起 
的一个项目.在1992〜1997年间， ATLAST 项目指导了 18个工作组便用 MATLAB 
软件包.这些工作组为基于软件的线性代数教学设计了上机练习、方案和教学计划， 
]997年，从这些素材中选择了一部分以手册的形式出版. 2003年，这本手册进行了大 
量的扩充，出版了第2版.第2版共 S 章，每章包含一个简短的练习和一段较长的 
项0, 

和 ATLAST 书籍配套开发的软件工具包 （M -文件）可以从 ATLAST 网站 （ www . 
umaasd * eduApedalprograms / atlast ) 下载 . Mathematics 用户可以下载由 Richard 
Neidinger 开发的 《ATLAST Mathematica Notebooks 

• Lin^r Algebra Labs with MATLAB: 3nJ ed David Hill 和 David Zitarelli 著. ISBN 0-13- 
169816- S . 

m Visualizing Linear Algebra using Maple. Sandra Keith 著 . ISBN 0-13-169818-4, 

• Maple Supplement for Linear Algebra. John Maloney 著 . ISBN 0-13-169819-2. 

• Underst^uliiig Linear Algebra Usfing MATLAB. Irwin 和 Margaret Kleinfeld 著 . ISBN 0-13- 
169820-6. 
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第 I 章丨 

I 矩阵与方程组 

I 

\ 



求解线性方程组或许是数学问题中最重要的 问题. 超过75%的科学研究和工程应用中的 
数学问题，在某个阶段都涉及求解线性方程组.利用新的数学方法，通常可将较为复杂的问题 
化为线性方程组+线性方程组广泛应用于商业、经济学' 社会学、生态学、人口统计学、遗传 
学、电子学、工程学以及物理学等领域.因此，本书从讨论线性方程组开始. 


11线性方程组 


形如 


这 1 工 1 ~\-a z x 2 + — b 

的方程称为含有 n 个未知量的线性方程，其中〜，〜， *，.t A 和6为实数， A ， jt 2 ，… t 
称为变量.含有饥个方程和 n 个未知量的线性方程组定义为 

~ ta u x z + … + 匕 

^2i^i + 文 g + “■ + at«x n — b z 

; ( 1 > 

4- a^xz + -** + a mrt x n ^= b m 

其中 A 及6.均为实数. （1) 称为 mXr； 的线性方 程组. 下面是几个线性方程组的例子： 

(a) + 2 x 2 5 (b) 工】 — 而 + 工 3 =2 (c)^i ^2 

2x t + 3j： 2 = 8 2x! - , rx 2 —x^A x l —x 2 = l 

JCi =4 

方程组 （a) 称为 2X2 的方程组， （b) 称为 2X3 的方程组， （c ) 称为 3 X 2的方程组， 

若有序 ri 元组 （m x 2 ，…，满足方程组中的所有方程，则称其为 mXn 的方程组的 
解.例如.有序数对（1， 2) 为方程组 （ a ) 的解，因为 

卜 （1) -f 2 . (2) = 5 
2 ■ <1) +3 - (2) = 8 

有序三元组（2, 0, 0) 为方程组 （b) 的解，因为 

1 * (2) — 1 • (⑴ +1 • (0〉= 2 


0 此页码为英文 M 书贞码，与索引 页码 - 致 . 



2 * (2) H" 1 * (0) j ^ 1 * (0) = 4 

事实 h ， 方程组 （ b ) 有很多解.易见，对任意的实数 a ， 有序三元组 （2, a ， u ) 均为 （ b ) 的解. 
方程组 ( c ) 无解，由 （ c ) 中的第三个方程知，第一个变量的取值应为 4. 将 a =4代人其前两个 
方程.可以看出，第二个变量必须满足 


4 十 — 2 

4 — — 1 

山于不存在实数能同时满足上述两个方程，因此，方程组 （ c ) 无解.如果线性方程组无解，则 
称该方程组是不 相容的 Unconsistent ). 如果线性方程组至少存在一个解，则称该方程组 是相容 
W < consistent ). 由此，方程组 （ c ) 为不相容的_而方程组 U ) 和 （ b ) 均为相容的. 

线性方程组的所有解的集合称为方程组的解集 （solution set ). 如果线性方程组不相容，则， 
其解集为空集.相容的线性方程组的解集必非空.因此，求解线性方程钽，即寻找其解集. 

2 X 2 的方程组 

让我们从几何的角度考虑方程 m 


^11^1 +如工 2 =〜 

a n ^i + a 22< 27 Z — b 2 

每一个方程均可对应于平面上的一条直线.有序对（ X ,，为上述方程组解的充分必要条件 
是，两条直线均过该实数对对应的平面上的点，例如，考虑三个方程组 

( i ) = 2 < ii ) + j : 2 = 2 ( iii ) xi + jc 2 = 2 

工2 = 2 xt + Xe = 1 一工】一 x 2 = 一 2 

方程组⑴对应的两条直线的交点为 （2, 0). 因此 {(2, 0)} 为方程 组⑴的 解集.方程组 Gi ) 对应 
的两条直线是平行的，因此，方程组 Ui ) 为不相容的，即它的解集为空集.方程组 （ iii ) 对应的 
两条直线相互重合，因此，直线上任一点的坐标均为方程组 （ iii ) 的解（参见图 1.1. lh 



一般地，两条直线间 有三种情况： 相交、平行或重合，相应的解集中分别含有一个、零个 
I 2 I 或无穷多个元素- 

mXn 的方程组与此类似.的方程组可能相容，也可能不相容.如果它们相容，则方 
程组 H 能是有且只有一个解，或有无穷多个解.事实上，这就是所有的可能性 * 其原因将在 


1. 2 节中学 习行阶 梯形方程组时予以讲解， 下 面关注的问题是求所给方程组的所有解.为处理 
这个问题，首先引 入等价方程组 〈equivalent systems 》 的概念. 
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等价方程组 

考虑两个方程组 

( a )3々+2 j ： z —而 =— 2 < b ) 34+2:^ 二 一2 

^2 =3 -^ 3 ^：! — jc 2 + 工 3 = 5 

2:3 = 4 3 xi ^ r 2 x 2 + x 3 — 2 

显然，方程组 U ) 容易求解.因为，由后两个方程容易得到心= 3和 x 3 =2. 将这些值代人第一 
个方程，可得 

+ 2 ■ 3 — 2 ^-2 

X \ =^'— 2 

于是，方程组 （ a ) 的解为 （一 2. 3, 2). 求解方程组 （ b ) 似乎不是很容易.其实，方程组 （ b ) 与方 
程组 U ) 有相间的解.为看淸这一点，首先将其前两个方程相加 5 

3 a + 2工 2 — a =— 2 

— SjTj — 5 

x z =3 

若(工 U ” A ) 为 （ b ) 的解 t 则它必满足方程组中的所有方程*因此，它必然满足任意两个方 
程相加后得到的新方程.因此， a 必为 3. 类似地 ，(^, x 2> 而）必满足第三个方程减去第一 
个方程后得到的新方程： 

3^：! + 2 jc 2 Xi = 2 

3 j：l + 2 xi — = — 2 

2 工 3 = 4 nn 

因此，方程组 （ b ) 的解必为方程组 （ a > 的解.通过类似的讨论，可以证明方程组 U ) 的解也是方 
程组 （ b > 的解.由 U ) 中的第二个方程减去第 一 个方程得 

Xt — 3 

3.^1 + 2xt — x 3 =~ 2 
一 — + x 3 — 5 

然后.将其第一个方程与第三个方程相加： 

3xj ~h Zxz — =■ — 2 

2x 3 — 4 

3 jci + 2 j: z H - ™ 2 

因此，<4, m a ) 为 （ b ) 的解的充要条件是，它是方程组 U ) 的解. 即方程组 U ) 和方程组 （ b ) 
有相同的解集 U — 2, 3, 2)}. 

定义 若两个含有相同变量的方程组具有相同的解集，则称它们是 等价的 （ equivalent ). 

显然，交换方程组中任意两个方程的位置，不会影响方程组的解集.重新排列后的方程组 
将等价于原方程组.例如，方程组 

jti + 2a：2 = 4 + xt — 6 

3工】 一x 2 = 2 和 3ii — X2 = 2 

4xi +^a=6 x\ -I- Zx t — 4 
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含有三个相同的方程 * 因此，它们必有相同的解集. 

若将方程组中的某一方程两端同乘一非零实数，则不改变方程组的解集，并且新方程组等 
价于原方程组.例如，方程组 

Xi ~\~ JCz 3 2 工 】+ 2 立 2 + 2 怎 3 6 

和 

一 2 a — x 2 + 4^3 = 1 — 2工1 — x 2 Hh 4 x 3 = 1 

是等价的， 

若将方程组中某一方程的倍数加到另一方程上，新的方程组将与原方稈组 等价. 由此可 
得，《元组 (a ，，…， 而）满足两个方程 

^-1^1 H - h a iTl ^ n ^ h f 

H - ha JB j ： n = bj 

的充要条件是，它满足方程 

di \ x ^ H - ^< h „ jo „= b f 

I 4 I (ujj + eta a + … + iaj„ ~l~aa iJt )x„ = 6j + 表 

综上所述，有三种运算可得到一个等价的方 程组； 

I . 交换任意两个方程的顺序. 

D * 任一方程两边同乘一个非零的实数. 

III . 任一方程的倍数加到另一方 程上. 

对给定的方程组，可以使用这些运算得到一个容易求解的等价方程组. 
nx n 的方程组 

我们在本节中仅讨论的方程组.我们将证明 ， 若 nX / i 的方程组仅有一个解.则利用 
上面的运算 I 和运算 I 可得到一个等价的“严格三角形方程组”. 

定义 若方程组中，第是个方程的前 6 — 1 个变量的系数均为零，且 aU = ： U …， 《) 的系 
数不为容，则称该方程组为 严格三角形的 （strict triangular form), 

►例 1 方程组 

3 xi + 2 工 2 + 工 3，I 
工2 一 ^ 3=2 

2 x ^ =4 

为严格三角形的，因为第二个方程中的系数分别为0, 1， -1, 且第三个方程中的系数分别为 
0, 0, 2. 由于该方程组为严格二角形的，闶此容易求解.由第三个方程 可得心 =2. 将其代 
入第二个方程，有 

— 2 = 2 或 J：s = 4 
将 x 3 =2代人第一个方程，最终可得 

+ 2 ■ 4 + 2 = 1 
=— 3 

因此，方程组的解为（一 3* 4, 2). ， 

任何的严格三角形方程组均可采用和上例相同的方法求解.首先* 从第 n 个方程解 
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得 x n ， 将其代人第72 — 1个方程解得 A ，将 A 和的值代人第《 — 2个方程 解得； _ 2 ，以 
此 类推. 称这种求解严格三角形方程组的方法为回代 （back substitution ). 

!►例 2 解方程组 

— Xz 4- 3 *ra 一 2^ =1 

工2 — 2 x 3 + 3^ =2 

4 j ：3 + Sx A =3 
iXi =4 

解 利用回代法，得到 

4^ — 4 Xi — 1 

4a：3 + 3 • 1 = 3 工 3 = 0 

xg-*-2*0 + 3* 1 = 2 x 2 =一 1 

2 工 1 — ( — l) + 3- 0 — 2-1 = 1 x\ = 1 

因此，方程组的解为 （U —1，0, 1). < 

…般地.给定一个《个方程《个未知量的线性方程组，可用运算 I 和 in 尽可能将其转化为 
等价的严格三角形方程组.（我们将在下一节中看到，当方程组不是惟一解时，不可能将其化 
简为严格三角形式 .> 

►例3解方程组 

工！ + 2 j: z + 工 3 = 3 

3 o：i — Xt — 3 x a — — 1 
2 jtj + Zxi + 工 3 = 4 

解第二式减去第一式的3倍.可得 

一 1 Xt — 6工3 =— 10 

第三式减去第一式的2倍，可得 

— 工 2 —工 3 = — 2 

若将方程组中的第二和第三个方程分别用上面两个新方程替换后，则得到等价的方程组 

JOi + 2x 2 ^3 ~ 3 

— 一 6 x 3 —一 10 

— 工 2 一 x g = — 2 

若该方程组的第三个方程替换为它与第二个方程的一 f 倍的和，最终可得严格三角形方 
程组; 

X ： + 2x z + ^ — 3 

一 7 x 2 6^3 10 

1 4 

一产 =一〒 


利用回代法，得到 


■Xi ~ 4 , 工2 2» X \ = 


4 
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回顾上例屮的方程组.可以把方程组同一个以不的系数为元的 3 X 3 的数字阵列联系 起来. 

1 2 r 

3 — 1 — 3 

2 3 L 

称这个阵列为方程组的系数矩阵 （coefficient matrix ) +简单地说，矩阵 （ matrix ) 就是一个矩形 
的数字阵列.一个讲行和”列的矩阵称为 mX ” 矩阵. 如果矩阵的行数和列数相等，即 = i 
则称该矩阵为方阵. 

如果在系数矩阵右侧添加一列方程组的右端项，可得到一个新的矩阵 


-1 

2 1 

r 

3 

— I 一 3 

—1 

_2 

3 1 

4_ 


称这个矩阵为方程组的增广矩阵 （augmented rnarrix ). —般地，当_ +个 / TiXr 的矩阵 B 采用上 
述方法附加到一个的矩阵 A 上时，相应的增广矩阵记为 (A | B ). 若 


A 


则 


a】_ 


… CL\^ 


~h n 

&J2 

… 

b'r 



… a Zn 

, B = 

: 

btt 

# « ■ 

^2i- 


^■rh2 


1 



#* » 





b u 


btrl 



(A | B ) 




^i?ir 


对每一方程组，均对应于一个增广矩阵，形如 


h x 


方程组求解可以通过对增广矩阵进行运算得到， A 作为位置标志符，在计算结束前可以省略. 
用于得到等价方程组的三个运算，可对应于下列增广矩阵的行运算. 

r 初等行运算 

I * 交换两行. 

n . 以非零实数乘以某行. 

m . 将某行替换为它与其他行的倍数的和. 


注窓到前面的例子，是用第一行将其他各行中的第一列元素消去.称第一行为主行 
(pivotal row ). 为明显 起见，主行中的元素均加黑表示并为整行添加阴影.主行的第一个非零 
元素称为主元 （ pivot ). 
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(主元 — 1) 

需要消去的元 | 
3和 ^ 2} 


3 — 1 一 3 
La 3 I 


_ Ti — 主行 
-1 


通过利用行运算 Wt 从第二行中减去第一行的 3 倍，从第三行中减去第一行的2倍，之后，得 
到矩阵 


主行 


在这一步，选择第二行为新的主行并利用行运算 in 消去第二列中最后一个元.此时，主元为一 
7,商即为从第三行中减去的第二行的 倍数. 最终得到矩阵 


1 2 1 

3' 

0 Ammmm 

mm 

J) 一 TL - 1 

-2. 



2 

1 

3' 

0 

-7 

— 6 

-10 

0 

0 

1 

T 

__4 


这就是与原方程组等价的严格三角形方程组的增广矩阵.使用回代法容易得到此方程组的解. 
►例4解方程组 

—+ = Q 

A + + 而 + 心 = 6 

+ a — 2x 3 + 2 a = 3 

解该方程组对应的增广矩阵为 


4X2 + 工 3 2x4 

=■ 

工2 ― 2 x 3 4- 2xji 

= 

D - 1 - 1 1 

。， 

] 1 1 1 

6 

2 4 1-2 

— 1 

3 1—2 2 

3. 


由于用0作为主元不可能消去同列的其他元，所以我们将利用行运算 I 交换增广矩阵的前两 
行.新的第一行将作为主行， a 其主元将为 L 

- 主行 


(主元叫= 1) 


mm 

wm ~ 


0 

—1 — 1 

1 

0 ! 


2 

4 1 

— 2 

— 1 


- 3 

1 一 2 

2 

3 _ 


m 


然后使用两次行运算 in , 消去第一列中的两个非零元. 


6-1 — m o 


2 _ 1 — 4 

L0 — 2 — 5 — 1 


61 


一 13 

一 1 5. 
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接着，选择第二行为主行，消*第二列中主元 一1 下面的两个元. 

-1111 6 _ 
0 - 1-1 1 | 0 

-0 0 —3 一 3 —15- 

娘后， 用第三行作为主行，消去第三列中的最后一个元. 


-1 

1 

1 

1 

6- 

0 

— 1 

—1 

1 

0 

0 

0 

-3 

-2 

-13 

-0 

0 

0 

一 1 

一 2_ 


这个增广矩阵就表示一个严格三角形方程组.利用回代法求解，得到解为 （ 2, —1 ， 3, 2 乂 


一般地，如果的线性方程组可以化简为严格三角形式，则它将有一 个惟. •解，并可 
通过三角形方程组的回代法得到.我们可将化简的过程看成是一个 1 步的算法.第一步， 
从矩阵的第一列所有非零元中选择一个主元.包含主元的行称 为主行 （pivotd row ), 交换行 
(若需要）使得主行成为第一行.然后其余的 W — 1 行减去主行的某个倍数，使得从第二到第^ 
行中的第一个元为 0. 第二步，从矩阵的第二行到第 n 行中选择第二列的一个非零元作为主 
元，将包含主元的行作为主行，并和矩阵的第二行交换作为新的主行，然后，余下的73— 2行 
减去主行的某个倍数，消去第二列中主元下面的所有元.从第三列到第《列重复相同的过 
程.注意,在第二步中，第一行和第一列的元素并不发生 变化； 进行第 H 步时，前两行以及前 
两列的元素保持不变，以此类推.在每一个步骤中，方程组的维数实际上有效减少 U 参见 
图 1. 1- 2). 



图 1.1.2 


如果能像上述方式进行消元过程， n — 1步之后，即可得到一个等价的严格三角形方程组+ 
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然而，上述过程中，如果在任何一步所有可能选择的主元均为0，此时该过程就将在这一步停 
止.当这种情况发生时，可以考虑将方程组化为某种特殊的梯形或阶梯形.阶梯形的方程组将 
在下一节进行讨论.它们坯可用于的方程组， 其中讲 

练习 


1. 利用网代法求解下列方程组 . 

( a )% ^3^ — 2 
Zx 2 — 6 

Cc)jti + 2 x t + 2 x % + % 亡 5 

3 幻 + — = 1 

_工 3 -h Zx ^ ^ 


( b )^ + + x 3 = 8 

2*^2 + JTj = 5 

3 a = 9 

( d ) 工 i + x 2 + jcj 4- j :、 十 j: s — 5 

4* 一 2 jc ^ 十 xs — 1 

Axs + 而一 2j: 5 — 1 


4^ ― 4 A — = 0 

2 t s = 2 

2. 给出练习 1 中方程组的系数矩阵， 

3. 在下列方程 组中， 将每一方程表示为平面上的一条直线.画出每一方程组所表示的直线并利用几何关系确 
定方程组解的 个数. 


(□) + Xz 


j ] — A 


Cc ) 2 r s 


工 2 

一 + Zxt 


( b ) 


+ 

2 xi = 4 

- 

- 2^1 

— 

= 4 

Cd ) 

戈 i 

+ 

U = ] 



— 

X ; ^ 1 

- 


+ 

3 j：s = Z 


4. 写出练习 3 中毎一方程组对应的増广矩阵. 

5. 写出下列每一增广矩阵对应的方程组. 


-3 2 1 

8-1 


-5 —2 1 

3" 

5 1 

7 J 

(b) 

.2 3 — 4 

o „ 



_2 1 4 

一 I 


4 ~2 3 

A 


,5 2 6 

-L 


6. 解下列方程组. 


( a ) jt | — Zxi 5 
3 ti + jtr ； ^ 1 


-4 -3 1 

3 1 一 5 

< d ) 

L 1 2 

^13 



( b ) txi + Xz — 8 
4 力一 ="= 6 


( c ) Axi Zxi = ^ 

2 

+ Axz — 3 

(e) 2xi + x 5 H~ 3 o ：3 — 1 

4 心十 3a + 5 心 = 1 

6jti + Sxz + 5xi — 一 3 


(d) 之！十 2 為一 幻 =1 

一 jcz ~H — 3 

一 A 十 ZjCi + 3 jCj — 7 
(f) 3 jc[ + jcj = 0 

― 2 x 3 十 js — A = 2 

2xi — jr e + 2 而 = — 1 
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<g) j 工 1 


' X ； + 一 1 


4 - 2 jti + 


■^3 


工，十 2^ + ^ 


^3 


Y 

1 

To 


Cti ) H - jt 3 + 

3^i + 3 j 3 — 4^i 

戈 l + Xz + 3Tj -h 2^ 

2 x \ + 3 xi + a + 3; 


— 0 


7. 两个方程组 

2 j：i + = 3 2 jct + X j = - -1 

和 

4j：i 4- Sxt ― 5 ixi H- 3x ? = 1 

有相同的系数矩阵.但右端项 不同. 试用类似的消元法消去如下增广矩阵中的第二行笫一个元 


[ 2 1 

3-1- 

U 3 

5 U 


并利用回代法求解每一右端项所在列构成的方程组. 

^ 使用 3 X 5 的增广矩阵然后使用两次回代法求解两个方程组 

j：i + 2xz — 2x 3 — 1 A + 2 忑？ 一 2t 3 = 9 

2xi + Sxz H~ xi = 9 2i] + 5^ + jc 3 = 9 

A + 3x 2 + 4x 3 = 9 jri + 3x s + 4j：j = — 2 

9. 给定方程组 

一 m t j：i + xt = 6i 
— ryiexj + = 6j 

其中叫， wiit ， b 、 称 b 2 为常数 s 

( a > 试证：若则方程组有惟一解. 

( b ) 若试证仅当时方程组相容. 

( c ) 试给出 Ca > 和 （ b ) 的儿何表示. 

10, 考虑形如 

a ，] Ji 十 a 12 x 2 — 0 

02 】工 1 + ass = 0 

的方程组.其中如.叫利均为常数.试说明为什么一个这样形式的方程组必相容. 

11，给出一个有三个未知逛的线性方程的几何表示.给山一个 3 X 3 线性方程组可能的解集的几何表示. 

12行阶梯形 

1.1 节中介绍了将的线性方程组化简为严格三角形方程组的方法.但是，若在化简 
过程中的某一步，主元所有可能的选择只能是0,该方法将无法继续， 

►例1考虑如下增广矩阵表示的方程组： 

主行 


「 S ^ ： ' i * d^V 

1 ' !...: ❹ . 1 .. 

3 網 

...)1 ] 

一 1 

一 1 

0 

0 

1 

—1 

—Z 

— 2 

0 

0 

3 

1 

0 

0 

1 

1 

3 

-1 

^ 1 

1 

2 

2 

4 

1 


若利用行运算 in 消去主行下四行中第一列的非零元素，矩阵将化为 
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n 1 1 1 1 

r 


_ 

0 0 2 2 5 

3 

0 0 113 

一 1 

0 0 113 

0 _ 


—主行 


此时，无法继续将其化简为严格三角形式+因为四个可以选作主元的元索均为 0 . 该如何继 QT ] 
续呢？因为我们的0的就是将方程组尽可能地化简，所以自然是要消去第三列后面的三个 — 
元素. 


"11111 

r 

0 0 112 

0 


: f-3 

0 0 0 0 1 


0 0 0 0 1 

o_ 


-主行 


在第四列中，所有可能的主元均为因此，仍从下一列继续.若用第三行作为主行，则可消 
去后面两行的第五列元素. 


」 l 

1 

1 

1 

1 

1 _ 

0 

0 


1 

2 

0 

0 

0 

0 

0 


3 

0 

0 

0 

0 

0 

一 4 

0 

0 

0 

0 

0 

— 3 


最终得到的系数矩阵不是严格三角 形的； 它是阶梯形或梯形的.系数矩阵中的水平和垂直 
线段说明了系数矩阵的阶梯形式.注意，每一步在垂直方向下降1，但在水平方向的扩展可能 
多于 1. 


最后两行表示的方程为 


Oxi + 0x2 + + 0 工 4 + Oxs = — 4 

0^：! + 0 工 2 + 0x 3 + OXi + Oxi = — 3 

由于不存在5元组满足上述方程，因此方程组不相容. ^ 

假设现在我们更改最后一个例子中方程组的右端项，使得方程组成为相容的.例如，从 


'1 

1 

1 

1 

1 

r 

一 1 

一 1 

0 

a 

1 

l 

— 2 

— 2 

0 

0 

3 

l 

0 

0 

i 

l 

3 

3 

_ 1 

1 

2 

2 

4 

4_ 


开始，通过化简过程将得到阶梯形的增广矩阵 
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" 1 

1 

1 

1 

1 

1 _ 

0 


1 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

0 


3 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


nrii 此时，任意的 s 元组均满足上述方程 m 的最后两个方程.因此，方程组的解集是所有满足 
前三个方程的5元组. 


工1十 A 十十 X ! + X & — 1 
而 + 十 2 x h ^ 0 


⑴ 


工尽= 3 

增广矩阵每一行第一个非零元对应的变量称为首变量 （lead variables ). 因此，: t 3 和&为 
首变暈，化简过程中跳过的列对应的变量称为 ft 由变量 （free variables ). 因此 v 和^为自 
由变量.如果将 （1) 中的自由变量移到等式右端，我们得到方程组 

X ] + 工3 + = 1 — — 

-f 2 jt s = — X 、 (2) 

^5=3 

方程组 （2) 即为未知童 Xi , 々 和心的 严格三角形方程组.因此，对每一对给定的变最 A 和 
工1，均存在惟一解 * 例如，若 x 2 = a =0， 则 ji ：5 = 3， jc 3 = — 6，= 4,并由此（4，0，一6, 
0, 3) 为方程组的一个解. 

定义苦一个矩阵满足 

G ) 每一非零行中的第一个非零元为1; 

( ii ) 第6行的元不全为零时，第^ + 1行首变量之前零的个数多于第 A 行首变量之前零的 
个数； 

( iii ) 所有元素均为零的行必在不全为零的行之后， 

则称其为 行阶梯形矩阵 （row echelon form ). 

►例2下列矩阵为行阶梯形的. 


~1 

4 

T 


"1 

2 

3 "l 


-1 

3 

1 cr 

0 

1 

3 

， 

0 

0 

ll 

f 

0 

0 

1 3 

_0 

0 

1 . 


-0 

0 

o_ 


J3 

0 

0 CL 


►例3下列矩阵不是行阶梯形的. 

H 2 4 61 

ro 0 on ro ii 

0 3 5 , , 

Lo 1 0 」 Li 0 」 

J ) 0 4」 

第一个矩阵不满足条件 （ i )， 第二个矩阵不满足条件（以），而第三个矩阵不满足条件 ( iD . ◄ 

定义利用行运算]、 II 和 EK 将线性方程组的增广矩阵化为行吩梯形的过程称为高斯消 


I 13J 元法 （Gaussian elimination)* 
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注意，利用行运算 II 使各行的首系数全化为 L 如果增广矩阵的行阶梯形中含有如下形式 
的行： 

[0 0…0 | 1 ] 

则该方程组不相容 • 否则，方程组将相容.若方程组相容且行阶梯形矩阵的非零行枸成了严格 
三角形方程组，则这个方程组有惟一解. 

超定方程组 

若一个线性方程组中方程的个数多于未知量的个数，则称其为 超定的 （ overdetermhieci ). 
超定方程组通常是(但不总是）不相容的. 


►例4 

( a ) Xj -h 

OCi — Xz 
― 工！ -\~2xt 


-2 


( b ) 工 l + 2 工 2 + = 1 

Zxi — oc z + x 3 — 2 

4^i -h 3^2 + 3^3 = 4 

2 x \ — xz + 3 x ^ — 5 


= 2 
= 4 


( c ) jo\ + + 工 3 

— 4 - 

4 而 + 3 工 3 + 3:3 

3jti + 々 + 2j：j = 3 

解 现在读者应当已经比较熟悉消元过程了，因此， 
我们可以省略每一方程组的消元过程的中间过程. 


方程组 （ a ): 


3 

一 2」 


0 1 
L 0 0 


1 — 1 

，一1 2 

根据化简后矩阵的最后一行可知该方程组不相容.方程组 
( a ) 中的三个方程表示平面上的三条直线.前两条直线的交 
点为 （2, — 1). 而第三条直线并不经过该点.因此，三条 
直线不过同一点（参见图 1. 2. 1). 



m 2 - 



_1 

2 1 

X 1 

方程组 （ b) a 

2 

4 

— 1 1 

3 3 

2 

4 


_2 

-1 3 

5」 


12 1 

1 - 

° 1 1 

0 

1 

0 0 1 1 

1 

3 

J 

Lo 0 0 

0 . 


利用回代法，我们看到方程组 ( b ) 仅有一个解(0.1，一0.3, 1,5). 因为化简后的矩阵的非零行 [ H ] 
构成了一个严格三角形方程组，故解是惟一的. 
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方程组 （ C ): 


用 A 表示■^和心，我们得到 


2-11 
4 3 a 

L 3 1 2 


0 1 

0 0 

=0 0 


Xt = — 0 . 2x 3 

工1 = 1 一 2^ — — 1 — 0. 6 jc 3 


1 

1 

5 

0 

0 


1- 

0 

0 

0_ 


由此可得，方程组的解集为形如 （1 一 0*6 心 一0.2〜 a ) 的有序3元组集合，其中 a 为实数. 
于存在 S 由变量 A ，所以该方程组是相容的且有无穷多组解. 

亚定方程组 


由 

4 


一个有《个未知量的 m 个线性方程的方程组称为亚定的 （ imderdetermined ), 若方程的个 
数少于未知量的个数 ( m < W . 尽管亚定方程组有可能不相容，但通常是相容的，且有无穷多 
组解.亚定方程组不可能只有惟一解，这是因为系数矩阵的行阶梯形式均有1^<讲个非零行. 
因此，必有 r 个首变量和”一 r 个自由变量，其中 n — — m >0 4 若方程组是相容的，我们 
可给自由变量任意赋值并求得首变量的值.因此，一个相容的亚定方程组将有无穷多组解. 

►例5 


( a ) 工 1 十 Zxt + x 3 — 1 ( b )^! 十尤 2 + a + a + = 2 

2x x H- 4x 2 -I- 2j ： 3 — 3 A + + 2 工 4 + 2 工 3 = 3 

工 1 + 工 2 + 工 3 + 2 工 4 + 3^5 — 2 

解 


方程组 


•1 2 1 

1 - 


■12 1 

r 

-2 4 2 

3. 

1 —— 

-0 0 0 



显然.方程组 （ a ) 不相容.可以认为方程组 U ) 中的两个方程表示3维空间中的平面.通常，两 
个平面相交于一条 直线； 但是，现在的情形是两个平面平行. 



1111 

1 

Z 


1 1 

1 

1 

1 

2~ 

方程组 （ b)t 

1112 

2 

3 


0 0 

0 

1 

1 

1 


.1112 

3 

2. 


0 0 

0 

0 

1 

一 1、 


方程组 （ b ) 搓相容的，且由于有两个自由变 M , 该方程组将有无穷多组解.通常，这种形式的 
方程组可以继续进行消元过程，直到各方程的首变量1之上的所有项均被消去为止. 因此 ，对 
方程组 （ b )， 我们将继续消去第五列的前两个元素以及第四列的第一个元素 f 可得 


1 1 I 1 11 21 

0 0 0 1 1 

麵麵靡 油_ 


11110 

mmmm 
0 0 0 0 1 



1110 

— 0001 
.0 0 0 0 


0 1 
0 2 
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如果将自由变量移到方程右端，可得 


= l—Xz— XI 

Xi Z 


x 5 = — 1 

因此，对任意的实数 a 和卜5元组 


(1 一 a — 卢，。，召，2, 一 1) 

为方程组的一个解， ^ 

当相容的方程组对应的行阶梯形中含有自由变量时，可继续进行消元过程，直到类似上例 
方程组 a ) 中，所有首变量1之上的所有元均被消去.得到的结果矩阵为行最简形的. 


行最简形 


定义若一个矩阵满足 

( i ) 矩阵是行阶梯形的； 

( ii ) 每一行的第一个非零元是该列惟一的非零元, 


则称该矩阵为行最简取 （reduced row echelon form ). 
下列矩阵为行最简形的： 


■1 0 _ 

■0 1 - 


_ 1 0 0 3' 
0 10 2 
_0 0 1 1 _ 


V 

1 

2 

Cr 


~1 

2 

0 

r 

0 

0 

0 

1 

f 

0 

0 

1 

3 


0 

0 

o _ 


_o 

0 

0 

o _ 


采用基本行运算将矩阵化为行最简形的过程称为高斯-若尔当消元法 （ Gauss-Jordm 


reduction). 

►例6用高斯-若尔当消元法解方程组 

— 工1 + JC 2 一 

3工1 + — Xz —工 4 

2工1 一 ■ - 2^3 —工4 

解 

3 1 -1 - 1 I 0 

2 — 1 -2 -: 


1 1 
0 4 
0 0 


— 1 3 

-4 8 


3 3 1 0 

0 — 


0 


一 0 0 1 — 1 
若令 A 为任意实数0：，则: Ci = cr T 工2 
均为方程组的解. 



行阶梯形 


行最简形 


fl ，— a - 因此，所有形如 （ a ，—at a ) 的4兀组 
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应 用〗； 交通流量 


如图 1.2.2 所示，某城市市区的交叉路口由两条单向车道组成.图中给出了在交通高峰时 
段每小时进入和离开路口的车辆数，计算在四个交叉路口间车辆的数量. 



图 L 2,2 


解在每一路口，必有进入的车辆数与离开的车辆数相等.例如，在路口 进入该路口 
的车辆数为力+450，离开路口的车辆数为 ^+610. 因此 
FT 71 x, +450 - ^ H-610 (路口 A) 

类似地 

A +52D = 心 + 480 ( 路口 B) 

A + 390 - +600 (路 P O 

文 4 + 640 = x ，+ 310 (路口 D) 

此方程组的增广矩阵为 

-1-1 0 0 16CT 

0 1 一 1 0 —40 

0 0 1—1 210 
_— 1 0 0 1 ― 330_ 

相应的行最筒形为 


rl 

0 

0 

—1 

330- 

0 

1 

0 

— 1 

170 

0 

0 

1 

— 1 

210 

[D 

0 

0 

0 

0_ 


该方程组为相容的，且由于方程组中存在一个自由变量，因此有无穷多组解.而交通示意图并 


没有给出足够的信息来惟一地确定 A * A ，心和如果知道在某一路口的车辆数量，则其 


他路口的车辆数量即可求得.例如，假设在路口 C 和 D 之间的平均车辆数量为^=200,则相 
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应■的工1，工2和 A 为 

工1 =工、+330 = 530 
工2 — ^ + 170 — 370 

工3 =工4 + 210 = 410 4 ryg-j 


应用2:电路 


在一个电路中，可根据电阻大小和电源电压来确定电路中各分支的电流.例如，图 1.2.3 
所示的电路. 

图中的符号为 

--导线 

——电源 
—— w ——-电阻 

电源通常采用电池 C 单位为“伏特 ' v) f 当附加荷载后， 

就会产生电流.电流从电源的输出端（即用较长坚线表示的一 
端）流出.电咀的单位为“欧姆字母表示连接节点， i 表示 
节点间的电流.电流的单位为“安培” ( Ah 导线上的箭头表示 
电流的方向.如果某分支上的电流（如匕）的符号为负的，则 
表示在该分支上电流的方向与箭头方向相反. 

为计算分支上的电流，需使用如下的定律， 

基尔霍夫定律 （Kirchhoffs Laws ) 

任一节点上流出电流的量等于流入电流的量. 

2* 任一回路上电压的代数和等于各元件压降的代数和. 

计算电咀的压降 E 可使用欧姆定律 （OhnVs law )： 

E = £R 

其中纟为通过电阻的电流，单位为安培, i ? 表示电阻，单位为欧姆， 

下面计算图： L 2.3 所示的电路中的电流.利用基尔霍夫电流定律，有 

ij — “ “ = 0 (节点 A ). 

— *1 + h — h — 0 (节点 B ) 119] 

利用欧姆定律 

4 ii + ZU = 8 (上层回路） 

2 h + 5 h = 9 (下层回路） 

由此，电路对应的增广矩阵为 
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相应的行阶梯形矩阵为 


1 

一 1 

1 

0 

0 

1 

— 2 

4 


_ T 

T 

0 

0 

1 

1 

L 0 

0 

0 

0 , 


利用回代法可得6=1, 及 


齐次方程组 


如果线性方程组的右端项全为零，则称其为 齐次的 （ homogenemis ). 齐次方程组总是相容 
的，求其一个解并不难，只要令所有未知量为 0. 即可满足方程组.因此，如果齐次方 
程组有惟一解，则必然是其平凡解(0, 0,…， 0). 例6即为相容的齐次方程组，其中含有依 
= 3个方程和 n = 4 个未知量.当/时，总是存在自由变量，因此方程组存在非平凡解.其 
实，这个结果已经在研究亚定方程组时讨论过了，但由于这个结果十分重要，故给出如下 
定理. 

定理 1.2.1 若疗>讲，则的齐次线性方租组有非平凡解， 

证齐次方程组总是相容的.因为其增广矩阵的行阶梯形最多有 m 个非零行，故至多有 
m 个首变量.又由于变贵个数》满足 n > m ， 故必存在自由变量.而自由变量可任意取值，对 
自由变最的任一组取值，均可得到方程组的一组解. ■ 


应用3:化学方程式 


在光合作用中，植物利用太阳提供的辐射能，将二氧化碳 （ co 2 ) 和水 （ h 2 o ) 转化为荀萄糖 
( C $ H ]2 O s ) 和氧气（0 2 ).该化学反应的方程式为 

JCx CO2 + J ：2 H 2 0 ^ X 3 0 2 + C 6 Hi ? O t 

为平衡该方程式，需适当选择其中的工 lf A ， A 和使得方程式两边的碳、氢和氧原子的 
数量分别相等.由于一个二氧化碳分子含有一个碳原子，而一个葡萄糖分子含有六个碳原子， 
因此为平衡方程，需有 

jc \ ― 1 6 工\ 

类似地，要平衡氧原子需满足 

2x 1 -h x 2 = 2 x 3 + 6ar 4 

氢原子需满足 

2 jc 2 — 12 xi 

将所有未知量移到等式左端，即可得到一个齐次线性方程组 

— = 0 
Zxi + 々 一 2 工 3 — 6x4 = 0 

Zxt 一 12 x a = 0 

由定理1， 2.1, 该方程组有非平凡解.为平衡化学方程式，我们需找到一组解（^，^， x 3 . 
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心），其中每个元均为非负 整数. 如果我们使用通常的方法求解方程组，可以看到心为自由变 

董且 

JTl = 工 2 = 工 3 = 6^ 

如果令〜=1，則且化学方程式的形式为 

6CO £ + 6H z O — 60 2 +C 6 H 12 O s 


应用 4: 商品交换的经济模型 


假设一个原始社会的部落中 * 人们从事三种 职业： 农业生产、工具和器皿的手工制作、缝 
制衣物.最初，假设部落中不存在货币制度，所有的商品和服务均进行实物交换，我们记这三 
类人为 F ，M 和 C ， 并假设有向图 1.2. 4表示实际的实物交易 系统. 



上图说明，农民留他们收成的一半给自己、1/4收成给手工业者，并将1/4收成给制衣工 
人‘ 手工业者将他们的产品平均分为三份，每一类成员得到1/3,制衣工人将一半的衣物给农 
民，并将剩 佘的一 半早均分姶手工业者和他们自己，综上所迷，可得如下表格; 


1 

F 

M 

c 

F 1 

1 

1 

I 

T 

T 

T 

M 

丄 

丄 

丄 

T 


丁 

c 1 

l 

i 

i 

T 

T 



该表格的第一列表示农民生产产品的分配、第二列表示手工业者生产产品的分 SE , 第三列表示 
制衣工人生产产品的分配. 

当部落规模增大时，实物交易系统就变得非常复杂，因此，部落决定使用货币系统.对这个 
简单的经济体系，我们假设没有资本的积累和 债务， 并旦每一科产品的价格均可反映实物交换系 
统中产品的价值，问题是，如何给三种产品定价，就可以公平地体现当前的实物交易系统. 
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这个问题可以利用诺贝尔奖获得者——经济学家列昂惕夫 （Wassily Leontief ) 提出的经济 
楔型转化为线性方 程组. 对这个模型，我们令々为所有农产品的价值 ，々为 所有手工业品 
的价值，为所有服装的价值.由表格的第一行，农民获得的产品价值是所有农产品价值 
的一半，加上1/3的手工亚品的价值，再加上1/2的服装价值 - 因此，农民总共得到的产品 

价值为如果这个系统是公平的，那么农民获得的产品价值应等于农民生 

产的产品总价值即我们有线性方程 

1 , 1 .1 

十 yA 十 ~ 

利用表格的第二行，将手工业者得到和制造的产品价值写成方程，我们得到第二个方程 

1 , 1 , 1 

rm t Xi + + 了 & = 心 

最后，利用表格的第三行*我们得到 

1 , 1 , 1 

+ yA 十 y 工3二 a 

这些方程可写成齐次方 程组： 

1 丄〗 丄1 A 

— T:】 + = 0 

1 2 , 1 ^ 
j 工】一 + = 0 





— 0 


该方程组对应的增广矩阵的行最简形式为 


1 

0 

-音 

o] 

0 

1 

一 1 

0 

0 

0 

0 

0 


它有一个自由变量令而 =3， 我们得到解 （5，3，3)， 并且通解包含所有《5, 3, 3) 的倍 
数.由此可得，变量 x lt xn &应按下面的比例取值； 


xi ^ ^ ^ = 5 ； 3 * 3 

这个简单的系统是封闭的列昂惕夫生产-消费模型的例子.列昂惕夫模型是我们理解经济 


体系的基础.现代应用则会包含成千上万的工厂并得到一个非常庞大的线性方程组.列昂惕夫 
模盥将在 6.8 节更为细致地讨论 + 

练习 

】-下列矩阵哪些是行阶梯形的？哪些是行最简形的？ 


Ca ) 



0 1 


4 ^ 

2 _ 


-10 0' 
(b> 000 
IjD 0 1 . 


(c) 


~1 3 0 ~ 

0 0 1 
_0 0 0 - 
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( e ) 

~i i r 

0 1 2 

<0 

1 4 6_ 

0 0 1 


JO 0 


-0 1 3 - 


j 0 0 Cc ) 0 1 2 < f ) o o 1 

-0 0」 io 0 sJ L 0 1 3_ 

■1 0 0 1 2~| r 0 1 3 4" 

Cg ) 0 I 0 2 4 ( h ) 0 0 13 

JO D 1 3 6」 UO 0 0 0_ 

2. 下列增广矩阵均为行阶梯 形的. 对每一种情形，确定它对应的线性方程组是否相容+如果方程组有惟- -解， 
求之. 


Cb ) 0 1 -1 

_0 0 0 _ 



-1 

-2 

2 

-2~ 


3 2 

-2- 

(<D 

I 0 

1 

一 1 

3 

， 

Ce) 

0 0 1 

4 


JO 

0 

1 

2 」 


JO 0 0 

1_ 


■1 一2 4 1 

<c) 0 0 1 3 

J) 0 0 0. 

- 1—13 8 - 

0 1 2 7 

(0 

0 0 12 
JO 0 0 0. 


3-下列增广钜阵均为行最简形的.对每一种情形，求出其对应的线性方程组的解集, 


-10 0—2] rl 4 0 21 「1 一3 0 2 

Ca > 0 10 5 Cb ) 0 0 1 3 ( c ) 0 0 1 1 -2 

J0013 」 LoOOlJ Ldoo |。 

rl 5 -2 0 31 

ro ] o 2 n 

rl 2 0 1 5 i 00 0 1 S 

Cd > 1 M (0 0 0 ! -1 

L 0 0 l 3 4 J 0 0 0 0 0 

U> 0 0 0 」 

Lo o ooo 」 

4. 对练习 3 中的每一方程组*分别列表写出它的首变盘和自由变试. 

5. 利用髙斯消元法，给出与下列方程组等价且系数矩阵为行阶梯形的方程组.指出方程组是否是相容的. 
果方程组是相容的且没有自由变堡，则利用回代法苯其惟解 T 如果方程组是相容的且存在自由变萤， 
将其转换为行最简形并求所 有解. 


(息 ） JTl — 2 x 2 = 3 

2 xi ^ Xi — 9 

( C > - X ] + ^2=0 

2 jti + 3 xj — 0 

3 工 1 一 2x2 — 0 

C e) 2 j:, [ 3j: ? + j：i = 1 

A + Xs + jr 3 = 3 

+ Ajci -h 2^ = 4 

Cg ) Xi + JC 2 Xi = 0 

2 xi + 3 x 2 一 ： ta — nTd = 2 

3 工 I + 2xi 'I = 5 

3j：i + 一 4 


( b ) 2 xi _ 3 x ； = 5 

— 4 j：i + — & 

< d ) 3 a：i + 2 xz — x z = ^ 

JCi 一 2 xg + 2 x a — 1 

11j：i + 2jc z 4 - = 14 

(f) X] — 2xi == 4 

2 x ] + 3 j : 2 — jt 3 ^ 1 

7 xi + 3 x 2 + 4< r 3 = 7 

Ch ) xi ^ 2 x % ~ 3 

£xi + j 3 — 1 

— + Sx 3 — 4 
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—A + 2 x ? _ jt 3 = 2 

十 + xi = 4 

3J：! + 2 x 2 + 2xt = 5 

— + 5x 5 — 17 


(j ) -rt + — 3 j：j + jt , = 1 

~^\ — Ja + 4 x 3 — q = 6 

— 2 j ] — Ax 2 + 7 x 3 — JTi ™ 1 


(k) 工 ■ + ^ + jt 3 t Jti = 3 
2 心 一 2 心 + j 3 十 2 心 = 8 
^1 一 5j7jj +4=5 

S . 利用高斯-若尔当消元法求解 K 列方程组> 

( a ) + J ： 2 = — 1 

Ajc] — 3o ：2 = 3 

Cc)^i + x ? + x 3 = 0 
JTi — JTa — x 3 = 0 


(1) — 3 j- a + — 1 

2- Ti + j ： 2 — Xi = 2 

Xi + 4 jc 2 — 2 j：s — 1 

Sxj 一 8jc? + 2jtj =■ 5 

(b) + 3 jt 2 + 々 + j ：、= 3 

2 jf ! — Zjoz + = 8 

3j：i + Js 4- 2jj — — 1 

Cd) X] + 冗 2 + j: 3 + = 0 

Zjt, + xi — T Z 4 - 3jfd = 0 


xi — 2^2 + Ja + x 4 = 0 

7 - 采用几何法说明，含有两个方程和三个变最的齐次线性方程组有无穷多解.对非齐次的 2 X 3 线性方程组会 
有多少组解？给出答案的几何解释. 

S . 考虑线性方程组，其增广矩阵为 


当取何值时，该方程组有惟-解？ 
9 - 考虑线性方程组*其增广矩阵为 


(8>该方程组是否会不相容？试说明， 

( b ) 当#取何值时，该方程组有无穷多解？ 
10. 考虑线性方程组，其增广矩阵为 


一 1 4 

. 2 -2 



2 

3_ 


-1 



2 

j 3 

0 

L— 1 


0- 


-1 1 3 

2- 

] 2 4 

3 

J 3 a 

b_ 


U ) 当 u 和6取何值时*该方程组有无穷多解？ 
(“当^和^取何值时，该方程组不相容？ 

11. 给定线性方程组 


( a ) 十 2 jj ； = 2 Cb ) jci H - 2 j 2 = 1 

3 jti + Ijci — 8 3 jci + ? j 2 = ? 

将这两个方程组的右端项合并 为一个 2 X 2 矩阵然后利用矩阵 


(A | B ) 
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的行最简形求解这两个方程组. 
给定方程组 

(狂 ） A + + jc 3 = 2 

—Ti ^ 3：t + 2^5 = 3 
2*z：i + 3 j: z = 0 


(b> A 十 2a -f- ^ — 1 


JTj 


而 + 2 jc 3 


2 jfi + 


一 2 


利用增广矩阵 (A j B ) 的行最简形和两次回代法求解它们， 

13 + 给定〜个齐次线性方程组，如果该方程组是超定方程组，其解的个数有什么珂 能性？ 试说明， 
34. 给定一个非齐次线性方程组，如果该方程组是亚定方 程组， 其解的个数有什么可 能性？ 试说明 
15,确定下围中给出的交通流 S &, Q , a 和 a . 


^4 




45Q 





42Q 


47« 


15 .考虑如下的交通图，其中 a * aat 仏为固定正整数+构造一个关于变 M a 

m 心的 线性方程组，并证明该方程组相容的充要条件为 

a\ ~hat +■ a 3 + — b\ + ^ 4- ^ 

由此可得进人和离开该交通网络的汽车数童有什么关系？ 


^1 


h 


A 









A 




bi 




■^2 » 

\JL 
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11令 （c <: 2 )为 2 X 2 方程组 

aiiXj + au ^2 — 0 
X | + < t 22 = 0 

的解. 证明，对任意实数 a , 有序对 aQ ) 也是方程组的解. 

在应用3中，如令自 由变母 A =1,则可 得解(6, 6, 6, 1). 

( a ) 求当々=0时方程组的解，这个解是否指出化学反应的某些信息？此时称“平凡解”是否合适？ 

( b ) 选择一些其他的 a , 例如2, 4或5,井求相应的解*这些非平凡解之间有什么关系？ 

^液态苯在空气中可以 燃烧. 如果将一个冷的物体直接放在燃烧的苯上部，则水蒸气就会在物体上凝结，同 
时烟灰（碳）也会在该物体上沉积.这个化学反应的方程式为 

x\ C s H 6 + xi 0 2 C H- ^ Hj O 

求变 Mm m 而和 A , 以配平该方程， 

20,市场上的硝酸是通过三个化学反应过程制造出来的.第一个反应中，氮（仏）与氢 （ H ,) 化合，生成氧 
( NH a ). 第二步，氣和氧 < OD 化合，生戒二氧化氮 （ NO z ) 和水_最后， NO ? 与水反应生成硝酸（ HN 0 1 )和 
一氧化氮 （ NO ). 在每一个反应过程中，衡童物质的量的单位是摩尔（化学反应中的标准单位）.要制造 S 
摩尔的硝酸.要使用多少摩尔的瓿、氮和氧呢？ 

21- 应用4中，若采用下表所示的商品分配方法，确定商品的相对价值^和: r a . 


22* 求下列电路中各电流强度. 


mi 



2 0 
B 


1+3矩阵算术 



F M C 

F 

1 1 1 

T T T 

M 

1 1 1 


T T T 

C 

1 ; 1 

T T T 




本节我们引人矩阵和向量的标准记号，并定义矩阵的算术运算(加、减、乘）.我们还将引 
人两种附加 运算： 标量乘法和转置.我们将了解如何表示包含矩阵和向量的线性方程组，然后 
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推异出线性方程组相容时的定理. 

矩 阵中的元素称 为标量 （ scalar ). 它们通常是实数或复数.在大多数情况下，我们考虑所 
有元素为实数的矩阵.在本书的前五章中，读者可以认为术 语标量 （ scalar ) 就表示实数.在第 
6章中将会出现使用复数作为标暈的情形. 

矩阵记号 

若我们要引用矩阵，而不写出矩阵的所有元素，则可使用大写字母 A , B , C 等表示矩阵. 
一般地， 〜表 示矩阵 A 的第 r ■行第 j 列的元素，并用表示它*因此， 若 A 为一个 mX 习 
的矩阵，则 


A = 

有时还将矩阵简记为 A 二(七 >• 类似地，矩阵 iT 可表示为矩阵 C 可表示为 ( Q ) 等. 

向量 

由于仅有一行或一列的矩阵可以用来表示线性方程组的解，因此特别值得注意.具有 m 
个线性方程 77 个变量的线性方程组的解是一个实的 n 元组.我们以后称由实数组成的〃元组为 
向量 （ vector ). 如果将 / z 元组表示为一个 1 X ??的矩阵，则称为行向量 （row vector ). 此外，若 
将 a 元组表示为一个 / iXl 的矩阵，则称为列向量 （column vector ). 例如，线性方程组 

Xi + — 3 

X\ — Xz = 1 

的解可表示为行向量 (I 1 K 或列向量, 

在使用矩阵方程时，用列向量 UX 1 的矩阵）表示解是较为方便的.所有 nXl 的实矩阵构 
成的集合称为 h 维欧几里得空间 （EucHdean 々 space ), 通常记为 It ' 由于后面大部分使用列向 
量，因此一般省略“列”字，并简称为 R n 中的向量.列向量的标准记号采用黑斜体小写字母. [ 27 ] 

工 r 

? ⑴ 


对于行向量，没有通用的标准记号.本书中，我们用黑斜体小写字母表示行向貴及列向 
暈，为区分行向量和列向量，在字母上面加上一水平箭头表示行向量.也就是说，水平箭头表 
示水平数组（行向量）而不是垂直数组（列向量）. 

例如， 


X = (工1，工 2，: r 3 ，尤 4) ，> = 
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分别是有 4 项的行向量和列向量， 

给定一个矩阵 A , 经常会使用它的特定行 或列. A 的第 j 个列向量的标准记号为心. 
矩阵 A 的第 f 个行向量没有通用的标准记号.本书中，由于使用水平箭头表示行向量，我们将 
A 的第 （ 个行向量记为 

设 A 为一 矩阵，则 A 的行向蛍为 

^ = (an ,a it t *'■ »(2 in ) , i = 

同时，列向量表示为 




* 

* 

La 畸」 


1 ， … t” 


矩阵 A 可以用它的列向量或者行向董表示， 


A = (A ， a 2 ， … 為） 或 A 


r^i 

丑 z 


类似地，如果 B 为 一 nXr 矩阵，则 


3=(^ , b t , — , b r } 


圆 


r?i 

hi 

ill 


►例 1 如果 


A 


3 2 51 


-- 1 


则 


r 3i r2i rs - 

a B = = » a 3 — 

- j — 1 」 Lb_ l4 - 

A = ( 3 , 2 , 5 )= ( — 1 , 8 , 4 ) < 

相等 

若两个矩阵相等，则它们的维数以及它们对应的元素必相等. 

定义若两个 mXn 矩阵 A 和 B 对任一丨和 j 均满足~二则称它们相等 （ equal ). 

标量乘法 

设 A 为一矩阵，且 a 为一标量，则 oA 为将 A 中的任一元素乘以 a 而构成的一个矩阵. 
定义设 A 为； nXn 的矩阵，且 a 为一标量，則 < rA 为一饥乂”的矩阵，其 （ i ， 元素为⑽卜 
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例如，设 


则 


矩阵加法 


-4 B 
_6 8 


2 - 

10 - 




1- 

5. 


且 


3A 


-12 

-18 


24 

24 


6- 

30- 


两个相同维数矩阵的加法可通过对应元素相加得到+ 

定义设 A = 及丑=(~)都是 mX ” 矩阵，则它们的和 （ S tmi ) A + B 也为一个讲的 
矩阵，对每一个有序对 （6 j ) f 它的 （ i ，_；) 元素为 
例如， 


，3 

2 

1- 

1 

-4 

5 

6- 

十 


2 2 


21 T 5 4 3" 

3 J Lb 7 9- 


_2, 


，一 8_ 


匕一 6, 

1 

+ 

3 

=； 

4 

_8_ 


— 2- 


.10. 


若我们定义 A — B 为 A + ( — 1)5, 则可得 A — B 为矩阵 A 中的元素减去矩阵 B 中的对应 
元素形成的矩阵.因而 


2 41 T 4 

3 1」匕2 


2 4 n 
■ 3 


+ <- 1 ) 


■4 5 一 

-2 3- 


2 41 「一 4 — 5 

-3 1」 L 一 2 — 3 ■ 


[: 

「2 — 4 4^51 

U — 2 1—3 」 

■—2 — 

■ 1—2」 


如果用 O 表示与 A 维数相同且元素全为0的矩阵，则 

A + O = O + A 二 A 

我们称 O 为 零矩降 (從 ro matrix ). 该矩阵为所有矩阵集合中关于加法的单位元.此外, 
每一个矩阵都有一个加法意义下的逆元.事实上 

A + (—1 M = 0 = (― 1 )A + A 
通常记加法的逆元为一 A . 因此 

—A = ( — 1 )A 

矩阵乘法及线性方程组 

我们还定义了极为重要的运算，即两个矩阵的乘法.引人如下定义方式的主要原因来源于 
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线性方程组的应用.若有一个单变量的线性方程，它可写为如下形式： 

ax b (2) 

我们通常认为 a ， 工和6是标量；然而，它们也可以看成 1 X 1 矩阵.现在的目标就是将方程 
(2) 推广，使得一个 mXn 的线性方程组可表示为一个矩阵方程 

Ax ^ b 

其中 A 为一讯 Xw 矩阵， X 为一 R " 中的未知向量，6为 R ra 中的向量，我们首先考虑一个方程 
[ W \ 有多个未知暈的情形. 

情形 It 一个方程有多个未知量 

我们首先考虑一个方程有多个变量的情形.例如考虑方程 

3xi H- 2x2 + 5jc 3 = 4 

若令 

A = [3 2 5] 及 x ^ Xu 

_文3」 

并定义乘积 Ax 为 

-工 ]- 

Ax — [3 2 5] x 2 = 3 xi + Zx 2 + 


则方程 3^+2 x 3 +5^-4 可写为矩阵方程 


Ax = 4 


对一个有《个未知童的线性方程 


a\x x + a z x z + +■ a„x t 


A = [ai a 2 … a B ] 及 x 


并定义乘积 Ajc 为 


Ax = ciiXi + a 2 工 2 + ”* + a n x t 


则方程组可写为 Ax = b 的形式. 
例如，若 


A = [2 1 —3 4] 且 ^ 


则 


Ax -= 2 , 3 + 1 * 2十（一 3) • 1 + 4 * (― 2) =—3 
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注意，左侧的行向量与右侧的列向童乘积的结果为一个标量.因此，这种乘法通常称为 标量积 


(scalar product) 

情形2: w 个方程 n 个未知童 
现在考虑一个 wXti 线性方程组 

+ ai2^ 2 + 


rir 


+ 


C3> 


^ 1^1 + dmtOLi + … + a mn x n = b m 

若能将这个方程组写为类似 (2) 的形式则是理想的，即写为矩阵方程 

Ax = b 

其中 A =( 巧）已知， x 为一个 nXl 的未知变量矩阵，&为一个 m Xl 矩阵，表示方程组的右端项. 
这样，若令 


⑷ 


A 


an 

… 

^ln 




_v 

# 

-* 

沒 22 … 


f x ^ 

x^ 

# 

j * 

* 

t b = 

# 

(ft 


‘ … 





p 〜 


并定义乘积 / U 为 


Aa ： 


On 工 1 + 工 2 + …+ aj rt ^ rt ' 

^1X1 -+■ a 2z x 2 + •” + a u x n 


^ frtJS 工 3 


(5) 


x 2 + … 

则线性方程组 （3) 等价于矩阵方程 （4). 

给定一个 wXrj 矩阵 A 和空间 R " 中的向量可用 （5) 计算乘积 Ax , 乘积 Ax 将是一个 
mXl 的矩阵，即是 IT 中的一个向量. Ajc 中第/个元素可采用下面的方法计箅； 

an - ha c ^ x s + ― + a in x n 

它等于矩阵 A 的第£个行向量与列向量 x 的标量积因此 


Ax 


d 2 x 


例2 


A 


'4 2 1 
.5 3 7 


], 


x 


Ax 


•4工1十 2 j ： 2 +工3 

-bxi + 3x 2 + 7jc 3 J 


[32 
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►例3 


3 
2 

4 2」 


[:」 


3 • 2 +1 • r 


— 2" 

2 * 2 + 5 * 4 

= 

24 

, 4 * 2 + 2 - 4. 


_ 16_ 


A 


Ax 


►例4将下列方程组写为矩阵方程 = 

3x, + 2x 2 - Xi = 5 

X] — 2 工 2 + 5^3 — — 2 

2：ci + 工 2 — 3z 3 = 1 

解 


~3 2 r 


- :r 


r 5' 

1 一 2 5 


工 2 

— 

一 2 

2 1 一3一 


七- 


. 1_ 


< 


另外一种将线性方程组 （3) 表示为矩阵方程的方法是，将乘积 At 表示为列向量和的形式: 

屮 1 工 1 +* 12 x 2 + …+ 

clz\^\ + a u xt + ■- + a^jc n 


Ajt 


十 “m2 工 £ +… 十 a mn X„_ 



an 


a 】2 


~CLx n ~ 

工 1 

m 

* 

+ 工 2 

a ZZ 

i, 

* 

* 

-h * 4< + x R 

dm 

* 

番 

* 


J^m] _ 






因此，有 

Ax = xiai + x 2 a 2 + *** 4- ^„ a f 
利用这个公式，可将方程组 （3) 表示为一矩阵方程 

4- XtO-z H - hx rt a H = b 


C 6> 

( 7 ) 


►例5线性方程组 


可以写为一矩阵方程 


2 x \ 4- Zxz ― 2 x 3 = 5 

5 工 1 一 ^xz + 2x 3 — 6 




+ Xg 


[ 1 ]=G] 


定义若 A ， * …， a 。 为中的向量，且 q f ，…， q 为标量，则和式 

+ c 2 fl2 + … +c 此 
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称为向量 a _ ，的一个线 性组合 (linear combination ). 

由方程 （6) 可知，乘积 Aj : 为矩阵 A 的列向量的一个线性组合.某些书上甚至用这种线性 
组合的表示来定义矩阵与向董的乘积. " 



►例6 如果我们在例5中选择 a =2，而= 4，则 


r2i 

2 

+ 3 

r 3 _ 

+ 4 

2 — 

-5 - 


-一 4- 


. 2_ 


因此，向量 


为系数矩阵三个列向量的线性组合，由此可知例5中的线性方程组是相容的，且 


~ 2 _ 

A* = 3 

A - 

为方程组的一个解. ^ 

矩阵方程 （7) 给出了一个很好的方法来刻画线性方程组是否是相容的.事实上，下面的定 
理是 （7) 的直接推论. 

定理 1.3. 1( 线性方程组的相容性定理） 一个线性方程组 = & 相容的充要条件是向量 fr 
可写为矩阵 A 列向量的一个线性组合. 

►例？线性方程组 

Xi + Zx t ^ 1 

2^! +4々=1 


是不相容的，因为向量 


不能表示为列向量 




的一个线性组合.注意，这些向童的任 


何线性组合应形如 


U 」 U 」 L2^ 

因此，该向量的第二个元素必为其第一个元素的网倍. < 

矩阵乘法 

更为一 般地， 如果矩阵 A 的列数等于矩阵 S 的行数，则矩阵 A 可以和矩阵 B 相乘.乘积 
的第一列由矩阵 B 的第一列求得，即 AB 的第一列为 AB 的第二列为 Ah , 等等.因此 
乘积 AB 是以 Al，A~， …， A6„ 为列的矩阵. 

AB = ( Abi ‘ 

AB 的（£， j ) 元素为列向量的第 f 个元素.它是由 A 的第 f 个行向量乘以 J3 的第 j 个 
列向量得到的. 




32 


第 2 章 


定义若 ) 为一个的矩阵，且 B =(~ ) 为一个的矩阵，则乘积 = C = 
( h ) 为一个饥 Xr 的矩阵，它的元素定义为 


►例8若 


n 

*=i 


A 


「3 — 

2 

L1 - 


及 B 


2 1 3 ^ 

4 1 6」 


则 


AB 


~-2 

_ 4 


: |j 


H 3 — 2_ 

mm 

-I — 3_ 

「3 •(— 2> — 2*4 3 • 1-2-1 3*3 — 2*61 

2)+4.4 2.1+“〗 

• ( — 2) 3*4 1-1 一 3*1 1*3 一 3 ■ 6, 

14 1 -31 

12 6 _ 

14 —2 -15. 

阴影部分表示乘积中的元素 （2, 3>是如何由 A 的第二行和 B 的第三列求得的.也可计算乘积 
BA , 然而结果矩阵并不等于 AB . 事实上，正如下面的乘积所示， AB 和 BA 甚至没有相 
同的维数， 

厂一 2 * 3 + 1 - 2十3 • 1 —2 - (-2) + 1 • 4 { 3 • (—3)_ 

L 4 * 3 + 1 * 2 + 6 * 1 4 * (― 2) + 1 * 4 + 6 •(—3>」 

>一 1 - r 


BA 


固 


►例9若 


L 20 - 22- 


A 




1 

2- 

「3 41 




" 

及 B = 

4 

5 



_3 

6. 


则不可能将 A 乘以 B , 因为 A 的列数不等于 B 的行数.然而，可以用 B 乘以 A 


HA 


若 A 和 S 均为 nXn 的矩阵，则 A £! 和 BA 也将是 《 Xn 的矩阵，但一般它们不相等，矩阵 
的乘法不满足交换律. 

►例10若 


-1 2- 


- 5 8- 



•3 4. 



4 5 



= 

17 26 



.1 2. 



.3 6. 


_15 24. 
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应用 h 生产成本 


某工厂生产三种产品，它的成本分为三类.每一类成本中，给出生产单个产品时估计需要 
的量 • 同时给出每季度生产每种产品数量的估计.这些估计在表1和表2中给出.该公司希望 
在股东会议上用一个表格展示出每一季度三类成本中的每一类成本的 数董： 原料费、工资和管 
理费. 


表1 生产单位产品的成本（美元) 



表2每季度产量 


^ JQ 



季 

度 



广 

夏李 

秋季 



冬季 

春季 

A 

4 000 

4 500 



4 SOO 

4 000 

b 

2 000 

2 600 



2 400 

2 200 

c 

5SOO 

6 200 



6 000 

6 000 


解 我们用矩阵的方法考虑这个问题.这两个表格中的每一个均可表示为一个矩阵. 

U 10 0, 30 0, 15 

M = 0.30 0.40 0.25 

JD . 10 0. 20 0. 1 S 

及 

_ 4 000 4 500 4 500 4 000 

F ^ 2 000 2 600 2 400 2 200 

L 5 800 6 200 6 000 6 000 

如果我们构造乘积 MP ， 则 MP 的第一列表示 夏季的 成本. 
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原料费： (0. 10)(4 000) + (0, 30)(2 000) + (0_ 15)(5 800) = 1 870 

工资： （0. 30)(4 000) + (0, 40)(2 000) 十 （0. 25)(5 800) = 3 450 

管理费和 其他： (0. 10)(4 000)+ (0. 20)(2 000)4-(0, 15)(5 800) = 1 670 
的第二列表示秋季的成本. 

原 料费： （0* 10) (4 500 + (0* 30)(2 600) + <0, 15)(6 200)^2 160 

工资 f <0, 30 X 4 500) + (a 40)(2 600) + (0. 25)(6 200)-3 940 

管理费和其他 ： （0. 10)(4 500)+ (0. 20)(2 600)+ (0. 15)(6 200) = 1 900 
MP 的第三列和笫四列表示冬季和春季的成本. 



_ 1 870 

2 160 

2 070 

1 960_ 

MP ^ 

3 450 

3 940 

3 810 

3 580 


JL 670 

1 900 

1 830 

1 740_ 


MP 第一行的元素表示四个季度中每一季度原料的总成本.第二和第三行的元素分别表示四个 
季度中每一季度工资和管理的成本.每一类成本的年度总成本可由矩阵的每一行元棄相加得 
rwi 到*每一列元素相加，即可得到每一季度的总成本.表3汇总了总成本. 

表3 



争 度 

M 季 

秋季 

冬季 

春季 

全年 

原料费 

1 670 

1 160 

2 070 

1 960 

8 060 

工资 

3 4&0 

3 940 

3 810 

3 580 

14 7S0 

管理费和其他 

1 670 

1 &00 

1 830 

1 740 

7 140 

总计 

6 990 

& 000 

7710 

7 280 

2&980 


符号规则 


正如通常的代数，如果表达式中既包含乘法也包含加法，且没有使用括号指明运算的顺 
序，那么乘法先于加法计算.这同样适用于标量乘法和矩阵乘法.例如，设 


则 


且 


A 


-3 4 

2」 


B 


31 


12 


C 




2 

3 2」 


A + BC 


3 A + B 


■3 4_ 


_ 7 7_ 

■10 

11- 

-1 2- 

十 

-— 14- 

- 0 

6. 


-9 12- 


■1 3- 


■10 15_ 

.3 6 - 

十 

■ 2 1- 


- 5 7- 


矩阵的转置 


给定 mXn 矩阵 A * 构造一个各列是 A 的各行矩阵常常是非常有用的. 
定义一个 ？ nX n 矩阵 A 的转置 （ transpose) 为 nX 矩阵 B ,定义为 
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bn = ⑻ 

其中 j = …， n 和^ = 1， .. •，抓 A 的转置记为 A T , 

由 （8) 可得 A T 的第）行元素分别与 A 的第 j 列元素相同，并且 A T 的第 i 列元素分别与 A 
的第 f 行元素相同. 

1 r 

2 5 * 

J 6_ 

4 r 
3 1 、 

2 5_ 


例11中的矩阵 C 是自转置的，这在实际应用中经常出现. 

定义一个 nXn 的矩阵 A t 若满足 A T = A ， 则称为对称的 （ symmetric ). 

1 2~ 

1 -2 
一 2 — 3 - 


应用2:信息检索 


因特网上数据库的发展带动了信息存储和信息检索的巨太进步*现代检索技术是基于矩阵 
理论和线性代数的. 

在典型情况下 t 一个数据库包含一组文档，并且我们希望通过搜索这些文档找到最将合特 
定搜索内容的文档.根据数据库的类型，我们可以像在期刊上搜索论文、在因特网上搜索两 
页、在图书馆中搜索图书或在电彩集中搜索某部电影一样，搜索这些条目. 

为说明搜索是如何进行的，假设数据库包含讯个文档和 n 个可用于搜索的关键字的字典 
宇，由于搜索类似冠词和前缀之类的通用词汇不是很现实，因此并不是所有的词汇都是允许 
的.假设字典字是按照字母顺序进行排序的，那么我们可将数据库表示为一个饥乂”矩阵 A . 
每一个文档被表示为矩阵的一列 * A 的第 j 列的第一个元素为第 j 个文档中第一个字典字出现 
的相对頻率.元素叫表示第 j 个文挡中出现的第二个字典字的相对频率，等等-用于搜索的 
关键字被表示为 BT 中的一个向量 JC . 如果第 i 个关鍵字在搜索列表中，则向量太中的第；个元 
素为 U 否则，令々 = 0 ,为完成搜索，我们只需用 A T 乘以 x . 

简单匹配搜索 

一类最简单的搜索是确定每一个文档中有多少个搜索的关键字，这种方法不考虑字的相对 
频串问题.例如，假设数据库中包含下列书名： 

BL Applied Linear Algebra 

B 2 - Elementary Linear Algebra 

B 3* Elementary Linear Algebra with Applications 


下面给出了一些对称矩阵的例子 

厂1 (T 
Lo -4J 


H 2 3 41 

3 15 

5 3 一 


no 


12 


►例 11 ( a ) 若 A 


1 2 3 ^ 

A 5 6- 


, 则 A 


( b ) 若 B 


Cc> 若 C 


3 2 11 


则 


— 3 


21 


-2 


则 C 丁 


2~ 
L2 3 - 
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B 4. Linear Algebra and Its Applications 
I 39 I B 5 - Linear Algebra with Applications 

B 6. Matrix Algebra with Applications 
B 7. Matrix Theory 
按照字母顺序给出关鍵字集合为 

algebra ， application , elementary * linear T matrix , theory 
对筒单匹配搜索，只需在数据库矩阵中使用 o 和 u 而不必考虑关键字的相对频率.因此 
矩阵的（|_， j ) 元素用1表示第 f 个单词出现在第 j 个书名中，0表示第 i 个单词不出现在第 j 个 
书名中-假设搜索引擎十分先进，可以将单词的不同形式认为是一个单词.例如 f 在上面给出 
的 书名列 表中，单词 applied 和 application 均被认为是单词 application , 所给出的书名列表对 
应的数据库矩阵定义为表4中的阵列. 


表4线性代数书箱数据库的辉列表示 


-1 

关键字 

书 m 

B1 

B2 

B3 

B4 


B6 

B7 

algebra 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

0 

application 

J 

0 

I 

1 

i 

1 

0 

elementary 

0 

l 

1 

0 

0 

0 

0 

linear 

1 

1 

1 

i 

1 

0 

0 

matrix 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

theory 

0 

□ 

0 

0 

0 

0 

1 


如果搜索的关键字是 applied ， linear 和 algebra ， 则数据库矩阵和搜索向量为 


如果令则 


A = 


_ 1 

1 

1 

1 

1 

1 

O' 


'11 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 


1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

, X — 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1. 


lA 


y = 


—1 

1 

0 

1 

0 

O' 




- 3 - 

1 

0 

1 

1 

0 

0 


_r 


2 








1 



1 

1 

1 

1 

0 

0 


0 


3 

1 

1 

0 

1 

0 

0 


1 

= 

3 

1 

1 

0 

1 

0 

0 


0 


3 

1 

1 

0 

0 

1 

0 


0_ 


2 

.0 

0 

0 

0 

1 

1. 




立 


y , 的值就是搜索关鍵字在笫一个书名中的数量，的値就是搜索关鍵字在第二个书名中的数 
f 40 l 量，等等.因为为% 二: y 5 =3, 故书名 Bl 、 E 3、 B 4 和 B 5 必然包含所有三个搜索的单词, 
如果搜索设置为匹配所有搜索单词，那么搜索引擎将返回第一、第三、第四和第五个书名. 
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相对频率捜索 

非营利数据库的搜索通常会找到所有包含搜索关键字的文档，并将它们按照相对频率进行 
排序.此时，数据库矩阵的元素应能反映出关键字在文挡中出现的频率，例如，假设数据库所 
有关键字的字典中第6个单词为 algebra 、 第8个单词为 applied , 字典中的单词采用字母顺序 
排序.如果说，数据库中文档9包含关键字宇典中单词的总次数为 200* 且若单词 dgebm 在 

文档中出现10次，而单词叩 plied 出现 S 次，那么这些单词的相对频率分别为^和并且 

它们对应的数据庠矩阵中的元素分别为 

= 0- 05 和 0* 03 

为搜索这两个单词，我们取搜索向量 X 为其元素 A 和々为1、其他元棄为0的向量.然后我 
们计算 

y = A t jc 

y 中对应于文档9的元素为 


= Us 9 * 1 H - *1—0- 08 

这说明文档9中出现搜索单词为200次中的16次（所有单词出现次数的8%乂如果力为向量 y 
中最大的元素，则说明数据库中的文挡 j 包含关键字的相对频率最大. 

高级搜索方法 

搜索某些关键字，例如 linear 和 a 〖 gebra ， 可能会很容易返回数以百计的文档，其中有些 
文档 甚至不 是关于线性代数的.如果增加搜索关键字的数量并要求所有搜索的单词均要匹配， 

那么可能不包含某些重 要的线 性代数文档.相较匹配扩展的搜索列表中所有单词的 方法， 我们 
的数据库搜索应优先给出匹配关键字最多且相对频率高的文档.为实现戈，需要寻找和搜索向 
量 r “接近”的数据库矩阵 A 的一个列.一种衡董两个向董接近程度的方法是定义 两向量间的失 
角 fthe angle between the vectors ). 我们将在 5. 1 节中讨论它. 

在学习了奇异值分解 （singular value decomposition )(6 - 5节）后，我们还会重新考虑信息搜 
索的应用问题.这种分解可用于寻找数据库矩阵的一个简单近似，它使得搜索速度极大提高， 

通常》这种方法还有一个额外的好处，就是过滤噪声 （ noiseh 即使用数据库矩阵的近似版本， 

可以自动地消除不必要的上下文中含有关鍵字的文档.例如，一个牙科学生和一个数学学生可 
能都会用到 calculus 作为他们搜索的单词之一.因为数学搜索词列表中不包含任何其他关于牙 \ JT \ 
科的项，因此可以期望使用近似数据库矩阵的数学搜索排除所有与牙科相关的文挡.类似地， 
牙科学生的搜索中也应过滤掉数学文档. 

网络搜索和网页分级 

现代网络搜索很容易出现在数以十亿计的文档中搜索成百上千个关键字的情形.事实上， 

如2008年6月，在因特网上有超过一万亿的网页，要求搜索引擎在一天的时间内更新1 000万 
个网页是很常见的.尽管因特网上网页的数据库矩阵极其巨大，但是搜索却可以极大简化，因 
为矩阵和搜索向董均是稀疏的 （ sparse ), 即任一列中大多数元素为 0. 

对网络搜索，好的搜索引擎应能通过简单的匹配找到所有包含关键字的网页，但这些网页 



并不按照其关鍵字的相对频率进行排序.这在因特网商务中很自然，因为希望出售商品的人可 
以通过重复使用关键字，来保证他们的网站总是处于任何使用相对频率的搜索中级别较高的位 
置.事实上*很容易将某一关键字列表在不知不觉中重复上百次.如果将单词的前最色和网页 
的背景色设为相同，那么浏览者将不会察觉到单词的重复. 

对网络搜索，一个更为先进的算法，需要将包含所有搜索关键字的网页进行分级.第6章 
中我们将学习一类特殊的矩阵模型，它针对某些特定随机过程计算概率.这种模型称为马尔可 
夫过较 （Markov process ) 或马尔可夫链 （Markov chain) • 6. 3节中我们会看到如何使用马尔可 
夫链模拟两上冲浪并得到网页分级的模型. 

参考文献 


1- Berry，Michael W. t and Murray Browne ， Understanding Search Engines — Mathematical Modeling and 
Text Retrieval, SIAM* Philadelphia, 1999, 

练习 

1 ，设 


A 


- 3 

1 4, 


- I 

0 2- 

— 2 

0 1 

和 B — 

一 3 

1 1 

-1 

2 2^ 


- 2 

-4 1 - 


求： 

U)2A 

(e)AB 


(b)A + i? 
<OBA 


(c>2A-3B 

Cg)A T B T 


(d)(2A) T -(3B) T 

Ch)(BA) T 


2. 对下列每一对矩阵，确定是否可以用第一个矩阵乘以第二个矩阵 . 如果可以，求它们的乘积 + 


U ) 


(d) 


- 3 5 1 - 

-2 

1 

1- 

3 

1 

<b> 

-4 

6 

-2- 

一 4 

_-2 0 2. 

-4 

1 」 

i . 

3 

— 6 - 


[12 3] 


6- 

-3 1 5 ， 

<e) 

-4 6 1" 

-3 1 5- 

1. 

_4 ] 6- 


.2 1 1_ 

_4 1 6_ 


Cc> 


CO 


r 3 2 i 


U 5J 


rl 4 3n 
0 1 4 

LO 0 2J 
2 - 

— 1 [] 3 2 4 5 ] 

3_ 


3. 对练习 2 中的每一对矩阵，是否可以用第二个矩阵乘以第 - ■ 个 矩阵？它们的乘积的维数是多少 — 

4. 将下列方程组写为矩阵方程的形式 . 


2 xj — 


( b ) A + =5 

Zx\ + x z ― — 6 

3ji — = 7 


+ xt 4- 


x\ — Xi 2a：j 

3 xi — Zxt 


4 

= 2 
x a = 0 


5 , 设 


验证 : 

(s)SA-=3A 十么 4 


A 


(b)SA=3(2A) 


「3 4] 


(c)(A T y=A 
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5■设 


验证； 

Ca ) A + B ^ B+A 
1设 


验证 f 


A 


『4 1 6n 

及 B ^ 

_2 3 Sj 

Cb)3<A+B) = 3A+3B 


L： : -：] 


Cc)(A+B) 1f =A T + B T 


A 


' 2 r 

r2 4i 

6 3 

及 B ^ \ , 

f 1 c 

-2 4 - 

L J. 0 J 


( a )3 CAB )^(3 A ) B ^/ iC 3 JB ) ( b ^){ AB) T = B J A T 

&设 


- [I :} - r : :} 

验证： 

(a)M + J3) + C=A+(S+C：) (h)(AB)C^A(BC) 

CcMCB+O^AB+AC (dKi4 + B)C= AC+BC 



9 . 设 A = I 



U ) 将 & 写为列向 M ai 和〜 的线性组合的形式. 

( b ) 利用 < a ) 的结果确定线性方程组七的解*方程组有其他的 解吗？ 试说明. 

( C > 将 e 写为列向量 h 和 R 的线性组合的形式. 

10* 对下列的 A 和&，通过考察&与 A 的列向罨的关系确定方程组 = 是否是相容的.解释每一悄形的 
答案， 


(aM = L 2 







^3 

z r 


- r 

(c)A~ 

3 

2 1 


0 



2 k 


-一 i_ 


U . 设 A 为 5 X 3 的矩阵，如果则关于线性方程组九 r = & 的解的个数会有什么结论？试 
说明. 

12. 设 A 为 3 X 4 的矩阵.如果则关于线性方程组如= 6的解的个数会有什么结论？试 
说明. 

13. 设 Ajt = & 是增广矩阵具有最简形 


i 

2 

0 

3 

1 

— 2 1 

0 

0 

1 

2 

4 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

.0 

0 

0 

0 

0 

0_ 


的线性方程组. 

( a ) 求出方程组的所有解. 



确定 I 
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设 A 是 mXn 的 矩阵. 解释为什么矩阵乘法和 AA T 是可行的* 

15. 如果= 则称矩阵 A 是反对称的， 证明如果矩阵是反对称的 T 则它的对角元素均为 0. 

16. 在应用2中，假设我们要在7本线性代数书的数据库中搜索单词 e 〗 ementaryT 

matrix T ftlgebra , 构造一个 

搜索向相:然后计算表沄搜索结果的向重 y . 解释向的元素的意义 ■ 

17* 设 A 是 2 X 2 的矩阵，其中 ail /0, 证明 A 可分解为积的形式 



&的值是多少？ 

1-4 矩阵代数 

实数的代数法则可能适用也町能不适用于矩阵.例如,如果 G 和6是实数，则 

a + 6 = ba — ba 

对实数而言，加法运算和乘法运算都满足交换律.当我们用方阵 A 和 B 代替 a 和 A 时, 
上述第一条代数法则仍适用，即 

A+B- B+A 

然而，我们已经知道矩阵乘法不满足交换律.这一点应格外引起重视. 

菁告一般来讲， AB^BA. 矩阵乘法不满足交换律. 

本节我们考察哪些代数法则适用于矩阵. 

代数法则 

下面的定理给出了一些矩阵代数中有用的法则. 

定理 L4. 1 在定义了需要的运算后，下述法则对任何标量 a 和/?及矩阵 A，B 和 C 都是 
成立的. 

1, A+B=B+A 

2, <A+B)+C=A-h(B+C) 

3, (AB)C=A(BC) 

4, A(B+C)=AB+AC 

5, (A+B)C=AC+BC 
I 44 I 6* Caj3)A—a(j9A) 

7.a(AB) = (aA)B = AUB) 

8* (a~h/3)Ji = orAH-j^A 
9* d(A + jB ) =aA ~\~aB 

我们将证明其中的两个法则，其他的留给读者验证. 

证【法则 4) 设 A=(%) 为一 矩阵， B =( 和 C =(~) 均为的矩阵.令 D = 
A(B + C)S 则有 

dij = XJa 从（〜 +4) 


及 
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e v = 2 心\ 十 y^aikCa 
i = l 4 = 1 

但 


(〜 + Gj ) = 2 + ^^ a ikCkj 

所以 由此 A ( B + C ) = AB + AC . ■ 

证（法则 3) 令 A 为一 /«Xn 矩阵， B 为 一”Xr 矩阵， C 为一 rXs 矩阵， 令 D = AB 及 
E=BC, 我们需证明 DC^AE . 根据矩阵乘法的定义有 

n r 

du 二 ^Uikb^ 及〜= 2〜4 
▲ ■1 

DC 的 （i, j) 元为 

浐 r ffl 

/=】 j = i *=■] 

且 A£ 的 （i，j) 元为 

h n r 

2 ai * e *> ^ 2知 （ S 〜 c 。） 

i=l * = 1 l^l 

由于 

r n r n a p- 

= S ( S — 兩卜 2>42>*) 

卜 1 丨 =1 i = l t = i f-i 

可得 

(AB)C = DC - = ACBC) ■ 

定理 1.4.1 中的代数法则看起来十分自然，因为它们与我们对实数的法则类似.然而，矩 
阵的代数法则和实数的代数法则之间有着重要的区别.其中一些差别在本节最后的练习1到练 
习5中加以说明. 

►例1若 



n 21 


- 2 r 

厂 1 01 

A - 

1 

-3 4 」 

， 3 = 

^ 一 3 2 - 

及 C '2 1 」 


验诵 A(BC) = (AB)C 及 A(B+f：)-=AB+Aa 

解 


A(BC) = 
(AB)C - 



于是 


ACBC) =「父 ^1= CAB)C 
L 26 llJ 

ri 2 ir 3 an n i 

妍 C ) = [3 JLl 15 
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因此 


AB + AC = 


■一 4 

5' 

+「 5 

T 

„ f 1 71 

- 一 6 

11. 

+ lii 

4. 

L 5 15」 


固 


ACB + C ) - AB+AC 4 

记号由于 ( A £ OC >= A ( BC )， 因此可以省略圆括号，并写为 ABC . 对四个或更多矩阵的 
乘积，这个结论也是成立的.当一个矩阵与自身相乘有限次时，使用幂记号表示比较方 


便.因此.若&为一个正整数，则 
►例2若 


则 


A * - Ah … A 








:] 


一般地 



应用1: 一个婚姻状况计算的简单模型 


某个域镇中，每年有30%的已婚女性离婚，20%的单身女性结婚.城镇中有8 000位已婚 
女性和2 000位单身女性.假设所有女性的总数为一常数，1年后，有多少已婚女性和单身女 
性呢？ 2年后呢？ 

解可用如下方式构造矩阵 A . 矩阵 A 的第一行元素分别为1年后仍处于婚姻状态的已婚 
女性和已婚的单身女性的百分比.第二行元素分别为1年后离婚的已婚女性和未婚的单身女性 
的百分比.因此 


■0.70 0, 20" 

•0. 30 0. 30. 


若令则]年后已婚女性和单身女性人数可以用 A 乘以 Jt 计算. 

_ ro. 70 0. 201f"8 0001 p 0001 

x ~ Lo. 30 0, 80JL2 000」—U 000j 

1 年后将有 6 000 位已婚女性， 4 000 位单身女性 • 要求2年后已婚女性和单身女性的数董，计算 


A 2 x = A<Ajc) — 


_ 0. 70 
.0* 30 


0 . 20ir6 0001 _「5 0 CMT 
0. 80JL4 000 Ls 000 , 


2 年后， 一 半的女性将为已婚， 一 半的女性将为单身. 一 般地，《年后已婚女性和单身女性的数 


[471 量可由 A 1 求得. 
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应用2:生 态学： 海龟的种群统计学 


管理和保护很多野生物种依赖于我们模型化动态种群的 能力. 一个经典的模型化方法是将 
物种的生命周期划分为几个阶段.该楔型假设每一阶 
段种群的大小仅依赖于雌性的数董，并且每一个雌性 
个体从一年到下一年存活的概率仅依赖于它在生命周 
期中的阶段，而并不依赖于个体的实际年龄.例如， 

我们考虑一个4个阶段的模型来分析海龟（图 1.4.1) 

的动态种群. 

在每一个阶段，我们估计出1年中存活的概率， 

并用每年期望的产卵董近似给出繁殖能力的估计.这 

些结果在表4中给出.在每一阶段名称后的圆括号中 图 1.4.1 海龟 

给出该阶段近似的年龄. 



表1海龟种群统计学的4个阶段 


阶段编号 

描述（年龄以年为单位） 

年存活率 

年产卵童 

1 

卵、孵化期（<1> 

0. 67 

0 

2 

幼年和未成年期 （1 〜21> 

0. 74 

0 

3 

初始繁殖期 C 22) 

0.81 

127 

4 

成熟繁殖期 （23 〜 54) 

0.81 

79 


若忒表示第 t •个阶段持续的时间， s , 为该阶段每年的存活率，那么在第£阶段中，下一年 
仍然存活的比例将为 • 


( 1 ) 


( 2 ) 


而下一年转移到笫 i +1 个阶段时，可以存活的比例应为 

_ 5 ^( 1 -^) 

Qi = 厂厂 

若令☆表示阶段3, 4)1 年中平均的产卵董，并构造矩阵 

Pi e 2 e 3 e K 

q\ Pi 0 0 

0 q 2 p 3 0 

_0 0 qi pi] 

则 L 可以用于预测以后每阶段海龟的数量.形如 （3) 的矩阵称为莱斯利 （ Leslie ) 矩阵，相应的 
种群模型通常称为莱斯利种群模型 • 利用表1给出的数字，模型的莱斯利矩阵为 

D 0 127 79 

0.67 0.739 4 0 0 

L = 

0 0 . 000 6 0 0 

_0 0 0. 81 0. 807 7」 


(3) 
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假设初始时种群在各个阶段的数董分别为200 000，300000，500和1 500. 若将这个初始 
种群数量表示为向量和，1年后各个阶段的种群数量可如下计算： 


Xt _Ljfo ~ 


-0 

0 

127 

79 


100 000~ 


182 000 - 

0. 67 

0 * 739 4 

0 

0 


300 000 


355 820 

0 

0 , 000 6 

0 

0 


500 


180 

一 0 

0 

0 , 81 

0, 807 7. 


.I 500. 


- 1 617. 


(上述结果已经四舍五入到最近的整数了 ■) 为求得2年后种群数量向量，再次乘以矩阵 L . 


x 2 = Lj：i = L z Xq 

—般地， A 年后种群数量可通过计算向量求得.为观察长时间的趋势，我们计算 
心 5 , 结果归纳在表 2 中，这个模型预測，繁殖期的海龟数量将在50年后减少80%. 


表2海龟种群预测 


阶段编号 

初始种 群数憊 

10 年 

25 年 

5 C 年 

i 

200 000 

114 264 

74 039 

35 966 

2 

300 000 

329 21 Z 

213 669 

103 79 S 

3 

500 

214 

139 

68 

4 

1 500 

1 061 

687 

334 


一个七阶段的种群动态模型在文献[ I ]的47页中进行了描述.我们将在本章最后的练习中 
[49] 使用七阶段模型计算.文献 [2] 为莱斯利最初的文献. 

参考文献 

1 . Crovise t Deborah T* t I^arry B. Crowder t and Hal Casweli ^ il h Stage-Rased Population Model for 
Loggerhead Sea Turtles and Implications for Conservation", Ecology » 68(5 )， 1987. 

2. Leslie ， P. H. ， “On the Use of Matrices in Certaiin Population Mathematics ”， Biometrika i 33 ， 1945. 


单位矩阵 

正如数 1 为实数乘法中的单位元一样，也存在一个特殊矩阵 J 是矩阵乘法中的单位元，即 

JA = Al = A (4) 

对任意矩阵 A 都成立.容易验证，若我们定义7为一个主对角元素均为1、其他元素均 
为0 的矩阵，则对任意的 aXn 矩阵 A , /满足 （4). 更为正式地，我们有如下定义. 

定义 77 Xtj 的单位矩阵 （identity matrix ) 为矩阵 知》， 其中 

「1 当 f = i 




作为一个例子，我们验证公式 (4) 在 n 


,0 当* 弇 
3时的情形. 


f 3 4 


Lo 




Lo 


n 


8_ 


且 
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a 


►例4 3 X 3 矩阵 


，2 4 

■3 




0~ 


►例3矩阵 


互为逆元，因为 


2 41 

,3 


和 


2 


'2 4- 


10 5 


J 1 0 _ 

L3 1- 


3 1 

-- — ^ 


_0 1- 


10 


^3 4 r 


'I 0 0~ 


"3 4 r 

2 6 3 


0 1 0 

= 

2 6 3 

一0 1 8 - 


J ) 0 L 


_0 1 8. 


—般地，若 B 为任一 矩阵，且 C 为任一 nXr 矩阵，则 

BI = S 且 IC =C 

nXn 单位矩阵 J 的列向量为用于定义 n 维欧几里得坐标空间的标准向量 . J 的第 j 列向量 
的标准记号为 e ,, 而不是通常的 V 因此， nXn 单位矩阵可写为 

I = ， e z ，…， O 

矩阵的逆 

对一个实数 a ， 如果存在一个数 △使得 则称它有关于乘法的逆元.任何非零的数 a 
均有一个乘法逆元如下定义将这个概念推广到一般矩阵乘法的逆. 

a 

定义若存在一个矩阵 B 使得 = 则称矩阵 /i 为非 奇异的 （ nons ingular > 或可 
逆的 （ invertible ). 矩阵 B 称为 A 的乘法逆元 （multipUcative inverse )* 

若 S 和 C 均为 A 的乘法逆元，则 

B = BI = B<AC) = (BA)C = /C - C 

因此，一个矩阵最多有一个乘法逆元，我们将非奇异矩阵 A 的乘法逆元简称为 A 的逆 
(inverse) ,并记为 A _1 . 


1 

2 

3- 


1 

-2 

5~ 

0 

1 

4 

和 

0 

1 

一 4 

.0 

0 

1_ 


_0 

0 

1_ 



1103110 


1103110 


是互逆的，因为 
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且 


mn 

►例 5矩阵 


■1 

2 

3' 


■1 

- 2 

5- 


1 

0 

(T 

0 

1 

4 


0 

1 

— 4 


0 

1 

0 

-0 

0 

1_ 


■0 

0 

1_ 


.0 

0 

1_ 


1 -2 5' 


~1 2 3- 


1 0 0- 

0 1—4 


0 1 4 


0 10 

.0 0 1, 


.0 0 1. 


_0 0 lj 


A 



0 - 

0 - 


没有逆.事实上，若 S 为任一 2 X 2 矩阵 t 则 


BA 


• b n 

-办21 



CT 

0 - 


因此，不可能等于 


定义 一个 nXti 矩阵若不存在乘法逆元，则称为 奇异的 （ singular ). 

注意 只有方阵有乘法递元，对于非方阵，不应使用 术语奇异或非奇异. 

我们通常使用非奇异矩阵的乘积.可以证明，任意非奇异矩阵的乘积是非奇异的.下面的 
定理刻画了两个非奇异矩阵 A 和 B 的乘积之逆与4和 E 的逆之乘积间的关系. 

定理 1*4*2 若 A 和 B 为非奇异的矩阵，则 AB 也为非奇异的，且 （ AB )- 1 = 


证 


CABKB^A^)^ = AA 一 1 = I ■ 

由此可得，若八:，…，均为 mXrt 非奇异矩阵，则乘积为非奇异的，且 

(A : a 2 —A *)- 1 - Ar 1 —Ar'Ar 1 

下一节我们将研究如何确定矩阵是否有乘法逆元，还将学习求非奇异矩阵逆的一个方法. 

转置的代数法则 

在矩阵的转置中有四个代数法则. 

转置的代数法则 

1. CA T ) T =A 

2. C a A ) T — 

3. (A+B) T =A T + B T 
4 - (AB) T ^B T A T 


圆 


前 H 个法则是显然的，我们将它们 B 给读者验证.为证明第四个法则，仅需证明 （ AB ) T . 
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IfA 1 的 ( i ， 元素相等.若 A 为一 mXn 矩阵则要使矩阵乘法可以进行 * 矩阵 B 必有？1行. 
(AB) T 的 (f，j) 元素为 AB 的 ( j ， i) 元素.该元素可由 A 的第 j 行向量与 B 的第2■列向董相乘求得. 

T6i ； 


= (a^i f a in ) 


■ 

琴 

i 


H- a j 2 b 2i + -** f- a in b ni 


(5) 


B T A T 的 （i，j) 元素可由 B T 的第〗行乘以 A t 的第 j 列 求得. 因为 B T 的第 i 行为 B 的第〗 列的 
转置， A 1 的第 j 列为 A 的第 j 行的 转置， 所以 B T A T 的 （i，j) 元素为 


bU 


ib u 如 ， …九） 




ifuaj ! 十％ + ..* + b ni a 


由 （5) 和 （ 6 ) 可得 (AB) T 和 B T A T 的 （f,)) 元素相等. 

下面的例子说明了最后一个证明的思想. 

►例6令 

A 

注意到 A£t 的（3, 2) 元素由 A 的笫3行和 B 的第2列求得. 

AB 


1 

2 

r 


10 2^ 

3 

3 

5 

, B = 

2 1 1 

-2 

4 

1- 


„5 4 1 ， 


n 2 r 


r 1 I 巧 


「10 6 51 

3 3 5 



— 

34 23 14 



L 1 」 


k 繼 9 」 


当乘积转置后，的 （3, 2) 元素成为 （AB) 1 ■的（2, 3) 元素. 

[10 34 15^ 

CAB) T = 6 23議 

^ 5 14 9_ 

另一方面， B T A T 的 （2, 3) 元素可由的第2行和 A T 的第3列求得, 


1 

B T A T = I 

12 5 — 

; 

f3 J] 


'10 34 15^ 

6 23 m 

i 

_2 1 1_ 


Li 5 S. 


_ 5 14 9_ 


( 6 ) 


这两种情况下计算 2) 元素的算术运算是相同的. ◄ 

对称矩阵和网络 

回顾若 A T = A , 则矩阵 A 是对称 矩阵， 

在一类关于网络的应用问题中，即可导出对称矩阵.这种问题通常使用数学领域中的图论 
(graph theory) 进行求解. 
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应用3:网络和图 


图论是应用数学中的一个重要领域，事实上所有的应用科学中都用到图论构造楔型问题.图 
论在通信网络中更为有用. 

一个图 （ graph ) 定义为顶点 （ vertex ) 和无序的顶点对（或称为边 
( edge )) 的集合.图 L 4. 2给出了 -- 个图的几何表示 * 我们可以将顶 
点， V ” V 3 ， V ” 看成通信网络的结点， 

将两个顶点互相连接的线段对应于边，如下 表示： 

{ V ^ V ,} t { V 2 , V 5 } r { V ,； V 4 } f ( V 3 t V , } AV , t V ,} 

每条边表示网络中两个结点之间有直接通信链路. 

一个实际的通信网络可能包含大量的结点和边.事实上，如果有 
几百万个顶点，网络的图 f 将变得十分混乱.另一个方法是使 用矩阵 
来表示网络.如果图共包含 n 个顶点，可定义一个 nXv 的矩阵 A 为 

fl 如果是图的一条边 

U 如果没有边连接顶点 V ,，和％ 

矩阵 A 称为图的邻接矩阵 （adjacency matrix ). 图 1. 4. 2的邻接矩阵为 

"01000 
1 0 0 0 1 

A = 0 0 0 1 1 

0 0 10 1 

l~54l [p 1 1 1 0 

注意矩阵 A 是对称的.事实上，任何邻接矩阵必然是对称的，因为如果 （ V it %}是图的一条 
边，则否则如果没有边连接顶点 K 和 Vj ， 则〜在每种情况， a is . 

可以将图上的路 ( walk ) 看成连接一个顶点到另一个顶点的边的序列.例如，图 1.4.2 的边 
{ V ^ V 山 { V 2 , V 6 } 就表示从顶点 V ,到顶点 V 5 的一条路.称该路的长度为2,因为它包含 
了两条边.一个俩单的表示路的方法是将顶点间的移动用箭头表示.因此 V 2 — V 5 表示从 
V ,到 V s 长度为2的路.类似地，表示从1\到 W 长度为3的路.—条路可 
能多次经过同一条边.例如就是一条从 R 到％长度为3的路.一般地，通 
过将邻接矩阵乘幂，可以求任意两顶点间給定长度的路的条数. 

定理 1*4. 3 设 A 为某图的 nXn 邻接矩阵，且 af 表示 A * 的 （ i , 元素，则4；^等于顶点 
V f 和％间长 度为々 的路的条数. 

证采用数学归纳法，当 A = 1 时，由邻接矩阵的定义可知，化表示从顶点％到 V ,长度 
为1的路的数量.假设对某个 rn ， 矩阵 A ™ 中的每一元素表示相应两顶点间长度为 m 的路的数 
董.因此， a ， 表示从顶点％到％长度为彷的路的数量.如果有一条边{%, %}，则 = 
a ， 表示从顶点 V ,到 V 』长度为饥+ 1的形如 

V, ——^ ^ 

的路的数量.另一方面，如果{%，％ } 不是一条边，则从 R 到％没有长度为馆+ 1的路，且 
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\、= a , ^ 0 = 0 

由此得到， 从 V ,到 V ) 长度为 rn-hl 的所有路的总数为 

”1 ： m 〕 丄 （ mi> I I 

a ,i 〜 a t} H -…+ 

而这恰为 j ) 元素， 

►例7为求图 L 4.2 中任何两个顶点间长度为3的路的数量，我们只需计算 

「0 2 1 1 01 


■ 


A 及 


2 0 


1 1 4 

2 3 4 

3 2 4 

L0 4 4 4 2. 

因此，从 K 到 V 5 长度为3的路的数量为 =4. 注意，矩阵力 3 是对称的，这说明了从顶点 
K 到％长度为3的路之条数与从顶点％到％的路之条数相同. 4 \ JT \ 

练习 

1* 说明为什么下列代数法则中将实数 a 和6用 TtXn 矩阵 A 和 B 替换后， - 般是不成立的， 

Ca) + =a z 4 - 2 a 6 + 6 z (b) (a + &) (a — — V 

2 . 若将习题 1 法则中的实数替换为 《 X n 矩阵 A , 将&替换为^父”单位矩阵7,它们是否成立？ 

3. 求 2 X 2 非零矩阵 A 和 J 3, 满足 
4* 求非零矩阵 A , 仏 C , 使得 

AC = EC 且 A^=B 

5. 矩阵 


A 


[:::] 


有性质 f = a 是否存在一个 zx 2 的对称非零矩阵满足这个性质？诵明你的结论. 
6,对 2 X 2 矩阵，证明矩阵乘法的结合律，即令 


A 


an " 


-*n 

*12 1 

厂 fll Cli 1 


f B - 

-fhi 

. * c = 

L^ai 從 22 昼 



LiCji C^2 - 


弁证明 
7■令 


(AB>C A(BC) 


A 


id 


求 w mA \ ^ 是什么？ 


lYlylY 


-12 112 


-TlTl 


-T 


A 
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求 A z 和 A a . 力 2 ■和 A : 
9,令 


是什么？ 


A 


「0 1 0 01 
0 0 10 
0 0 0 1 
0 0 0 0 


证明当11>4时肀= 0 4 

10. 设 A 和 B 为对称矩阵.对下列每一悄彤，确定给出的矩阵是否必为对称的或者是非对称的： 

U ) C=A + B ( b ) D = A i 

( c } E^AB Cd)F = ABA 

(^ G = AB+BA ( DH = AB-BA 

11 . 设 C 是非对称 nXn 矩阵.对下列每一情形 t 确定给出的矩阵是否必为对称矩阵或非对称 矩阵： 


(&)A = C + C r 

U ) F = U + C )( I + C T ) 
12 * 令 


{( DE -^ C - CC ^ 

⑴ GU + OCJ - C 7 ) 


A 


"an a u 1 

-Qii J 


证明：若 = —则 


A ， 1 


^2 t 
L _ a 2 i 

13+ 利用 4 题 12 的结论求出下列每一个矩阵的逆矩阵. 


~d 


an 


(a) 


21 


■3 


( b ) 


5 


( c > 


H * 设 A 和 B 是 nXn 矩阵.证明，如果 


AS = A 且 B 尹/ 


则 A 必为奇异矩阵， 

15. 令 A 为非奇异矩阵，证明八_ 3 也是非奇异的且 GV JMuA. 

16. 证明： 若 A 为非奇异的，则为非奇异的且 

M T )-' ^ CA^) t 

[提 示： （ Ain T = S T A \] 

17 . 令 A 为一？ rXia 矩阵， t 和: y 为 IT 中的向里*证明；如果>^ = 4}且 JT 关 y， 则 A 必为奇异的. 

13,令 A 为一非奇异的 nX« 矩阵，用数学归纳法证明为非奇异的*且对 m = U 2，3,…， 

CA rt ) _1 = (A -1 )" 4 

19.设八为攻父打矩阵，证明：如果 A 2 =0, 则 J-A 是非奇异的且 + 

20* 设 A 为 n Xn 矩阵.证明； 如果 A* +1 =0， 则 J—A 是非奇异的，且（/一八） _ _ = J+A+A 2 + … + A\ 

2i. 给定 i?=「 ec ^ 证明只是非奇异的且 

L SlTlfl COS0, 


ZZ . 如果 "=/， 则称矩阵 A 是一个 对合.证明: 如果 G 是任一形如 G 


~cosd 

_ sin ^ 


air ^- 
— cos ^_ 


的矩阵，则 G 


是一个对合， 

23 .设 a 是 R ” 中的一个单位向董（即 m t k = 1), 令 H = I _2 ⑽ t - 证明 H 是一个对合 • 
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25. 设 A 是一个幕等矩阵. 

U ) 证明 I - A 也是幂等的」 

( b ) 证明 I+A 是非奇异的且 — 士>\. 

£ 

26. 设 D 是 nXn 对角矩阵.其对角元为0或 1. 

( s ) 证明 D 是幂等的- 

证明：如果 X 是非奇异矩阵且戾 = XDX ^. 则 A 是幕等的. 

27. 设 A 是一个对合矩阵，并设 j C j +A) , C --^( f - A ). 

证明 S 和 C 都是幂等的見 BC 二 O . 

2匕令4为一 mXn 矩阵+证明 AVI 和 AA T 均为对称的. 

29. 令 A 和 B 均为 nX ^ i 的对称矩阵 • 诬钥 = 当且仅当 AB 对称. 

30. 令必为一 《 Xri 矩阵，且令 

B ^ A - hA r 和 C = A - A T 

( a ) 证明 B 为对称的， C 为反对称的. 

( b ) 证明每一 《 X n 矩阵均可表示为一个对称矩阵和一个反对称矩阵的和. 

3 L 在应用2中，3年后有多少已婚女性和单身女性？ 

32. 给定矩阵 

「oioir 

1 0 1 1 0 

A = 0 1 0 0 1 

110 0 1 
Ll 0 1 1 0_ 

( a ) 画一个以 A 为邻接矩阵的图，并对图的顶点进行标注* 

00通过检査图 s 确定从 V 2 到％和从 K 到 V s 长度为2的路的条数， 

Cc ) 计算的第2列，并由此确定从 R 到 V a 和从到 K 长度为3的路的条数. 

33. 如右围. y 2 

( a ) 确定图的邻接矩阵 A . ~ 

( b ) 计算 A 2 , f 的第一行吿诉你关于从％开始长度为2的路的什么信息？ 

< c ) 计算 A 3 . 从 V 2 到 V 、有几彔长度为3的路？从 V 2 到 K 有几条长度 \ 

小于或等于3的路？ 

对下列每—个条件命如果命题总是为真则答案为真，反之则为假. * 

在命题为真的情况下 . 解释或证明你的答案.在命题为假的情况下，给出 
可以证明命 题+总 为真的例子， 

34. 对某个非零向虽^如果则矩阵 A 和 S 必相等. 


2 4 .如果 A z = A t 则称矩阵 A 是幂等的.证明下列每一个矩阵都是幂等的 
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35,如果 A 和 B 为竒异的 ttX ” 矩阵，是 A + B 也为奇异的. 

36-如果 A 和 B 为非奇异矩阵，则 （ AB ) T 为非竒异矩阵，且 （< AB ) t ) — 1 =( A - i ) T < ir 1 )\ 

1,5初等矩阵 

本节我们将介绍通过矩阵乘法，而不是使用行运算，求解线性方程组.给定一线性方程组 
Ax ^ b , 可以在其两端同乘一系列特殊矩阵，以得到一个等价的行阶梯形方程组.我们将使用的 
送些特殊矩阵称为初等姖降 (elementary matrices ). 它们将用来观察如何计算非奇异矩阵的逆矩阵， 
以及得到一个重要的矩阵分解.下面从考虑线性方程组两端同乘一个非奇异矩阵的作用开始. 

等价方程组 

给定一 mXn 线性方程组 = & 可以通过在其两端同乘一个非奇异的 mXm 矩阵 M , 得 
到它的一个等价方程组. 

Ax = b ⑴ 

MAr = Mb (2) 

显然，任何 （1) 的解也将为 （2) 的解，另一方面，如果 i 为 （2) 的解，则 

M ^ CMAx ) = M ^ 1 ( Mb ) 

Ai ^ b 

因此，这两个方程组是等价的. 

为获得一个容易求解的等价方程组，我们可以将一系列非奇异的矩阵&应用到 
方程的两端，从而得到一个较为简单的方程组： 

Ux ^ c 

其中… ^ A , 且1；=&_»£ ] 17.由于…&为非奇异的，因此新的方程组和原有方 
程组是等价的，然而，因为 M 为非奇异矩阵的乘积，故它也为非奇异的. 

下面将说明个初等行运算可以用 A 左乘一个非奇异矩阵来实现. 

初等矩阵 

如果从单位矩阵 J 开始， 只进 行一次初等行 运算， 得到的矩阵称为初等 （ dementwy ) 矩阵. 
閲 分别对应于三类初等行运算，有三类初等矩阵. 

类型 I .第 I 类初等矩阵由交换矩阵 f 的两行得到. 

►例 i 令 

D 1 0' 

E : = 1 0 0 

■0 0 1」 

^就是 一个第1类初等矩阵.因为它可由交换矩阵 J 的前两行得到.令 A 是一个 3 X 3 的矩 
阵，则 




1 

0~ 


an 

^13 

^13~ 


~ a z\ 

^22 

^ 23 " 

e t a- 

1 

0 

0 


a 21 



— 

an 



1 

_o 

0 

1 」 



a 尨 

^33 - 

1 

-^31 


^33 - 
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■^n 


a n~ 


D 

1 

0~ 



沒 12 

a n 

^13 ~ 


a 2\ 

^22 

a 2i j 


1 

0 

0 

= 



an 



-^31 

a n 

^33 - 


.0 

0 

1_ 



-^32 

a n 

^33 - 


A 左乘^就是交换矩阵 A 的第一行和第二行， A 右乘^等价于交换第一列和第一列的初等 
列运算. ^ 

类型第 II 类初等矩阵由单位矩阵 J 的某一行乘以一个非零常数得到. 

►例2 

"1 0 0 _ 

芯2 ~ 0 1 0 

J ) 0 3_ 

为第 n 类初等矩阵.若 A 为一 3 X 3 矩阵，则 



■I 

0 

0" 


ran 


^13 

1 


^12 

at 3 _ 

E^A = 

0 

1 

0 




a 2S 

= 

a 21 




.0 

0 

3_ 


L^31 


^33 - 

1 

3a 幻 

3a 32 



! 

~^n 

^12 

^]3~ 


1 

0 

cr 


「 a n 

a ]2 

3 ^ir 

AE Z — 

aai 

<^n 

a 23 


0 

1 

°| 

= 

Uzi 

a 2Z 

3 £2 23 


-^31 


*^33 - 


.0 

0 

3」 


L ^31 


3^33 - 


左乘就是将矩阵的第三行乘以3的初等行运算，右乘矩阵^就是将矩阵的第三列乘以3的 
初等列运算. 4 

类型 ID . 第 IB 类初等矩阵由矩阵 J 的某一行的倍数加到另一行得到. 

►例 3 


'1 0 3- 

— 0 1 0 
_0 0 1」 

为第 ID 类初等矩阵.若 A 为一 3 X 3 矩阵，则 




■^11 

+ 3 a 3] 


a is 十3<2叫 


^21 

^22 


^ Z 3 

L 

^31 



^33 - 

ill 


3 a „ + a u ~ 



a n 

<in 

3 agi - f - agj 





3 a sl + 




左乘^就是将矩阵的第三行的3倍加到矩阵的第一行， 右乘^ 就是将矩阵的第一列的3倍加 


到第 三列. 4 

一般地，假设 E 为一的初等矩阵.我们可以认为 E 是由 J 经过一个行运箅或一个列 
运算得到的.若 A 为一 《 Xr 的矩阵 ， A 左乘 E 的作用就是对 A 进行相应的行 运算. 若 B 为一 


的矩阵， B 右乘£等价于对 B 进行相应的列运算. 
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定理 1.5.1 若 E 为一 初等矩阵， 则 E 是非奇异的， 1 E _】 为一与它同类型的初等錶阵. 
证若 E 为第 I 类初等矩阵，且是 J 交换第:行和第/行得到的，则£:可通过交换这两行 
回到 L 于是 EE = I ， 因此 E 为自逆的.若£为第 II 类初等矩阵，且是由 J 的第 i 行乘以某非 

零标暈 o 得到的，则 E 可通过将第；行或第 f 列乘以标最丄得到单位矩阵.因此 

a 


E 


O 


l/a 


O 


第 f 行 


rsoi 最后，假设 e 为第 m 类初等矩阵，且是由 j 的第〖行的 m 倍加到■第）行得到的< 


E 


\ 、• O 

0 … 1 

4 * 

* * 

* W 

0 … m … 1 

# _■ 

* » 

* 

Lo … 0 … 0 … 1 」 


第£行 
第 J 行 


则 E 可通过将第 J 行减去第£行的 m 倍回莉单位矩阵 . 因此 


定义 


0 

E ~ } =- : 
0 

. ■- 

*■ 

4 

Lo 


#4 * 


0 … 



若存在一个有限初等矩阵的序列£： 3 , E *, 使得 

B = E k E k ^i *^*EiA 


则称 A 与 B 为行 等价的 （row equivalent ). 


■ 


换句话说，如果矩阵 B 可以由矩阵 A 经过有限次行运算得到，则 B 与 A 是行等价的.特别 
地，当且仅当和是等价方程组时，西个增广矩阵 ( A 丨於和 (JEJ 是行等价的. 

容易得到以下行等价矩阵的 性质： 

I . 若 A 与 B 是行等价的，则 B 与 A 是行等价的. 

D . 若 A 与 B 是行等价的 t 且 S 与 C 是行等价的，则 A 与 C 是行等价的. 

性质 I 可利用定理 1.5. 1 证明.性质 I 和 D 的具体证明留给读者作为练习. 
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令 A 为一 矩阵，则下列命题是等价的 


定理 1 .匕 2( 非奇异矩阵的等价条件> 

Ca)A 是非奇异的. 

( b ) Ax = 0 仅有平凡解 0. 

( c ) A 与 J 行等价* 

证 我们首先证明 U ) 可推出 （ b ). 若 A 是非奇异的，且 i 是 A 
i = Ji = (A— = A~~ l (Ax) — A _1 0 ― 


0 的一个解，则 


Q 


因此仅有平 凡解. 然后我们证明 （ b ) 可推出 （ c ). 若我们使用初等行运算，则方程组可 
以化为1^ = 0的形式，其中 U 是行阶梯形的.若 U 的某一个对角元素为0,那么1/的最后一 
行元素应全部为 0. 但此时，会等价于一个未知量的个数多于方程个数的方程组，因此， 
由定理 1.2.1 知，应存在非平 凡解. 故 L ； 必为一个对角元素全为1的严格三角形矩阵.于是7 
就是 A 的行最简形，因此 A 与 f 行等价. 

最后，我们证明 （ c > 可推出 （ a ). 若 A 与厂行等价，则必存在初等矩阵在，£ 2 , 

使得 

A = … G J 

但由于…， 幻是可 逆的，乘积 也 可逆.因此 A 为非奇异的，且 

A " 1 -= 广 1 二 Er ' EJ 1 — Er 1 ■ 

推论 1. S .3 当且仅当 A 非奇异时， k 个未知量 u +方程的线性方程组 = 有惟一解. 
证 若 A 为非奇异的，且 i 为的一 个 解，则将其两端同乘 A _ l , 可得到 i 
必等于 H 

反之，若 = & 有惟一解 i ， 则我们说 A 不会是奇异的.事实上，若 A 是奇异的，则方 
程 = 0 应有一个解 z 关 0. 但这将意味着 jti + z 为的第二个解，因为 

Ay — A(i -\- z} = Ax + Az = ft + 0=6 

因此，若有惟一解，则 A 必为非奇异的. ■ 

若 A 为非奇异的，则 A 与 J 行等价，也即存在初等矩阵使得 

I 

这个方程两端右乘 A — 1 , 我们得到 

E/h … EJ = A- 1 

因此，与将非奇异矩阵 A 转换为7相同的初等矩阵序列将把 J 转换为 A —. 这也就给出了一个 
求 A ' 1 的方法.若将 A 和 J 写为增广形式，并利用初等行运算将其中的 A 转换为 f ， 则 T 将转 
换为 A —. 也就是说，增广矩阵 (A | 的行最简形为 （M A - 1 ). 

►例 4 求 A 胃 \ 其中 
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圆 


解 


. 1 4 3 

-1 - 2 0 

. 2 2 3 


1 

0 

0- 


-1 

4 

3 

1 

0 

CT 

0 

1 

0 

——^ 

0 

2 

3 

1 

1 

0 

0 

0 



_0 

一 6 

— 3 

一 2 

0 

1_ 


■】 4 3 

1 0 0- 


1 

4 

0 

1 

y 

3 

Y 

1 - 
y 

0 2 3 

1 1 0 


0 

2 

0 

丄 

— 1 

— 1 

-0 0 6 

1 3 1_ 





T 

—T 

T 


1 

_0 

0 

6 

1 

3 

1 . 


1 0 0 

1 1 1- 

y 


1 0 0 

1 1 11 
2 2 2 

0 2 0 

.0 0 6 

1 1 1 


0 10 

1 1 1 

T —飞 ~~2 

1 3 1_ 


0 0 1 

4 T T 

1 I 1 

Y Y T_ 


因此 


2 2 2 

丄 _丄 _丄 
T T T 

丄 1 丄 

T ~2 T 

►例5解方程组 

心 + 4 而十 3 又 3 = 12 

一 x \ 一 2:2 — — 12 

2 x x + 2 xz + 3^ = 8 

解 这个方程组的系数矩阵为上一个例子中的 A . 方程组的解为 


x = A~ l b 


r 12] 


' 4' 

丄 £j 


4 

一 12 

=： 




8 

_ 8- 


T_ 


对角矩阵和三角形矩阵 

一个 TiXft 矩阵 A ， 当时， an — 0, 则称 为上三角形的 （upper triangular ) t 时， 

4 = 0 ，则称 为下三角形的 （lower triangular ). 同时，如果 A 为上三角形的或下三角形的，又 
称为三角形的 （ triangukr ). 例如， 3 X 3 矩阵 


■3 2 r 


1 

0 

0" 

0 2 1 

和 

6 

0 

0 

_0 0 5 - 


1 

4 

3. 


均为三角形的，其中第一个是上三角形的，第二个是下三角形的. 

一个三角形矩阵的对角线元素吋能是 0. 然而，对严格三角形的线性方程组 Ajt = 6, 系数 
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o - 

-0 2 J 


矩阵 A 必为对角元素非零的上三角形矩阵. 

—*个《乂”的矩阵 A ， 当时，％ = 0，则称为对角的 ( diagonal )* 矩阵 

'1 0 01 「0 0 01 

0 3 0 0 2 0 

-0 oij Lo 0 0 」 

均为对角的.对角矩阵既是上三角形的又是下三角形的 . 

三角形分解 

如果一个”的矩阵 A 可以仅利用行运算 II 化简为严格上三角形的,则可将化简过程用 
矩阵分解表示.我们用下面的例子说明如何进行. 

►例6 令 

r 2 4 21 


A 


U 


1 9」 


下面仅利用行运算 HI 进行化简，第一步用第二行减去第一行的 f 倍，然后从第三行减去第一行 
的2倍. 


-2 

4 

T 


"2 

4 

2 - 

1 

5 

2 

—* 

0 

3 

1 

_4 

—1 

9 _ 


_0 

— 9 

5 _ 


为明确减去第一行的倍数，我们令 M 
元过程， 


,再消去（3, 2) 处的一9,则可完成消 


2 

4 

2 _ 


■2 

4 

2 - 

0 

3 

1 


0 

3 

1 

0 

-9 

5 _ 


■0 

0 

8 ^ 


令心= 一3表示从第三行减去第二行的倍数.如果称结果矩阵为 C /, 并令 


' 1 

0 

(T 


_1 

0 

0 " 

^21 

1 

0 

= 

1 

~2 

1 

0 


^2 

1 



— 3 

1 - 


则容易验证 


LV 


0 01 

1 0 
3 1 


H 3 4 2 
0 3 1 
L0 0 8 」 


"2 


.4 


21 


A 


上例中的矩阵 L 为对角元素是1的下三角形矩阵，我们称 L 为单位下三角形矩阵 （unit 
lower triangular ). 将矩阵 A 分解为一个单位下三角形矩阵和一个严格上三角形矩阵的乘积 
的过程，通常称为 JL 17 分解 （ LI / factorization ), 

为看到为什么例6中的分解可行，我们从初等矩阵的角度考察消元过程 * 对矩阵 A 进行 
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的三个行运算可以表示为矩阵与初等矩阵相乘的形式 t 

= L / (3) 

其中 

1 0 0 " 

0 1 0 ， £T 3 = 

2 0 lj 

对应于消元过程的行运算.由于每一个初等矩阵均为非奇异的，可将方程 （3) 两端乘以它们的 
逆 矩阵： 

A = E^E^E^U 

[我们用逆序乘方程两端， W 为 （ A & Ed — tEriEpEr 1 .] 然而，当采用这个顺序乘以逆矩阵 
时，乘子心将填人它们乘积的对角线下方. 

1 0 (T 

0 1 0 = L 

.0-3 1. 

一般地，如果一矩阵 A 可以仅利用行运算 ffi 化简为严格上三角形的，则 A 有一 LU 分 
解.矩阵 L 为单位下三角形矩阵，且若 i > j ， 则 /.> 为消元过程中第 f 行减去第 i 行的倍数， 

L 17 分解在消元过程中十分有用.我们将在第7章中学习求解线性方程组的计算机方法时 
看到，这种方法特别有用.线性代数中很多重要 内鞞都 可看成是矩阵分解.在第 S 〜7章中， 
f 65 l 我们将学习其他有趣的和重要的分解. 

练习 



~1 0 0 ~ 

0 10 
_0 3 1_ 



下列哪个是初等矩阵？将每初等矩阵进行分类. 



2. 求练习1中各矩阵的逆，对每 一初等 矩阵，验证它的逆为相同类型的初等矩阵> 

3. 对下列每一对矩阵，求一个初等矩阵 E 使得 = 





- 4 

-2 3] 


4 —2 3' 

Cc)A = 

1 

0 2 


1 0 2 


-2 

3 1- 


_0 3 5. 


4* 对下列每一对矩阵，求一个初等矩阵 E 使得 = 
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U ) 求一个初等矩阵 E . 使得 £A = S . 
( b > 求一个初等矩阵使得 FB = C . 
( e ) C 与 A 行等价吗？试说明. 

6. 给定 



U ) 求初等矩阵 E £ . 使得 

EsE.ErA = U 

其中 U 为一上二角形矩阵. 

( b ) 求矩阵 E ]， E 2 , 的逆， 并令 L = EPEPE 丄 矩阵 h 是何种类型的？验证 A = LU 
7. 给定 



( a ) 将 A 写为初等矩阵的乘积 - 
(1>)将写为初等矩阵的乘积. 
S , 计算下列矩阵的 LU 分解. 



9,令 
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U) 验证 


(b) 对下列 h 利用 A - 1 求解 = 

Ci)A-Cl t 1, 1> T {ii)b-a t 2 t 3) t 

10. 求下列矩阵的逆 + 

一 1 


_3, 


0 — 2 


(iii)ft-(-2 T 1 T 0 ) 


(a) 


0」 


■2 


(c) 


「2 6 
_3 8. 


feel ( d ) 


™3 On 


(e) 

1 r 

0 1 1 

CD 

一 2 0 5" 

0 3 0 


.0 0 1. 


A 0 3 - 


-一 1 -3 

-3" 


_ 1 

o r 

2 6 

I 

Oi) 


l l 

. 3 S 

3 = 


1 

-2 _3_ 


-l 2 - 
_3 4_, 


B 


-6 2 - 

Jl 4. 


C 


(g) 

n. 给定 

r3 1-1 _ rl 2- 

A = 刺 B = I 

Ls 2j 

计箅并用它： 

(a) 求一个 2X2 矩阵 X, 使得 AX = a. 

(t>) 求一个 2X2 矩阵 Y， 使得1>\ =技 

12 . 给定 

厂5 31 

A = 1 

U 2 J 

解 F 列矩阵 方程： 

Ca)AXH-E = C (b) XA + B=C 

(c)AX+B=X <d)XA+C=X 

13. 初等矩阵的转置和原初等矩阵类型相同吗？两个初等矩阵的乘积是否是初等矩阵？ 

14. 令1/与 K 为 nX n 上三角形矩阵，且令 1^17/?. 证明 T 也是上三角形矩阵，且~ = 

15. 令 A 为一 3X3 矩阵，井假设 

2di + 免一 4(1^ = 0 

方程组 Ajc = 0 有多少解？试说明. A 是否是非奇异的？试说明. 

16. 令 A 为 一3X3 矩阵 T 并假设 

di = 3 a 2 — 

方程组 Ajc = 0 是否有非平凡解？ A 是否为非奇异的？试说明你的答案I 

17. 令 A 和 B 为71>^的矩阵，并令 C=A — 证明 【 如果 八心 ^ 丑 1 ：。且均尹 0, 则 C 必为岢异的 ■ 

18. 令 A 和 £J 的矩阵，并令 C = AB. 证明，如果 S 为奇异的，则 C 也必为奇异的.[提 示： 用定 

理 1-5-2.] 

19. 令 LT 为对角元素非零的 nXn 上三角形矩阵* 

U) 说明为什么 U 必为非奇异的. 

<b> 说明为什么 IT 1 必为上 H 角形矩阵- 

20. 令 A 为非竒异的 》 X n 矩阵，且令 B 为… nXr 矩阵.证明 （ A| S) 的行最简形是 （ J| C )， 其中 — 1 凡 
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2L -般地， 矩阵乘法是不满足交换律的 （即 AS 关 iL4). 然而， 在 特定情况下，交换律是成立的.证明： 

(a) 如果 A 和认龙 nXn 的对角矩阵，则 D l Dt = D 2 D ,, 

Cb) 如果 A 为一 nXn 的矩阵，且 

其中吻， a 】， …*山均为标量，则 = 

22* 证明 5 若 A 为对称的非奇异矩阵，则 A- 1 也是对称的， 

23- 证明：若 A 行等价于 B, 则 B 行等价于力. 

24- (a) 证明：若 A 行等价于且 B 行等价于 C, 则 A 行等价于 C. 

Cb) 证明；任意两个非奇异的 n x n 矩阵是行等价的. 

25 .设 A 和 S 是7„><«矩阵，证明：如果 B 行等价于 A ,且 U 为 A 的任何行阶梯形，则 B 行等价于 U. 

2S. 证明： B 行等价于 A 的充要条件是，存在非奇异矩阵 M, 使得 B = MA. 

27* 奇异矩阵 B 有可能行等价于非奇异矩阵 A 吗？试说明. 

28. 给定向盘 xeRH 1 ， 定义 （n + l)X(n + I) 矩阵V为 

jl ； = 1 

% _ \xT l j - 2，..,”十1 

称其为范德蒙德 (Vamlermonde) 矩阵. 

(U 证明： 如果 

Vc - jr 

且 

p(x) = Ci + c 2 x-| - H- c n j:" 

则 

♦ i = 1,2 , + 1 

( b ) 假定 XI ， ： C 2 ，… 》 JE „ + 1 均不同 * 证明： 如果 c 是 VJC = 0 的解，则系数 Cl ， ^，…， £■„ 必全为零，因此 
V 必为非奇异的. 

对下列每—个命题 T 如果命题总是为真则答案为真，反之则为假.在命题为真的情况下，解释或证明你 
的答案.在命题为假的情况下，举例说明命题不总 为真. 

29. 如果 A 行等价于 J &Ai3=AC, 则 B 必等于 C. 

30* 如果£:和 F 是初等矩阵 RG = EF, 则 G 是非奇异的- 
31. 如果 A 是 4X4 矩阵且 a s +a 2 =A+2〜， 则 A 必为竒异的. 

32* 如果 A 行等价于万和 C , 则力行等价于 B+C 

1-6 分块矩阵 

通常，将矩阵看成由若干子矩阵复合而成很有用. 一 个矩阵 C 可通过在其行中画_条横 
线，并在其列中画一条竖线划分为较小的矩阵.这种较小的矩阵通常称为块 （block 乂例 
如，令 
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如果在第二行和第三行之间画一条横线、在第三列和第四列之间画一条竖线， 
为四个子矩阵，即 C n , C 2] ， 



1 

_ 1 

-1 4 

1 

3 

-C n 

Cn _ 


2 

1 1 

1 

1 

-On 

C 於 - 


3 

3 2 

—1 

~3 


1 

4 

6 2 

2 

4 


一种有用的方法是将矩阵按列分划.例如，设 

- 1 2 r 

J B = 2 3 1 

L 1 4 L 

可将 B 划分为三个列子矩阵： 


■3 = (.bi f b2 = 

_-l 

2 

2 

3 

r 

i 


.1 

4 

i_ 


假设我们给定一个有三列的矩阵 A ， 则乘积 AB 可以看成一个分块乘法_ 
均乘以 A , 并且结果矩阵也有三块，即 Mi ， M ” 也就是说 

/VB = .ACfrj *frg " (JiJfi 2 

例如，若 


A = 




Ab \ 


■ 6 _ 

_ 一 2 ^ 


Ab z — 


^ 15- 
- — ^ 1 - 



因此 


A C^i T ^2 ， &3 ) = 



一般地，如果 a 为一 mx n 矩阵，而 B 为一按列划分的 rtXr 矩阵 Oh , 
乘 B 的分块乘法由下式 给出： 


特别地, 


AB~ (Ab x f Ab Z t --1 A6 r ) 


(<^，…，= A — AJ — ( Aei ，…， ) 


令 A 为一 wiXn 矩阵.如果将 A 按行分块，那么 


A - 


d 2 



则矩阵 c 被划分 


矩阵 B 的每一块 


,那么 ， A 


如果 B 为一 71 Xr 矩阵，乘积的第£行是由 A 的第〖行乘以 B 得到的.因此， AB 的第 a 行 
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为说明这个结论，我们来看一个例子.设 


1 

1 

飞 

5' 

「 

A = 

[ 

3 

.1 

4 

7_ 

和 B = 



为机 一般地，乘积 A 3 可写为如下分块行的形式 t 

一 


AB 


d 2 B 




AB 




「 1 9 -11 

\ d 2 B 

=5 

5 10 -5 

AB , 


■—4 9 4- 


下面我们考虑如何使用更为一般的分块来计算 A 和 B 的乘积 

分块乘法 

令 A 为 一 mXn 矩阵，且 B 为一 《 Xr 矩阵，经常将 A 和 B 进行分块，并将 A 和 S 的乘积 
表示为它们的子矩阵乘积的形式.考虑如下四种情形， 

情形 Jh B 二 [Bi B 2 ], 其 中氏为 一 nXf 矩阵，旦 压为一 aX ( r — 0矩阵， 

AB = A(b" … ， b r "… ， b r ) 

— (AI^ ， … ,Ab r ，沿 f+1 ， TJ Ai r ) 

=( A ( h ， …，，…， fr 「>) 

[ABj AS 2 ] 

因此 


園 


AIB , & z 2^= LAB l AB Z ] 


情形 2: A 


- A ] 

- A s 


其中 A , 为 一 矩阵 t 且4为一矩阵. 


A 】 

A 


B ： 




# 


B = 

* 

迓 m 

• 


•p 

-- 


-_ 



BBB 
氧^毛 


貴 

向 

行 

的 

B 

A 

积 

乘 

是 

就 

则这 
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B 


B 


"AiE 


[ 

■UJ 」 



■Ar 

■j4 3 - 

B= 

-AjB- 

-^ 2-8 - 



-D - 

r 7 Ql 情形 3: A 2 ]， 且 1 ，其中 Ai 为一饥 Xs 矩阵 f A 2 为 一 mX(rt— n 矩阵 

-Ba - 

Bi 为一 sXr 矩阵，且还为 一( t - WXr 矩阵.若 0= AB * 贝 [J 

fl I w 

Cij = 2 a ^ij = 

1=1 i~l i-J+1 

因此 h 为士玖的 （h j ) 元素与 A 2 J 3 2 的⑺ J ) 元索之 和， 因此， 


jA^B = C ^ ,Aj Bi + Az 衫 2 


由此得到 



情形4:令 A 和 B 采用如下的方式分块: 
A 


令 


B , 


[An 

A!£ 

k 


^ B n I 

B 1.2 

A 21 

s 

- 

n~s 

m — k 

t 

Bss _ 

r — t 

「烏 

0 

K — 

「 a 12 - 

1 



La 21 J 

[B u Si2 ] 


由情形3有 


由情形1和2有 


AB = [ A ， A 之 ] 


B ] 

LE 2 


2 La 说」 

^ [氏1 私2 ] 
] = A] H~ Ag Hz 


Ai B ] 


An _ 
LAn _ 


B ： 


- Au Bt 1 ~A u Bn An Bis 

Bi J LA ；： By Bn 
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As 


A 1Z 1 
LAss -J 


B , 


■^12 -^2 ^12 ^21 ^\2 -^22 ^ 
La^z-S^ - LA 22 -^Zl -^22 - 


因此， 


r An 

Aiz " 

rB n 

^12 _ 


-AuBn 十 Aj2 

十 A12 m 


A22 - 

LB 2J 

B 22 • 


-A；i jBh +A22B21 

^21 ^12 H~" -AjZ ^22 - 


一般地，如果各块的维数适当，则分块矩阵的乘法按与通常的矩阵乘法相同的方式进行.设 
A 



… A!， 


_ B„ … B lr - 

» 

4 

«- 


及 B - 

l 

A 

… Kt 、 




则 


AB 


-On - C ir 
^ c tl … C lf . 


其中 


Q / ~ 

仅当对每一个 h A t * 的列数等于的行数时，这种乘法是可以进行的. 


►例I令 


A 


及 


B 


G 11 


ri 1 1 11 

2 2 1 

L3 3 2 2 」 


^12 ~ 

- 


ri 1 

1 1 

1 2 

1 1 

3 1 

1 1 

3 2 

1 2 


将 A 分成四块并进行分块乘法. 

解由于每个有两行，每个 A,* 必须有两列.因此有两种可能： 


<0 


r An 

La 31 


Aie 1 
An - 


「1 1 

Uil 

2 2 

1 1 

_3 3 

2 2. 


此时 


「1 1 ' 

1 1 

2 2 

1 1 

一 3 3 

l 2 


1 1 

1 r 

1 2 

1 1 

3 1 

1 1 

L3 2 

1 2_ 


8 6 1 

4 5 

10 

9 

6 7 

18 

15 

10 12 


或 


m 



An A.iz 


2 2 1 」 

.3 3 2 2. 


_ 1 

1 

1 

1' 

1 

2 

1 

1 


1 

1 

1 

_3 

2 

:1 

2 


- B 

6 

4 

5 

10 

9 

6 

7 

L18 

15 

10 

丄 2 


2__ 2_ J—^1 ^——i~f = : 10 9 6 7 

1-3 3 2 2 」 118 ~~1510~12_ 

■3 2 12 」 

► 例 2 令 A 为一 nXn 矩阵，形如 

■A u O 1 

- O A 22 J 

其中为 一 矩阵，证明当且仅当 A u 和 An 非奇异时， A 为非奇异的 . 
解若 Ah 和 A 22 为非竒异的，则有 

'An 1 o irA n O 1 rJ, O 1_ ^ 

- O At} - l O A ： ? 」 J-O / n _“ 


'An 1 

O 

- 0 

A 7 ； 

■A n 

O 

- O 



W o 

O A7i 


h O 
O h- 


所以 A 为非竒异的，且 

A-^r Ar/ °i 

^ O 

反之，设 A 为非奇异的，则令且 B 采用与 A 相同的方法分块，因为 

BA ^ I = AB 


则可得 


B n B]e" "An O 
」 L fJ A-i2 

LB21 A n B Z2 


"h o - 

L O 1 jt-k- 

~h o - 

-O J— 


An O irBn B, 
■ ◦ 八22 --召21氏 

■An Bu Au 厂 
石 21 - A22 - 


BnAn = h = An Bn 
— = A 22 ^ 

im 于是， A u 和 A 22 均为非奇异的，且逆分别为 

外积展开 


给定中的两个向量 r 和 h 若首先将其中一个向量转置，则这两个向量即可进行矩阵 
乘法 . 矩阵乘积 x T j 为一个行向量 (1X« 矩阵）和一个列向童 GX1 矩阵 ) 的乘积.结果为一 1X1 
矩阵，或简称标量 . 


矩阵与方程组 


y = ( 工 1 ， 工 2 


y\ 

yi 


工 l：Vl + 工 2 汊 2 + ■■* + x„y, 


这种乘积称为标量私 (scalar product ) 或内相 (inner product ), 标量积是一种常见的 运算， 例如，当 
计算两个矩阵的乘积时，乘积中的每一元素就是一个标量积(一个行向量乘以一个列向量). 

—个列向量乘以一个行向量『司样十分有用.矩阵乘积为一 nX 1矩阵乘以一 IXn 矩阵. 
其结果为一个《父 找 矩阵氣 




° I 



… 工 

xy J — 


(yi ，: yz ，… * ： y n ) = i 

^y\ 

_■ 

學 

_ 


… x 2 y n 



1 



… 


乘积 X〆 称为 x 和的外积 （outer product). 矩阵的外积有蓍特殊的结构，它的每一行均为， 
的倍数，且列向量均为 X 的倍数.例如，设 




_ 4* 


-12 

20 

8 ] 

xy T = 

1 | 

(3,5,2) 

3 

5 

2 


■3 - 


_ 9 

15 

6」 


注意，每一行均为 （L 5, 2) 的倍数，且每一列均为 x 的倍数. 

下面我们将外积的概念从向量推广到矩阵.假设从一个 mXn 矩阵 X 和一个丨矩阵 F 
开始.我们可以得到矩阵乘积设将 X 按列进行划分，且将1^按行进行划分，然后进行 
分块矩阵乘法，我们看到：^^可以表示为向量的外积之和. 


XY T — (Xi ， … ， jO 




— x 2 yj -f — + x n yn 


lyj] 

这个表达式称为外和展开 （outer product expansion ). 选种展开在很多应用中起着重要的作用. 
在 6. 5节中，我们会看到外积展开如何在数字图像处理和信息检索中加以应用. 


►例3给定 



"3 

11 

1 

i 2* 

X ^ 

2 

4 I 

和 y = | 

2 4 


_1 

2j 


J L 


计算的外积展开. 
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_ 3 

2 

r 

4 

「1 

2 

3, 




L1 

2 」 

Vz 

1 

4 

1- 




_ 3" 





，r 



2 

[1 

2 

3] + 

4 

[2 


Ll. 




1 

2. 



■3 

6 

r 


= 2 

4 

r 

— 

2 

4 

6 

+ 

8 

16 

4 


_1 

2 

3, 


A 

8 

2, 


1 .令 A 为一非奇异矩阵.计算下列乘法. 
C^A^LA 7 ] (b) ^ A 


Cc)[A IT LA n 


C l ~| 

,」[A J] 


td)lA /][A IT 

2, 令 B = A T A . 证明心 
3 ■令 


U ) 计算处，与 Ab z , 

( b ) 计算和 AS . 

( c ) 计算 AJ 3, 并验证它的列向盘为 （ a ) 中的向 M , 行向置为 （ b ) 中的向里, 
4.令 


-1 

1- 

和 B = 

-z 1 - 

_2 

-1. 


-1 3_ 


1 E = 

，o 1- 

， 

0 = 

-0 0- 


.1 oj 


•0 0 - 


Bn B ,： 

, B21 ^2 ： 


计算下列分块乘法: 

ca ) r ° nr Bi1 


-0 

I- 

-B n 

-s 

Cb) 

「 C 

On 1 

c」[ 

-I 

o_ 


氏 2 」 


Lo 


-D 

Oir s ^ 

■B]2 1 

(d) 

-E 

°1 

_o 

I - 

压 J 

.0 

eJ 


5 . 计算下列分块乘法 
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u ) 计算 xy T 的外积展开. 

a ) 计算的外积展开. vx T 的外积展开和 xy T 的外积展开之间有什么联系？ 
l 令 


"An 

An " 

和 A T — 

- AJ , 

Al ~ 

-八2】 

^■21 - 



AJ ；- 


是否可计箅分块乘法泌 A T 和 A T A ? 试说明 ■ 

8,令 A 为 一 mXn 矩阵， X 为一 rtXr 矩阵， B 为一 mXr 矩阵.证明 

' AX = B 


的充要条件是 

Ajcj ^ b } , j — li***tr 

9. 令 A 为一 矩阵，并令 D 为一 nXn 对角矩阵， 

( a ) 证明 ( du 心， d 2 Z c ”、 •〜 

( b ) 证明 AD = Wiiiii ， 

10. 令 t ； 为一 mXm 矩阵， V 为一 TiXn 矩阵，井令 

- [o] 

其中^为一 打对角 矩阵，其对角元素为 A ，力，1且 O 为 (m —»> X ” 的零矩阵. 
设 [/=([/" U 2 ) t 其屮 R 有7!列，证明 

U 2 - U , % x 

( b ) 证明： 如果则 A 可表示为外积展开形式 

A = cx] Hi yf + ^ Wj vf H - h cr rt « rt vj 

11 . 令 

[ A u A, 2 -i 
O A 23 _ 


其中四个分块矩阵均为^>^矩阵. 

M 若 A n 和 & 为非奇异的 t 证明 A 必为非奇异的*且 A 1 必形如 

rdiici 
L oT^^J 
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< b ) 求 C . 

12, 令 A 和 B 为《父《矩阵，并令 M 为如下的分块矩阵： 

「A Oi 

M = 

1_0 B 」 

利用定理 i . 5. 2的条件 fb ) 证明：如果 A 或 S 为奇异的，则 M 必为竒异的. 

13. 令 


其中四个子矩阵均为的.求 V 和 A 、 

14. 令厂为 nXn 单位矩阵.求下列 hXSn 矩阵分块形式的逆矩阵. 



-0 卜 


-/ o- 

Ca> 


Cb> 


1 76 1 

.1 o_ 


-B I . 


15. 令0为矩阵，其元素全部为0,令厂为 A X * 单位矩阵， B 为 JfeXA 矩阵，满足庄 = 0. 如果 A 

° ； 1,求分块形式 Ai + f + A 3 . 

- 1 B _ 

16, 令 A 和 B 为 nXrt 的矩阵 t 并定义 2 nX 2 n 矩阵 S 和 M 为 


r I An 

rAB 

o - 

S = 

* M = 


10 /J 

L B 

O. 


求 S 3 的分块形式，并利用它计算乘积 S _ ] MS 的分块形式- 

17.令 ' 

r ^12 

A 

-A? I Aj ： 


其中 An 为一纟 X * 非奇异矩阵.证明 A 可分解为乘积 

-1 0~ j 「 A u 

Lb / JL o 


An v 

C _ 


其中 


B — Aji Ai ^ 和 C ~ Aj ； 一 Af 】 A ” 1 Au 


(注意，这个问题给出了 L3 节中练习 17 的分块矩阵形式的分解 .） 

18,令 A , B ， S , 矩阵，其中 A , B , M 非竒异，而 L , S , T 为奇异的 .确定是否可求招 

矩阵 X 和 Y 使得 


X ) 

I 

0 

0 

o 

o ~ 


-jvr 


7 T 

0 

O 

J 

0 

o 

o 


A 


T 

O 

O 

o 

l 

o 

0 


T 


L 

0 

0 

0 

o 

I 

0 


L 

一 

A 

O 

0 

o 

0 

0 

X 


A 


S 

_Y 

o 

0 

o 

o 

o _ 


■ B ” 


lT_ 


如果可以，说明如何求；如果不可以，说明原因* 

19. 令 A 为一 nXn 矩阵且 xGR ". 

&)一个标董 c 也可看成一 1X1 矩阵 C =0]， 且向量可看成一? iXl 矩阵 B , 尽管矩阵乘法 CB 没1 
定义，但证明矩阵乘积等于标 量乘法 
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(b) 将 4 按列划分，同时将按行划分，用分块矩阵乘法计算 A 乘以 

( c ) 证明 

Ax — + x 2 十 …+ x n a n 

20. 设 A 为一 nX n 矩阵,且对所有 jtt IT 有 Ajc = 0 ， 证明 A = 0. [提示：令 

21. 令 B 和 C 为矩阵，且对所有有 = 证明 B = C 

22. 考虑如下方程组 


产1，… * n ,] 


其中 A 为一非奇异矩阵，且 a , fr 及 c 为圯中的向氆 ■ 

U ) 方程组两端同乘 

「 A—■ On 

可得到一等价三角形方程组. 

(b) 令^=力且 5 = 证明* 若泛一 c T j 式0,则计算方程组的解可令 


卢一 c T j 


然后令 


MATLA 巳练习 


下面的练习均是使用 MATLAB 软件包进行求解，该软件在本书附录中进行介绍 + 这些练习也包含箱要 
结合计算中阐明的基本数学原理进行冋答的问题.将你的所有会话保存在一个文件中.当编辑并打印出该文 
件后 T 问题的答案即可直接从输出中得到+ 同 

MATLAB 有一个方便的輔助系统，包含了它所有命令和运箅的说明.例如，要得到 MATLAB 命令 rand 
的信息，只需输人 ； help rand , 本章练习中用到的 MATLAB 命令有 inv ， floor * rand ， tic , toe ， rref , 
abs , max ， round ， sum , eye , triu * ones，zeros 和 magic . 引入的运算有+， 一 ， *\ » 其中十和一表示 
通常标置及矩阵的加法和减法运算* * 表示标量或矩阵的乘法.对所有元素为实数的矩阵/运算对应于转置 
运算，若4为一 flXfl 非奇异矩阵且 B 为一 nXr 矩阵 t 则运算 A \ B 等份于计算 

1. 用 MATLAB 随机生成 4 X 4 矩阵 A 和求下列指定的 Al ， A 2, A 3, A 4, 并确定哪些矩阵是相等的.你 
可以利用 MATLAB 计算两个矩阵的差来测试两个矩阵是否相等， 

MA1=A*B, A2 = B*A ，AZ = {A f = * A'Y 

( b ) Al ^ A ' * B \ A 2^ CA * B )\ A 3= B J AA = ( B^AY ' 

CcMl^invCA * fi )* A 2 ^ inv ( A ) * inv ( a ), A 3= inv ( B * A ), A 4^ inv ( B ) ^ invCAJ 

( d'JAl — iuv(CA ^ BY ), J 42 = iJivCA J， *♦ B *) , A 3 — invC . A ^ * , A 4= CinvCA ) * inv { B)) r 

2. 令 71 = 200 并使用命令 

A == floprOO * rand («)) ^ b — z — cmes ( nrl ) 

生成一个 nXn 矩阵和两个 R " 中的向 量， 它们的元素均为整数.（因为矩阵和向里都很大，我们添加分号来 
抑制输出 .） 

( a ) 方程组 Ajt = & 的真解应为向 Mi , 为什么？试说明，可在 MATLAB 中利用运算或计算 AM , 然后 
用乘以&来求解.比较这两种计算方法的速度和精度.我们将使用 MATLAB 命令 tic 和 toe 来测 
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母每-个计算过程消耗的时间.只需用下面的 命令： 

tic ， jc — A \ toe 
tie ， y — inv ( A ) * b \ toe 

哪一神方法更快？ 

为比较这两种方法的精度，可以测 M 求得的解工和 j 与真解 z 接近的程度-利用下面的 命令： 

cnax ( abs(jt _ z )) 
jnaxCai)s(y — r)) 

哪种方法得到的解更楮确？ 

( b ) 用 n = 500 和 n =1000 替换 （ a ) 中的九 

3. 令4 = £1001：(10*1卽水6)).根据构造，矩阵 A 将有整数元.将矩阵 A 的第六列更改，使得矩阵 A 为奇异 
的.令 

B = A \ A (【，6) ! 5, *))' 

( a 〕 设 1), 并利用 MATLA 13 计算九* ：. 为什么我们知道 A 必为竒异的？试说明.通过化为行最 
简形来判断 A 是奇异的. 

( b ) 令 

B = jc *[1 : 6] 

乘积 AS 应为零矩阵，为 什么？ 试说明，用 MATLAB 的 •运 算计算 AB 进行验证， 

( c ) 令 

C = floorO 0^ randC 6)) 和 D = B + C 

尽管 C 式 D , 但乘积焱 C 和 AD 是相等的.为什么？试说明.计算 A * C 和 A * D 并验证它们确实相等. 
4- 采用如下方式构造一个矩阵.令 

B = eyedO) — triu{ones(lO> »1) 

为什么我们知道3必为奇异的？令 

' C = 且 x ^ COAO ) 

现在用 sao , 1) = _1/256将 B 进行微小改变.利用 MATLAB 计箅乘积 Bx , 由这个计算结杲，你坷以得 
出关于新矩阵 B 的什么结论？它是否仍然为奇异的？试说明.用 MATLAB 计算它的行最简形. 

5. 生成一个矩阵 

A — floorClO * rand (6)) 

并生成一个向 M h 

b ~ floor (20 * rand(B 1 1)> — 10 

U ) 因为 A 是随机生成的，我们可以认为它是非竒异的.那么方程组 = A 应有惟一解.用运算“\ 了求解 . 
用 MATLAB 计箅 [ A 聞的行最简形 LA 比较 U 的最后一列和解 Jt ,结果是什么？在精确算术“算时， 
它们应当是相等的.为什么？试说明.为比较它们两个，计算差, 7> — x 或用 fainat long 考察 
它们. 

< b ) 现在改变 A , 使它成为奇异的.令 

A(J ,3) - Ai^l | 2) * [4 3T 

利用 MATLAB 计算 rref([A fr ]). 方程组 Ajf = 有多少组解？试说明. 

( c ) 令 

y = floor(20 * rand(6,l>) — 10 R e = A* y 

为什么我们知道方程组 = c 必为相容的？试说明，计算 [A C ] 的行最简形 17. 方程组 A ; r =^ 有多少 
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m ? 试说明 T 


(⑴由阶梯形确定的自由变嫉应为心 . 通过考察矩阵 U 对应的方程组，可以 求得心 =0时所对应的解.将 
这个解作为列向蚩 w 输入 MATLAB 中，为检猃 = 计算剩余向最 it 一 
( e ) 令 C /(!, 7) = ze ro ^ C 6 T 1). 矩阵17应对应于（八丨 0) 的行最 简形. 用求自由 变童心 时齐次方程 
组的解（手工计算），并将你的结果输人为向羅 z . 用检验你的结论1 
Cf ) 令 fw +3 u . 向# v 应为方程组的解.为什么？试说 明. 用 MATLAB 计箅剩余向 M e-Av 来 
验证 v 为方程组的解，在这个解中，自由变黾巧的敢值是什么？如何使用向 S w 和 s 来求所有可能的方 
程组的解？试说明， 

6,考虑右图. 


< a ) 确定图的邻接矩阵 A ， 并将其输人 MATLAB . 

( b > 计算，并确定长度为2的路的条数，其起止点分别为： Ci 〕 R 到 Cii ) V , 
到 V a , ( m ) V , 到％, Civ ) V g 到 

( C ) 计箅并囬答 （ b ) 中各长度为4, 6, S 的路的条数1试推测什么时 
候从顶点 R 到 K 没有玲度为偶数的路< 

( d ) 计算4 3 , W 并回答 （ b ) 中各长度为3，5, 7的路的条数.你由 （ c ) 得到 

的推测对长度为奇数的路是否成立？试说明.推 澍根据 i-hj + k 的竒偁性， 
是否存在祆度为 A 的路. 



如果我们在图中增加边 V,} t }, 新图的邻接矩阵 B 可首先令 B =4,然后令 


BiZM = 1, 抓， 3) = 1, BC5,8) ^ K B(8,5) = 1 


对左= 2, 3, 4, 5,计算好， （ d ) 中的推测在新的图形中是否还是成立的？ 

< D 在图中增加 V fl } ,并构造得到的图的邻接矩阵 C . 计箅 C 的蒂次，并验证你在（心中的推测对这个 p 79 l 
新图是否仍然成立. 


L 在 1.4 节应用1中，对给定矩阵欠和 X ，1年后和2年后已婚女性和单身女性的数量可由计箅和 
得到 * 便用 fonratkmg , 并将这些矩阵输入 MATLAB , 对 t = 5 , 10, 15，20,计算 A * 和当 A 增大 
时，^有什么变化？城镇中已婚女性和单身女性较长时间后如何分布？ 

&表 1是生命周期为7个阶段的海龟模型. 


表1 海龟种群统计学的7个阶段 


阶段 

编兮 

描述 

(年龄以年为单位） 

年存活串 

年产卵贵 

1 

卵、孵化期（<1) 

0. 674 7 

0 

2 

小幼龟 （1 〜 7) 

0, 785 7 

0 

3 

大幼龟 （8 〜 15) 

0. 675 8 

0 

4 

未成年龟 （16 〜 21) 

0. 742 5 

0 

5 

初始繁殖期 （22) 

0, 809 1 

12? 

6 

第一年洄游 （23) 

0- 809 1 

4 

7 

. 成熟繁殖期 （24 〜 54) 

0, 808 9 

B 0 


相应的莱斯利矩阵为 
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0 

0, 674 7 


L ~ 


0 

0 

0 

0 

_o 


0 

0 

0 

0,737 0 

0 

0 

0* 048 6 

0. 6610 

0 

0 

0. 014 7 

0. 690 7 

0 

0 

0*051 8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


假设初始海龟种群各个阶段中，海龟的数量表示为向置 


127 

0 

0 

0 

0 

a S 09 1 
0 


4 

0 

0 

0 

0 

0 

0+ 809 1 


80 

0 

0 

0 

0 

0 

0* 808 9 


^0 — C 200 000 130 000 100 000 70 000 500 400 1 I 00 ) T 


(a) 在 MATLAB 中输人I并令 

xO = (200000 ^ i^0000a00000 f 7a00^3^500,400,1100) , 


使用命令 


x50 = round(L~50 * xO) 

计算黑 53. 再计算 JCl。。 I 丈咖 * r 及 J ^ h>d . 

Cb > 海龟在陆地上 产卵. 假设自然资源保护学家采用特殊的方法保护这些卵，结果使得卵的存活和孵化率 
提高到77%.为将这个变化加人到我们的模型中，只需改变 L 中的 （2, 1>元素为 0*77, 更改矩阵 L 
后，重复进行 （ a ). 海龟生存的趋势是否有明显的变化昵？ 

( c ) 假设小 改变产 卵和孵化率，而改以保护小幼龟，使得它们的存活率增长到 SS %. 利用 L 4节应用2中 
的方程 （1) 和〈2)，求采用保护小幼龟的方法后，在同一阶段中存活的数最以及长大到下一阶段存活的 
数 M . 相应修改初始的 L 矩阵并利用新矩阵承复 U ), 海龟存活的趋势是否有明显的变化呢？ 

9-令 A = mgic (8)， 然后计算其行最简形.使得首1对应于前三个变置^ ,心*々，且其余的五个变 M 均为 
自由的. 

rwi < a ) 令 c =[l : 8]、通过计苏矩阵 [A e ] 的行最简形确定方程组是否相容 + 方程组是相容的吗？试 
说明. 


a】 令 


办兰 [8 — 8 - 8 8 8 - 8 - 8 8]" 

并考虑方程组 = k 该方程组应为相容的，通过 [/srirefaA &]) 加以验证，对五个自由变貴的任一 
组取值 * 我们都应可以找到一组解，事实上，令 W = £ lom ： n 0* i ： and (5， I )).若; e 2 表示方程组解的最 


后五个坐标，则我们由 Jt 2 求祺尤 1 =(々，心， x 3 ) t * 要这样做，只爾令 U = ri ： e f([A &]). U 的非零 


行对应于分块形式的线性方程组 


rjtl -| 

[ f 吨 2 ]= 


10.令 


为解方程（ 1 》，令 

V = ua s 3,4 ! 8), c = U(l ? 3*9> 

并利用 MATLAB, 根据项 c 和 V 计算 : cl. 令尤 =[^^ Jt2], 验证 z 是方程组的解 , 
B = [= 1, — 1 ；1 T l ] 和 A = [zeroaC2) ^eyeC2) ； eye(2) »B] 


验证 B z = 0 . 

< a ) 用 MATLAB 计箅 A 、 和 A ' 猜想用子矩阵夂 O 和 S 如何表示分块形式的用数学归纳 
法证明你的猾想对任 佝正整 数 A 都是成立的. 
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( b ) 用 MATLAB 计算 A 1 ， A 3 ， A 7 和 A 9 . 猜想用子矩阵 O 和 B 如何表承分块形式的 • 用数学归 
纳法证明你的猜想对任何正整数 A 都是成立的. 

IK ( a ) MATLAB 命令 


A — floor(10 * rand(6)) , B ^ A f * A 

将得到元素为整数的对称矩阵，为什么？试说明*用这种方法计箅 B 来验证结论 T 然后，将 B 划分为 
四个 3 X 3 子矩阵*在 MATXAB 中求子矩阵，令 

BU ^ BC1 ^ BA * 3>, B12 - B(l * 3,4 ^ 6) 

并用 C 的第4行到第 S 行类似定义和 B 22. 

(b) 令应有和为什么？试说明.用 MATL/U3 运算符 ' 计算转置，并验 
证结论，然后，令 

E = B21 *C 和 F = B22 — B21 B21' 

利用 MATLAB 函数 eye 和 zeros 构造 


L 


r J 
.E 


On 


D ^ 


mi 

o 



im . H ^ L ^ D * L \ 并通过计算 H - S 与 B 进行比较.证明，若用算术运箅梢确计算它应准确等 
于 a 


测试题 A ——判断正误 


本章_试包含15道判断题+当命题总是成立时回答真 （ true ), 否则回答假 （ false ). 如果命题为真， 
说明或证明你的结论， 如果命题为假 ， 举例说明命题不总是成立，例如 * 对矩阵 A 和 B 考虑如下 
命题. 

( 0 A ^ B=B + A . 

命题⑴的答案为真，解释：矩阵 A + B 的 ( i T )) 元岽为且矩阵 B + A 的 D 元素为因为对 
任意的^和〜+6^ — ^ + a ；j f 由此有 A + B = B+A 

命题 ( ii ) 的答案 是假， 尽管该命题在某些情况下是成立的，但它不总是成立的.为说明它,我们只需举出 
一个实換 L 使得等式不成立即可.例如，设 



-1 2-\ 

r2 3n 

A 


， B = 


• 3 1_ 

.1 



-4 5- 

rU 7-i 

AB - 


,HA - 


_7 10. 

L 4 3j 


这就证明了命题 （ ii ) 为假. 

1. 若 A 的行阶梯形中含有自由变量，则方程组 = 6 将有无穷多解. 

2. 齐次线性方程组总是相容的. 

3 . —个 „ Xn 矩阵 A 为非奇异的，当且仅当 A 的行最简形为 J (单位矩 阵）. 

4. 设 A 和 h 为非奇异的 nXrt 矩阵，则 A+B 也是非奇异的.且 (A + B ) 

5 . 设 A 和 B 为非奇异的矩阵 T 则 AB 也是非奇 异的， 且 

6. ^A = A ^ r 则為必等于 J 或一 J . 

7. 设 A 和 S 为矩阵 T 则 （A — 忍) 2 =3 2 _245+£ 2 . 
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8, ^ AB - AC , 且 A ^ O < 零矩阵），则 B = C 
9■若 A £ = 0, 则 BA = (X 

10. 若 A 为 3 X 3 矩阵且 a 3 +2 屯一〜 =0,则 A 必为奇异的. 

11. 若 A 为 4 X 3 矩阵且 6 = 则方程组 Ajt = & 必相容. 

12. 令 A 为 4 X 3 矩阵，其中 〜 = 若6 = 屮 +〜+ a it 则方程组 九*: = 将有无穷多解. 

13. 若 E 是初等矩阵，则 E 1 也是初等矩阵. 

14. 两个初等矩阵的乘积还是初等矩阵. 

15+设 jc 和 y 为 IT 中的非零向量0_焱=邱' 则 A 的行最简形将仅包含个非零行. 


测试题 


1. 求如下线性方程组的所 有解: 


Xi — jcs 4- 3 j : 3 4- = 1 

— 4- Xi — 2 xi + Xx = — 2 


2xi — 2xs + 7xi + 7x4 = 1 


2. 两个变董的线性方程对应于平面上的一条直线.对有3个变量的线性方程给出类似的几何表示- 


( b ) 给定一个2个方程3个变量的线性方程组，它可能有多少解？给出你的答案的个几何解释. 

( c ) 给定一个£个方程3 个变虽 的齐次线性方程组，它可能有多少解？试说明. 

3.令 Ajt = 5 为一《个方程 n 个变虽的方程组，并假设々和 a 均为它的解，且 

U ) 该方程组有多少解？试说明. 

( b > 矩阵 A 是否为非奇异的？试说明 - 


4. 令 A 为一矩阵 


其中^和/?为给定的非零标里- 
U ) 说明为什么方程组 



必为不相容的. 

< b > 如何选择一个非零向藍使得方程组 Aa : = & 为相容的？试说明. 

S . 给定 


-2 

A - k 
J 

U ) 求初等矩阵 E * 使得 £A = B . 
a ) 求初等矩阵 F , 使得 AF = C . 

6. 令 A 为一 3 X 3 矩阵，且令 

[821 方程组九^ &是否相容？试说明, 

7. 令 A 为一 3 X 3 矩阵 T 并假设 


1 

3- 


-2 

1 3- 


- 0 

3~ 

Z 

7 

8 

1 

3 5 

C = 

0 

7 

3 

5. 


_4 

2 7- 


-5 

5. 


b — 3 ai + 十 4(^3 


Q ] — 3 ^ + 2 a 3 — 0( 尊向置） 
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^是否为非竒异的？试说明, 
s . 给定向 M 



能杏求得一 2 X 2 矩阵 A 和 S . 使得且 Ah =£ t ^? 试说明. 

9. 令 A 和/?为 nXii 对称矩阵，且 C=AR C 是否为对称的？试说明. 

10■令 E 和 F 为 nXn 初等矩阵，且 C 是否为非奇异的？试说明, 


11+给定 


JOO- 
O I O 
D B I. 

其中所有的子矩阵为求分块形式的 AH . 

12. 令 A 和 B 为 10 X 10 矩阵，并按照如下的方式分块 £ 


_An B=r Bn Bie 

mAn An 」 Baj 


(“若/^为 SXS 矩阵，且为 AXr 矩阵，那么当 A 和 r 满足什么条件时， A 和 B 的分块乘法可以进行？ 
Cb ) 假设分块乘法可以进行，乘积中 （2, 2>块矩阵如何求得？ 


圆 



m 



每一个方形矩阵可以和一个称为矩阵的行列式的实数相对应.这个数值将告诉我们矩阵是 
否是奇异的. + 

在 2*1 节中，给出矩阵的行列式的定义. 2* 2节中我们学习行列式的性质及一神求行列式 
的消元法_ 对 / iX ” 矩阵.当 ”>3时，消元法通常是求行列式的最简单方法. 2. 3节中我们将 
看到在求线性方程组时如何使用行列式，以及如何使用行列式计算矩阵的逆. 2. 3节中 
还介绍了一个密码学中的应用.行列式的进一步应用在第3和6章中给出. 


2. 1矩阵的行列式 


对每一 矩阵 A , 均可对应一个标量 det ( A ), 它的值将告诉我们矩阵是否为非竒异 
的.在引人一般定义之前，我们考虑如下的情形. 

情形1: 1 X 1 矩阵 

如果 A = 为一 1 X 1 矩阵，则当且仅当时， A 存在乘法逆元.因此.如果定义 


det(A) = a 

则当且仅当 det ( A ) 关0时， A 为非奇异的， 

情形2: 2 X 2 矩阵 
令 


A 


戊 11 

Udjl 戊 22 」 

由定理 TL 5.2, A 是非奇异的充要条件为它行等价于 /. 因此，若关0，可以利用如下的运 
f 84 l 算检测 A 是否行等价于 J . 

1. 将 A 的第2行乘以 a 11: 

■ au an 
■an <221 anfl22」 

2. 从新的第二行中减去叫乘以第一行 ； 

- 玟 u a 12 

- 0 ^ 11^22 一 这2]如」 


因为^^#0,结果矩阵行等价于 J 的充要条件为 
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^ n ^-22 ~ ^ 0 

若<^=-0,我们可以交换 A 的两行.结果矩阵 


(1) 


1 ^2：!沒22 _ 

* 0 CZi 2 ^ 

行等价于 I 的充要条件为 a 21 当 a u =0 时，这个条件等价于条件 （1). 因此，若 A 为任 
意 2 X 2 矩阵，且定义 

det ( A ) = an^zt — 

当且仅当 det ( A ) 尹0时， A 是非奇异的. 

记号我们用两条竖线间包括的阵列表示给定矩阵的行列式.例如，若 

. 厂3 41 


I 3 4 

|2 1 

表示 A 的行列式. . 

情形 3: 3 X 3 矩阵 

我们也可通过对一个 3 X 3 矩阵进行行运算，并观察它是否行等价于单位矩阵来检验该 
矩阵是否为非奇异的.对任意一个 3X3 矩阵，为实现消去第一列的过程，首先假设^:奏 0. 
消元过程即町通过从第二行中减去乘以第一行，并从第三行中减去乘以第一行 
进行. 




1 

r^n 

a n 

^13 

~au 

CL\l 

<213 


。 

^11 ^ 22 

— Q£iai2 

an. a 2 ^, — a^\ay^ 


att 

a^a 

—► 1 



-^■31 

^32 

^33 - 

1 

1 

i° 

^i] a 却 - 


a 3S 一 ^3i <2i3 




an 



右侧的矩阵行等价于 J 的充要条件为 


an 


11 ^ ^-n ^ii ^23 — ^2i ^i3 


a n a u 

a n a l2 ^11^33 


參 0 


a]i ciu 

尽管代数形式有些复杂，这个条件可以化简为 

^32^33 — ^11 ^2 <^Z3 — H - ^12^31^23 H - ~^^I3^31^2£ ^ 0 

因此，如果我们定义 

det ( A ) ^ Ci ]] 0 : 22^33 ~ a U a 3 ^ a ^3 — ^12^21 ^ 3 $ 

+ a^a^i a ?3 於 — a Z2 

则当 a u #0 时，矩阵是非奇异的充要条件为 det ( A )^0. 


⑵ 

⑶ 
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时，情况又怎样呢？考虑如下的可能性： 

(i) an ^0» ^219^0 

(ii) a n =a 21 =0 ， a 3 i 7^0 
CiiD^n —a 2 \ — a 3( =0 

对情形 （ i ) ，容易诬明 A 行等价于 J 的充要条件为 

^12 ^ 31^23 + ^13 ^ 21 ^^ —^ 1 3 £ 1 3 1^ 22 ^ 0 

这个条件与条件 (2) 在 a u =0时是相同的.情形 G ) 的细节留给读者作为练习（见练习7乂 
对情形 （ H ), 可以推出 




- 0 

aia 

a u~ 

A - 

= 

0 

a 22 




-^31 

<^32 



行等价于 J 的充要条件为 

^31 ^22 ai3 ) _ 0 

它又对应于条件 （2) 中 a n =- a 21 =0 的特殊情形. 

显然，对情形 （ iii )， 矩阵 A 不行等价于 J , 因此它是奇异的.此时，如果令方程 （3) 中的 
fl ii ， 这21 和等于0,则结果为 det ( A ) 

一般来说，公式 （2) 给出了一个 3 X 3 矩阵 A 非奇异的充要条件（无论〜取何值). 

我们现在希望定义一个矩阵的行列式.为看清如何这样做，注意到 2 X 2 矩阵 

A = T an ^ 12 " 

[汉6 | La^i - 

的行列式可以用两个 1 X 1 矩阵 定义： 

=r (“2之）和 = (“21) 

矩阵 Mu 为 A 删除第一行第一列得到的，况 12 为4删除第一行第二列得到的. 
h 的行列式可表示为如下的形式 ； 

det ( A ) — a u a 2 z — a n ^n = andetCM ^ ) — £ i 1£ det ( M ^) (4) 

对 3 X 3 矩阵 A , 可将方程 （3) 改写为 


det(A) = flll (^22^33 ^S 2 ) 一 ai 2 (A 】 a 33 — a 3 l cl 23 ) +^ 1^( ^31 ^ 3 Z — hi a 技） 

对 2, 3, 用 M b 表示删除 A 的第一行和第 j 列得到的 2X2 矩阵，则 A 的行列式可表 
示为 


其中 


det < A ) = andetCM n ) — a u det ( M J? ) + a ia det ( M 1；f ) 


(5) 


Mi = 


r^tt 


a 33 - 




<3。 — 


~azi 

a 叫 

M 1Z = 



* iVf J3 = 




^33 - 


-^31 

a 32 」 


为得到 n >3 时的一般情况，我们引人如下的定义. 

定义令 A =( 心）为一矩阵，并用表示删除 A 中包含〜的行和列得到的 U — 1) 
XU —1) 矩阵.矩阵的行列式称为〜 的子式 （ minor ). 定义〜的 余子式 （ cofactorMy 为 
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Aij = (― 1) … det(M r )) 

考虑到这个定义，对 2X2 矩阵 A， 方程 （4) 可改写为 

det<A) = u n A n - ha lz A n (n = 2) (6) 

方程 (6) 称为 det(A) 按 A 的第一行的余子式展开 (cofactor expansion)* 注竞，也可写为 

det(y\) ^ a 21 C~ + a 2 Z a u = a zl A n 十 a 2 A 22 (7) 

公式 （7) 将 det(A) 表示为 A 的第二行元素及其余子式的形式.事实上，没有必要必须按照矩阵 
的行进行展开；行列式也可按照矩阵的某一列进行余子式展开. 

det(A) = a n a n +a 2l {— a n ) 

= an An + a 2 \ A 2 j (第一'列） 

detCA ) = a n ^ ^ 21 ) + a 22 a u 

=U12A S2 (第二列） 

对一个 3X3 矩阵 A . 我们有 

det(A) = <in An H' Ajg ~h ( 8 ) 

因此 3 X3 矩阵的行列式可用矩阵的第一行及其相应的余子式的形式定义. 

►例1设 

■2 5 4- 

A 二 3 1 2 

_5 4 6. 

则 

det ( A )— a u A n + a ls Ai £ 卞 a 13 Aig 

— (— D 2 a 1} detCMij ) + C — l ) 3 a l 2 det ( M 12 ) -h {― l ) 4 a l 3 det ( M 13 ) 


I 1 2 

一 5 

3 2 

+ 4 

3 1 

[4 6 


5 6 


5 4 


二 2(6 — 8) — S (18 — 10)+ 4(12 — 5) 

—^ 16 ^ 
类似于 2X2 矩阵情形， 3X3 矩阵的行列式可以用矩阵的任何一行或列的余子式展开来表 
示.例如，方程 （3) 可写为 

d^t {^4,} — ~^ d] ] ~r CI 32 H - CL\ \ £123 J ~ ^12 ^21 <i$3 

^ ^31 (^12^23 ~ ^32^^11^23 ~^ *^13^21 ^ ~f <^33 (till 0-22 ^12^21 ) 

— Aai + ^azAss ^33^15 

这个余子式展开是沿着 A 的第三行进行的. 

►例2令 A 为例1中的矩阵*则 d e t(A) 按照第二列的余子式展开为 



3 2 


2 4 


2 4 

det ( A ) = — 5 

5 6 

+ 1 

5 6 

— 4 

3 2 


^ — 5(18 — 10) + 1(12 — 20) — 4(4 — 12) =—16 
4 X 4 矩阵的行列式可以定义为沿任何一行或一列的余子式展开.为计算 4 X 4 的行列式， 


W 
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_ 我们需要计算四个 3 X 3 行列式. 

定义 一个矩阵 A 的行 列式 （ determinant )， 记为 det ( A >, 是一个与矩阵 A 对应的 
标量，它可如下递归 定义： 


其中 


det ( A ) ; [ au 

1 “ii A .】 + H cij H A, i« 


当？ 2 = 1 时 
当 《 > 1 时 


Au = (― l > l +> det < M lj ) t j ^ 1 ，…， n 
为 A 第一行元素对应的余予式. 

正如我们已经看到的，并不需要限制在使用第一行的余子式展开.我们不加证明地给出如 
下定理. 

定理厶1. ] 设 A 为一 nXn 矩阵，其中 则 det ( A ) 可表示为 A 的任何行或列的余子 

式展开，即 


det ( A ) = -\- a^Aiz + …+ ^^ A in 

—+ …+ 

其中 £ = 1- …，？ j , = …， w , 

一个 4 X 4 的行列式的余子式展开会包含四个 3 X 3 的行列式-我们通常使用零元紊最多的 
行或列展开以减少工作最.例如，计算 

0 2 3 0 

0 4 5 0 

0 10 3 

2 0 13 

可以沿笫、列向下展开.前二项可以省去，剩下的是 


2 

3 

0 



4 

5 

0 

= 一 2 * 

3 ■ 

1 

0 

3 
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对 <3, 我们已经看到一个矩阵 A 是非竒异的充要条件为 det(A)，0. 下一节还会 
看到 t 这个结论对〃的任何取值都是成立的.下一节屮还会看到行运算对行列式值的影响.并 
将使用行运算得到一个计算行列式值的更为高效的方法. 

在本节的最后，给出根据余子式展开的定义容易得到的三个定理.后两个定理的证明留给 
读者（见练习8、9和 10). 

HS 91 定理 2. 1.2 设 A 为一 矩晬，则 det ( A T )= det ( A ), 

证 对《采用数学归纳法证明.显然，因为 1 X 1 矩阵是对称的，该结论对 《 = 1 是成立 
的.假设这个结论对所有 6 X 是矩阵也是成立的.对 (々 + 1 >XU + 1) 矩阵 A , 将 det ( A ) 按照 A 
的第一行展开，我们有 

det ( A ) = an det ( M " ) — a _ 2 det ( M , 2 ) +—…士 aj l 4 - f - jdet ( M iiJt+I ) 

由于 Mj 均为矩阵，由归纳假设有 

det(A) = a u detCMl, ) — a 1? det(M^ ) +—…士 det(Mf,* +l ) 


(9) 


S 3 
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(9) 的右端恰是 det ( A T ) 按照 A T 的第一列的余子式展幵.因此 

det ( A T ) = det ( A ) 画 

定理 2, 1,3设 A 为一 《 Xn 三角形矩阵，则 A 的行列式等于 A 的对角元素的乘积. 

证根据定理2, L 2,只需证明结论对下三角形矩阵 成立. 利用余子式展开和对 n 的归纳 
法，容舄证明这个结论.详细证明留给读者（见练习 8). _ 

定理 2. 1_4 令 A 为一 nXTj 矩阵- 

Ci ) 若有一行或一列包含的元素全为零，则 det ( A ) —0* 

CiD 若 A 有两行或两列相等，则 det ( A )=0. 

这些结论 W 易利用余子式展开加以证明.证明留给读者（见练习 9 和 10). ■ 

下一节我们将看到行运算对行列式值的影响.这将使得我们可以利用定理 2. 1. 3得到一个 
计算行列式值的更为髙效的方法. 

练习 

1.给定 


H3 2 4- 

A ^ 1 一 2 3 

J2 3 2_ 


“)求 det(M ai >, det(M zz ) 和 det(M 23 ) 的值. 

(b) 求皋 lT ‘和心的值. 

(c) 用 （b〉 中的结论计算 det(A). 

2. 用行列式判断下列 2X2 矩阵是否非奇异， 

r - ~3 — 6 , 

_2 4 . 

3 . 计算下列行列式. 


(a) 


o 

_2 4」 


( b > 


.2 4 . 




1 3 5 


5 —2 

(a) f 

( b ) 


-2 -3 


—S 4 



1 3 2 


2 一 

1 2 

CeJ 

4 1 -2 

Z 1 3 

CO 

s 

3 2 

1 6 


3 1 2 

(c) 2 4 5 

2 4 5 



4. 用观察法枯计下列行列式的值. 


Ca) 



2 0 0 


3 0 0 

(b) 

4 1 0 

㈦ 

2 1 1 


7 3-2 


1 2 2 


5. 汁算下列行列式，并将结果写为I的多 项式. 

| a — je b 


I 4 3 0 

(d) 3 1 2 

5-1-4 



固 


1 

0 


x 


0 


x 
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6. 求使得 T 列行列式等于0的所有 A 值. 

|2 -A 4 

3 3 X 

7 - 令 A 为— 3 >< 3 矩阵，其中如=0 , 且叫爹 0. 证明 A 行等价于/的充要条件为 

— a 33 + aua^i a^t - f * — ^ 0 

S * 给出定理 2. L 3 的详细证明+ 

9, 证明：如果 rtXn 矩阵 A 有一行或 列 含有全为零的元素 ， \M det ( A )=0. 

虹使用数学归纳法证明】如果个 (n — l ) XU + l ) 矩阵 A 有两行相等，则 det ( A ) = 0, 

11. 令 A 和 B 为 2 X 2 矩阵. 

(&) 是否 detCA + B ) = det ( A ) + det < B )? 

( b ) 是否 det ( AB )^ dci ( A ) d ^ t ( B )? 

( c ) 是否 dct ( AB ) = det ( BA ) ? 

证明你的答案 - 

12. 令 A 和万为 2 X 2 矩阵*且令 

pflli flia 
^32 

( a ) 证明 detCA + jB ) ― detCA > + det (, B ) + det ( C ) + detCD )* 

( b ) 证明； 如果 B = EA , jail det ( A + B ) = detCA ) H - det ( B >. 

13 ■令 A 为对称三角形矩阵 C 4 为对称的，且当 | i 一 ） | 时\=0).令 S 为 A 删除前两行和两列构成的矩 
阵.证明 


D 


Ai b u n 

■^ J ] a 22 ■ 


K 


-o a- 
_/? 0_ 


det(A) = ( 2 H detCM u ) — ii^det(B) 


2 . 2 行列式的性质 


本节我们考虑行运算对矩阵的行列式的作 ffl . — M 确定了这些作 M , 我们将证明矩阵 A 
是奇异的当且仅当其行列式为零，并且利用行运算得到计算行列式的方法.同时，还将讨论关 
于两个矩阵乘积的行列式的重要定理.我们从下面的引理开始. 


引理 2.2.1 令 A 为一矩阵，若表示的佘子式，其中6 = 1，…， n ， 则 

fdet { A ) 当 时 

a a A iV + aizA ; z + …+ a in A pi = < (1) 

L 0 当时 

证若纟 (1) 恰为 dct ( A ) 按照 A 的第 i 行的余子式展开*为证明£式 j 时的（ I )式，令 
是将 A 的第 j 行替换为 A 的第 i 行得到的矩阵. 

fa n a n … 


A * 


^ an … a lh 


a a a n 


a „ 2 41 


第 J 行 
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因为 A ■的两行相同，因此它的行列式必为零.将 ） 按照第 j 行进行余子式展开，有 


det ( A # ) — anA/i ❿八^ +，.， -h a lft A ^ 

=+ a i2 Aj 2 + …+ 

现在我们考虑三种行运算中每一种运算对行列式值的作用. 

行运算 I :交换 A 的两行 

若 A 为 一2 X 2 的矩阵，且 

广 0 11 

E ^ 

Ll oJ 


则 



det ( KA ) = 


^21 

a „ 


<^ Z 2 

a n 


^21 ^13 一 ^ 22^11 


== — detCA) 


对702,令^为交换 A 的第 i 和 j 行得到的初等矩阵.容易使用归纳法证明 ckt (£： 0 A ) = 
-det(A). 我们对 n -3 来说明证明背后的思想.假设一个 3 X 3 矩阵 A 的第一行和第三行进行 


了交换.按照第二行展开 d e t ( E ia A )， 并利用 2 X 2 矩阵的结果，我们有 


<iaz ^33 

det ( K L 3 A ) — an dti 


an an flia 


1 

U 32 

^33 


1 ^31 

a 33 



^3Z 

a 2 i ! 



I 


— 如 




1 a 12 



1 ^,1 

^13 


a u 

^12 



^1 Z 

<^13 1 


<2 ll 沒 13 1 

十 a 23 


a n 

1 

a 於 

a H 3 , 

a 2 2 

a si 

a 31 

a 35 



= — det(A) 


—般地，如果 A 为一 nXn 的矩阵，眭£^是交换1的第〗和 ； 行得到的；1父7 1 的初等矩阵，则 

det ( EyA ) — det ( A ) 


特别地， 


det (^) ^ detCEJ ) =- det </> — 1 

因此.对任意第 I 类初等矩阵 E ， 

det ( EA ) =- det ( A ) - det ( E ) detCA ) 

行运算 Q : A 的某一行乘以一个非零常数 

令 f ： 为第 II 类初等矩阵，它由 I 的第；行乘以一个非零常数 a 得到.如果将 ckt ( EA > 按第 
^行进行余子式展开，则 

detCEA ) m ,i An + ⑽口 八 2 + …+ aa [rt A 

= aia^An + anAiz -\- ** 1 + a in A iH ) = adet ( A ) 


特别地， 
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由此 

dct ( EA ) = adet ( A ) = det ( E ) det ( A ) 

行运算 in :某一行的倍数加到其他行 

令它为第 in 类初等矩阵，它由 f 的第 :行的 r 倍加到第> 行得到.因为£是三角形的，且 
它的对角线元素均为1，因此 det ( E ) = l . 我们将证明 

det ( EA ) — det ( A ) — det ( i ?) d € t ( A ) 

如果 deUEA ) 按第 j 行进行佘子式展开，由引理2.2.1，有 

det ( KA )= ia^-^can ) A n + ia it -\~ ca i2 ) A ;2 + ■-* 4 - ( a jn 4 - ca in ) 

— 1 八 /1 H - h ^A Jft > + A - h a trf A jn ) 

=detC A ) 

因此， 

I 93 ] det ( EA ) = det ( A ) = det ( E ) det ( A ) 

总结 

综上所述，若 E 为一初等矩阵，则 

det ( EA ) = detCE ) det ( A ) 

其中 

f 一 1 若 E 为第 I 类初等矩阵 

det ( E ) = L ^0 若 E 为第 II 类初等矩阵 （2) 

li 若£:为第 m 类初等矩阵 

类似的结论对列运算也是成立的，事实上，如果£:为一初等矩阵，则 E T 也是初等矩阵（见练 
习 8), 且 

det ( AE )- det ( CAE ) T ) - det ( E T A T ) 

= det ( K T ) det ( A T ) — det ( S ) det ( A ) 

因此，行或列运算对行列式值的作用总结如下： 

1 . 交换矩阵的两行(或列）改变行列式的符号. 

矩阵的某行或列乘以一个标量的作用是将行列式乘以这个标暈. 

III . 将某行（或列）的倍数加到其他行(或列）上不改变行列式的值. 

注 作为结论 HI 的一个推论，如果矩阵的某行（或列）为另一行（或列）的倍数，则矩阵的行 
列式必为零. 

主要结论 

我们现在可以利用行运算对行列式值的作用来证明两个主要的定理，并建立一个计算行列式 
的较简单的方法，由 （2) 可知.所有初等矩阵均有非零的行列式.这个发现可用于证明如下的 
定理. 

定理 2. 2. 2 —个矩阵 A 是奇异的充要奈件为 

det (. A ) ^ 0 

证矩阵 A 可通过有限次行运箅化为行阶梯形式.因此 
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U E k Ek-\ mm *EiA 

其中 t ； 为行阶梯形矩阵，且£,均为初等矩阵.因此有 

cietCC /) — detCE ^ E *-! *** E \ A ) 

― det(E*)det(E*_, >^-det<E!)det(A) 

由于仏的行列式均非零，所以 det ( A >=0 的充要条件为 det ( t /) = 0. 如果 A 为奇异的，则 17 
有一行元素全部为零，且 det ( L /)=0. 如果 A 非奇异，则[/为三角形矩阵，且对角线元素均 
为 1，因此 det(LO = L ■ 

由定理 2,2.2 的证明，我们可以得到一个计算 det ( A ) 的方法.将 A 化简为行阶梯形. 

U=-E k E k . r -E,A 

如果 t / 的最后一行包含的元素全为零，则 A 为奇异的，且 det ( A )=0. 否则， A 为非奇异 
的，且 

detCA ) - [ detCEJdettE ^^- deKE ,)]^ 1 

事实上，如果 A 为非奇异的，容易将 A 化简为三角形的.这可仅利用行运算 I 和 HI 实现.因此 
且 

detCA ) =± det 〔 T > = 土 … k 

其中匕为丁的对角元素.如果行运算 I 使用了偶数次，则符号将为正，否则为负. 

►例1计算 

|2 1 3| 


6-3 4 


2 1 3 


2 

1 

3 1 


2 

1 

3 

4 2 1 


0 

0 

— 5 = 

-(一 1) 

0 

一 6 

一 5 

6-3 4 


0 

— 6 

— 5 


0 

0 

一 5 


= (-1) ⑵ （一6)( — 5) 
=— 60 


现在，我们有两种方法计算矩阵 A 的行列式.如果 n >3, 且 A 有非零元素，则消元法 
是婊高效的方法，因为它包含的算术运算较少.表1给出了每一种方法在3, 4, 5, 10时 
包含的算术运算次数.容易给出在一般情况下每一种方法包含运算次数的公式(见练习20和 21). 


表1 



余子式 


消 

元 

ft 

加法 

喿法 

加法 


乘法和除法 

1 

1 

2 

I 


3 

3 

5 

9 

5 


10 

4 

23 

40 

14 


23 

5 

119 

205 

30 


44 

10 

3 62 S 799 

6 £35 300 

285 


339 


我们已经看到，对任意初等矩阵 E ， 
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det < KA ) = det ( E ) det < A ) = det ( AE ) 

这是下面定理的一个特殊情况 . 

定理 2.2. 3 若 A 和 B 均为 n X n 趣阵，则 

det ( AB ) = detCA ) det ( B ) 

证若 B 为奇异的，则由定理 1. 5.2 知也是奇异的（见 1. 5节练习 14), 因此 

detC AB ) = 0 = detCA ) det ( B ) 

若 B 为非奇异的，则 S 可写为初等矩阵的乘积.我们已经看到上述结论对初等矩阵是成 立的. 
因此 

det ( AB )= detCAEiE ^- E ,) 

~ det < J A ) det ( E *} det < E *_ i) … det C E !) 

=detC^DdettEjtEi^! ) 

= detCA ) det ( B ) ■ 

若 A 为竒异的，则采用精确算术方法计算 det ( A ) 的值必为 a 然而，利用计算机计算得 
到的结果却并非如此.这是因为计算机使用有限数字系统，舍人误差总是不能避免的.因此， 
计算的 det ( A ) 通常总是比较接近 0. 由于存在舍人误差，故不可能完全用计算方法确定矩阵确 
实是奇异的.在计算机应用中，更有意义的是问一个矩阵是否是“接近”奇异的.一般地, 
det ( A ) 的值并不是一个很好的接近奇异的判断标准.我们将在 6. 5节中讨论怎样判断一个矩阵 
1~961是否接近奇异 t 

练习 


L 用观察法求下列行列式的值. 

0 0 3 

“）041 
2 3 1 

2* 令 


Cb) 


0 3 

0 0 

-1 -1 

厂0 


1 


31 


( c ) 


0 0 

1 0 
0 1 

0 0 


0 1 
0 0 
0 0 

1 0 


(古)利用消元法计算 det(A). 

0>)利用 detM) 的值 i| 算 

0 

一 2 
1 



3. 对下列矩阵，计算它们的行列式，并说明矩阵是竒异的还是非奇异的 * 





-3 

.6 



r3 

tb) u 


-3 3 1- 

Cc) 0 1 2 

_0 2 3 一 
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ca> 


-2 


3 


Ce ) 


， 2 


L 2 I 2」 

4. 求使梅下列钜阵奇异的所有可能的 c . 


5•令 A 为一 X ”矩阵， a 力一标量 ,证明 
6-令 A 为一非奇异矩阵.证明 


1 31 

2 ~2 

4 0」 


9 


：!」 


dctCaA ) = o ' detC ^ A ) 

detC^l ] > 


CD 


2 — 1 3 

0 1 2 

L 0 0 7 


det (^> 

7 . 令 A 和 B 为 3X3 矩阵，且 det(A) = 4, dct(B)-5. 求 K 列各值： 

( a ) det ( Aii ) Cb ) detC 3 A ) ( Od ^ t (2 AB ) 

8. 证明： 若 E 为一初等矩阵，则疋 7 为与£:冏类型的初等矩阵 ， 


3 」 


Cd > det(A ] B ) 


9■令£】， 島分 别为第 I 、 IT 、 [ IT 类 3 X 3 初等矩阵，并令 A 为一 3 X 3 矩阵，且 det ( A ) = 6. 此外 * 假设 
G 为将 J 的第二行乘以3得到的矩阵.求下列各值. 

(a)detCE r >0 Cb)del(EM) Cc)detCE a A> 

Cd)det(ylE 1 > (OdetC^ £ :, E,) 

10* 令 A 和 B 为行等价矩阵，并假设 B 可由 A 仅通过行运算 1 和 IE 得到.比较 detG 4) 和也 tCS ) 的值会有什么 
结论？如果 B 可由 A 仅通过行运算 IH 得到，比较它们的行列式的值会有什么 结论？ 解释你的答案 h 

11. 令 A 为一？1乂”矩阵.当 n 为竒数时，是否可使 f + / = 0?当 ”为偶 数时，回答相冏的问题. 

12. 考虑 3 X 3 范德蒙德矩阵 


1 XI 

V — 1 jcz 

1 4^ 

( a ) 证明 = 〔提示 s 利用行运算 HL ] 

( b ) 标鲎: r lf A 需满足什么条件，才能使 V 为非奇异的？ 

13, 设一 3 X 3 矩阵 A 分解为如 F 的乘积： 


11 

0 


r un 

«i2 

«ir 

h\ 

1 

0 

° 

«S5 

uaa 

■Jji 


L 

u 

0 

仅 33 丄 


计算 d e t ( A > 的值. 

14. 令 A 和 B 为 nXn 矩阵*证明乘积 AB 是非奇异的充要条件为 A 和 B 是非奇异的* 

1 5 . 令涘和 矩阵. 证明： 若 AB 二 则这个结果在定义非奇异矩阵中有什么重要作用？ 
若定阵 A 满足 = — A * 则称其为反 对称的 （skew symmetric ), 例如， 



f 97 l 


为反对称的，因为 
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若 A 为_ nXn 反对称矩阵，且《为奇数，证明 A 必为奇异的. 
设4为一非奇异矩阵，且有非零余子式4„„,并令 

_ det(A) 

C — - 

证明： 如果我们从中减去常数则结果矩阵为奇 异的， 

IS - 令 A 为 & 矩阵1 J 3 为 （ m ： —夫 ） X (”一 是）短阵 k 设£*=「 * ( 

Lo B, 

和 1-* 分別为 a >a 单位矩阵和 （ n — w xu —幻单佼 矩阵， 

( a ) 证明 det(£) — detCB)* 

( b ) 证明 det ( F ) = dfit < A). 

( c ) 证明 det ( C ) = detfA ) det ( J3), 

19- 设 A 和 B ^ jkXk 矩阵， 

rO Bn 



0- 

t F= 

-A O - 

rA 

y C = 

o- 

Lo 



-O h -“ 

Lo 

B. 


detCiVf) = <—l)Met(A>deUB) 

20. 证明用余子 式汁算 hXij 矩阵的行列式用到 （ n ! —1) 个加法和 i W /幻 个乘法. 

I 

21. 证明计算《夂》矩阵的行列式值的消元法含有[„(71-1)(27*— 1)]/ S 个加法和 [ Or — l )( V + n +3>]/3 个乘除 
法.「提 承： 第 〖步化 简过程需要 n — i 次除法，计算主元下面其他行要减去第纟行的倍数.在计箅第纟+1 
行到第〃行、第: _+1 列到第 n 列的新值时，必须计箅 （ n _〖) 2 项的新值 .] 


2.3 附加主题和应用 


本节我们学习利用非奇异矩阵 A 的行列式来计算矩阵的逆以及如何使用行列式求解线性 
方程组.这两种方法均依赖于引理 H 1, 我们还说明如何用行列式定义两个向 M 的向量积 + 
rwi 向量积在涉及三维空间中粒子运动的物理应用中非常有用. 

矩阵的伴随 

令 A 为一 nX « 矩阵.我们定义一个新矩阵，称为矩阵 A 的伴随 ( adjoint )， 

"An A 2 i '** 

A An *** 

adj A = . 

A ln A u ― A nn 

因此，要构造伴随矩阵*只需将原矩阵的元素用它们的余子式替换，然后将结果矩阵转置•由 
引理2, 2,1,有 
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fdet(A ) 当 i ) 时 

UiiA^ + a^Ajz + + a^A 〆= 人 

Lo 当 ij 时 

并由此 

A(adj A) = det(A>7 

若 A 为非奇异的，则 det(A) 为非零标童，且可以记 


A ( d ^7 A) adi A )= 1 
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A 


det(A) 


adj A t 其中 det < A )^0 


►例 1 对一 2 X 2 矩阵 


若 A 为非奇异的，则 


►例2 令 


求 adjA 和 A _1 . 

解 


adj A 


利用公式 


adj A 


^22 — 

L 一 a 2 i an 


A - 


a \\ a Zl ~~ ^ 12^21 


<^Zt 一 <l\Z "j 
a Zl 」 


1 21 
A = \3 2 2 

2 3」 


■ 

2 2 


3 2 


3 2 

_ 


2 3 

— 

1 3 


1 2 



1 2 


Z 2 


2 1 



2 3 


1 3 

— 

1 2 



1 2 


2 2 


2 1 


- 

2 2 


3 2 


3 2 



2 1 一 r 

7 4 2 

4—3 1_ 


det(A) 


adjA 


2 1—21 

7 4 

4 一 3 


adjA 


det(A) 

可以得到用行列式表示的方程组 = 的解. 

克拉默法则 

定理 2.3.1( 克拉默 法则） 令 A 为一 nXn 非奇异矩阵，并令 6 eR". 令八为将矩阵 A 中 
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的第 e 列用 &替换得到的矩阵.若 x 为 方程组 Ax = b 的 惟一解，则 

det ( A ^) 


证由于 


工 i 


x 


ciet(A) 


1 


detCA ) 


1 * 2 ，…,71 


( adjA)fr 


因此得到 




办 i A u -h H — . + b n A fli 


det(A) 


det ( A ,) 
det ( A ) 


►例 3 用克拉默法则解 


flOOl 


工 1 + 2xz + x 3 ，5 
2 x \ 4- 2 x 2 

+ 2 x z + 3^ = 9 


解 


det ( A ) = 

1 2 1 

2 2 1 

i 

=一 4 detCA !> = 

5 2 1 

6 2 1 


1 2 3 


9 2 3 


■ 


det ( A 2 ) 


因此 


工 1 


1 5 1 


1 2 5 

2 6 1 

=— 4 det ( A 3 ) = 

2 2 6 

1 9 3 


1 Z 9 

-4 . 

— 4 1 

— 8 _ r 

1 = 1 ， 

== 1 ， x 3 = 

— 4 

一 - ： ^ = ^ 

-4 


: — 4 


— 8 


克拉默法则给出了一个将 nXn 的线性方程组的解用行列式表示的便利方法，然而，要计 
算结果，我们需计算 《十1 个 n 阶行列式.即使计算两个这样的行列式，通常也要用多于高斯 
消元法的计算量. 


应用1:信息编码 


一个通用的传递信息的方法是，将每一个字母与一个整数相对应，然后传输一串整数.例 
如 ，信息 

SEND MONEY 

可以编码为 

5, 8 f 10， 21， 7， 2， 10, 8, 3 

其中 S 表示为5, E 表示为8,等等，但是，这种编玛很容易破译.在一段较长的信息中，我 
们可以根据数字出现的相对频率猜测每一数字表示的字母.例如，若8为编码信息中最常出现 
的数字，则它最有可能表示字母 E ， 即英文中最常出现的字母. 
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我们可以用矩阵乘法对信息进行进一步的伪装.设 A 是所有元素均为整数的矩阵 t 且其 
行列式为±1，由于 A i = ± adjA T 则 A — 的元棄也是整数，我们可以用这个矩阵对信息进行 
变换.变换后的信息将很难破译.为演示这个技术，令 

一 1 2 r 

A 2 5 3 

^3 2. 

需要编码的信息放置在三行矩阵 B 的各个列上. 

■ 5 21 10 ， 

B - 8 7 8 

J 0 2 aJ [Ton 

乘积 



ri 

2 r 


- 5 

21 

10" 


r 31 

37 

29- 

AB = 

2 

5 3 


8 

7 

8 

= 1 

, 

80 

S3 

69 



3 2. 


ao 

2 

3. 


Lo 4 

67 

50. 


給出了用于传输的编码 信息： 

31,80,54,37,83,67,29,69,50 
接收到信息的人可通过乘以 A _ 1 进行译码. 


“1—1 ^ 

|l 

-31 37 29- 

I 

- 5 21 10- 

2 0—1 

l| 

80 83 69 1 

卜 

8 7 8 

-4 1 1 」 

il 

S4 67 5oJ 

1 

.10 2 3. 


为构造编码矩阵 A , 我们可以从单位矩阵 J 开始，利用行运算 11 K 仔细地将它的某一行的 
整数倍数加到其他行上.也可使用行运算 I . 结果矩阵 A 将仅有整数元, 且由于 

det ( A ) det ( J ) =士 i 

因此也将有整数元. 

参考文献 

1 ■ Hansen T Robcrt » T-wo-Year College Mathetnatics Joumal t 13(1) » 1982* 


向量积 

给定 R 3 中的两个向量 x 和 y , 可以定义第三个向暈，即向量积，记为 


若 C 为任意形如 


工 2 A 一 3^2 ^ 

xX y : yiA 

U 2_ 




•Wz 


C 二 


工 t 







⑴ 
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的矩阵，则 


xX y ^ Cufi] + C l2 et + C u fi 3 = C n 

C 13 _ 

沿第一行用公因子展开 det (0, 可以看到 
UO^I det ( C ) ― iwi Cn + xju 2 Ci 2 + Cn = h? T C jr X , y ) 

特别地，若选择 w = jt 或则矩阵 c 将有两个相 N 的行，因此它的行列式为 o . 于是有 

x T (x X y ) = y r {x X y ) ^ 0 (2) 

在微积分教材中，一般使用行向量 

x = (j：i ，巧）和 y = (yi . 火 ， w) 

并定义向量积为行向量 

xX y = (x^yi — y z x^ )i — 一 : xi 工 3 )J. + ( 工】 m — ytJc 2 )k 

其中 i ，^ /和 A 是 3 X 3 单位矩阵的行向量，若在矩阵 M 的第一行分别用 i ， i 和 A 代啓 w ,, % 
和 a 3 , 则向量积可以写为行列式 ： 


i j k 
x X y = X \ 


13 ^i y 2 y 3 1 

在线性代数课程中，通常将 i y 和 jrXy 看作列向量.此时，可以用矩阵的行列式表示向量积, 
其第一行是 A , &和 a , 即 3 X 3 单位矩阵的列向量： 



泛 1 



xX y = 

工 1 


工 3 


3^1 

yt 

yi 


方程 （2) 中给出的关系已经被应用于牛顿力学中.特别地，向量积可以用于定义副法线方 
向，牛顿用它来导出3维空间质点的运动定律. 


应用2:牛顿力学 


若; r 是 R 2 或 R s 中的一个向量，则 x 的长度记为 IUII ，定义为 

|| JC || =(尤 T Jt ) + 

若则向量称为单位向量.牛顿用单位向量导出了平面或3维空间中质点的运动定 
律.若 Jr 和 J 为 R 2 中的非零向鼉，则向量间的夹角0是按顺时针方向旋转两个向量之一使得它 
与另一个向量方向相同所必需的最小角度（如图1 3. 1所示）. 

在平面上移动的质点在平面上的轨迹是一条曲铁.在任一时刻 i 质点的位置可用一向量 
< a U ) »☆(£)) 表示.在描述质点的运动时，牛顿发现将向量在时刻 f 的位置表示为向量 T ( t ) 
和 N ( t ) 的线性组合会很方便，其中 T ( t ) 是曲线在点 U t (0, & U )) 的切线方向上的单位向量 * 
_ 是曲线在给定点的法线（与切线重直的直线）方向上的单位向量（如图 2. 3. 2所示）. 
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在第5章，我们将证明若; c 和 jr 是非零向量且向量间的夹角为化则 

x T y - (I |[ \\ y II cos 6 (3) 

该方程也可以用于定义 R 3 中非零向量间的夹角.由 （3) 可得当且仅当 = 0 时，向量间的夹角 
为直角.此时 * 我们说向量 x 和 y 是正交的.特别地 f 由于 T ⑺和 JVU ) 是 R 2 中的单位正交向 

量，我们有 II HO II = 11 iVCf ) || -1, 且向量间的夹角为 f . 由 （3) 可得 

T ( t ) T N (£) = 0 

在第 5 章，我们也将证明若 jc 和是 R 3 中的向量.且0为向 t 间的夹角 •则 

|U X || \\x !| ]| y || sin d <4) 

在 3 维空间中移动的质点的轨迹为 3 维空间中的一条曲线.此时，在时刻曲线在点 
U ' M , 心（0) 的切线和法线确定 3 维空间的一个平面.然而，在 3 维空间中的运动并不局限在 
--个平面上.为得到播述运动的定律，牛顿 II 要运用另外一个向*，即由 m ) 和 JV ( r ) 确定的平 
面的法线方向上的向景，若£是该平面法线方向上的任一非零向量，则向量 i 与 TU ) 间的夹角 
以及 z 与 NU ) 间的夹角 均应为 直角.如果令 

B ( t ) - T ( t ) XiV ⑴ （5) 

则由 （2) 可得 BU ) 与 TG ) 和 JVU ) 均垂直，因此它在法线方向上. 而且 0 ( t ) 为单位向量, 这是因_ 
为 由 （4) 可得 

II Bit ) !| = || T ( t ) X N (0 || = || T <0 || || Nit ) || ain - 1 
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由 （5) 定义的向量称为副法线向量（如图 2. 3. 3所示）. 



练习 

1. 对下列各种情况1计算 G ) det 04>， 



心利用克拉默法则解下列方程组. 
(a) + 2 i 2 = 3 

3 xi 一 xj = 1 

( d ) 4 - 3 x 2 + x a = 1 

2jCi + xt ^ — 5 

— lx\ 4- 2x 2 — xt = —8 

3. 给定 


Cii)adj 4 t 



-1 

3 

1- 

COA- 

2 

1 

1 


厂 2 

2 

一 


<b)2 工 i + 3x z =2 

3 幻 + 2xi = 5 

( 6 )4 fi + Xi _ 0 

+ x 3 — Zx^ = 1 

X ] + 2^ 3 + = 0 

Xi + Xj + Xi = 0 


「1 1 1- 

(d)A=- 0 1 1 

JO 0 U 

<c) + & — 3 x 3 — 0 

4^1 + 5 x 2 + : a = 8 

一 2xi a：t 4 - 4j: 3 = 2 


A -= 0 4 3 

.1 2 2 . 

用两个行列式的商计算 A _ ] 的 （2, 3) 元索. 

4. 令 A 为练习3中的矩阵.利用克拉默法则解方程组 = ^ 來计算的第三列. 

5. 给定 

12 3- 

A= 2 3 A 

J 3 4 5 J 

( a ) 计算 4 的行列式 . A 是非奇异的吗？ 

< b > 计算及乘积 Aadj A . 

_ 6. 若 A 为奇异的》对乘积 Aadj A 会有什么结论？ 

7. 用坊表示将单位矩阵的第 j 列替换为向童*=(：&，…， & a ) T 得到的矩阵.利用克拉狀法则证明 
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= det (5； > t 其中 i = 1 ， n 
&■ 令 A 为一非竒异的 tjXu 矩阵，其中 n > l . 证明 

det(edj A ) ^ ( deKA ))"- 1 

9. 令 A 为一 4 X 4 的矩阵，若 

adj A — 

( a > 求 detUdj A ), deKA ) 的值应是什么？[提示： 利用练习 S 中的结论 .] 

( b ) 求 A . 

10. 证明： 若 A 为非奇异的 r 则 adjA 为非奇异的 T 且 

Udj A)~ l = det ( A^)A = adj A 1 

11. 证明：若 A 为奇异的，那么 ad 〗 A 也为竒异的. 

12. 证明：若 det ( A ) = l , 则 

adjCadj A ) = A 

13. 设 Q 为一矩阵，它有性质 QM ^ QT . 证明 

韌 _ det(Q) 

I 4 …在信息编码中，空格用0表示， A 用〗表示， B 用2表示， C 用3表示，等等，使用矩阵 

- 1 - 1 2 CT 

1 1-1 0 

A == 

0 0 — 1 1 

_ 1 0 0 — 1 

进行信息变換，并传输 

- 19,19,25, - 21,0,18, - 18,15.3, —8,3 t -2,20 f -7,12 

该信息是什么？ 

15, 设 jc ， y 和 z 为 Ri 中的向 M . 证明下面的结论， 

Ca)xXjr=0 

(b) yXx=-(xXy) 

(c) xX(j+i) = <JtXy) + (jfXi) 

Xj 30 z JC ^ 

Cd)i T CiXy)= yi y 2 
zi £2 

16. 设 ^ J 为 W 中的向屋，反对称矩阵 Ai 定义为 



~ 0 — 工 a JCi 

A ± = 0 — JCi 

■一 x 龙 X\ 0 , 

( a ) 证明 xXy ^ A x y . 

(b) 证明 yXx — Ajy. 
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MATLAB 练习 

前面的四个练习使用輥数矩阵，并演示一些本章讨论的行列式的 性质. 最后两个练习演示我们使用浮点 
运算计算行列式时出现的 不同. 

理论上讲，行列式的值应告诉我们矩阵是否是非奇异的> 然而，如果矩阵是竒异的，且计算其行列式采 
用有限位精度运算，那么由于舍人误差，计算出的行列式的值也许不是零.一个计算得到的行列式的值很接 
近零，并不能说明矩阵是奇异的甚至是接近奇异的，此外，一个接近竒异的矩阵，它的行列式值也可能不接 
近零（见练习 

1. 采用如下方法随机生成整数元素的 5 X 5 矩阵： 

I 1 Q 61 A round ( 10 * randCS )) 和 B = roond (20 * rand (5)> — 10 

用 MATLAB 计算下列每对数 + 在每种情况下比较第一个是否等于第二个. 

U ) dctM ) det ( A T > Cb ) det(A + B ) deKA ) + det ( S ) 

Cc ) det ( AB ) detCA ) det ( S ) Cd ) det ( A T S T ) detCA T ) det ( B T ) 

(e)dei(A-^ l / det ( A > ( f > det ( AB _ J ) det ( A )/ det ( B ) 

2. kXm 的幻方是否非奇昇？用 MATLAB 命令 det ( magic <7 j )) 计算 n = 3，4* … _ 10时的幻方矩阵的行列式. 
看起来发生 T 什么？检验当和 Z 5 时，结论是否仍然成立. 

3. 令下列每种悄形下，用 MATLAB 计算给出的另一个矩阵.说明第二个矩阵和矩 
阵 A 之间的关系，并计苒两个矩阵的行列式.这些行列式之间有什么关联？ 

Ca ) B=At B(Z, - ) = A(1, i ), B ( l ， ： )= A (2, * ) 

( b ) C = A ^ CC 3, * ) = :) 

(OD=Ai DC 5, s ) = AC 5 t > > + 2* AC 4* * ) 

4- 我们可通过如下方法随机生成一个全郎元素为 0 和 1 的 6 XS 矩阵 A : 

A — round ( randC 6}) 

( a ) 这些 0-1 矩阵苛异的百分比是多少？可以用 MATLAB 命令估计这个百分比： 

y = zeros ( 1 ,100)； 

然后生成100个测试矩阵，并且若第 j 个矩阵是竒异的，令: y ( j ) = l ， 否则为0,这可通过 MATLAB 中 
的 for 循琢容易地实现.循环如下； 

for j — I ! L 00 

A = roujid ( ratndC 6)) % 
y(j) — ( det ( A ) = 0)； 

©nd 

(注： 在一行的后面加上一个分号用于抑制输出.建议在 for 循环中用于计算的每，行后面均添加分 
号 .） 为确定生成了多少奇异矩阵，使用 MATLAB 命令 sumO ). 生成的矩阵中奇异矩阵的百分比是 
多少？ 

( b ) 对任意正整数〜可以通过下面命令随机生成元索为从的整数的矩阵力： 

A = roundC (n 十 1〉 * rand <6)> 

若 n = 采用这种方法生成的矩阵中奇异矩阵的百分比是多少？ n = 6 呢？ n =10 呢？我们 p 了采用 
MATLAB 对这些间题进行估计1对每种情况，生成100个测试矩阵 T 并确定其中多少矩阵是奇异的. 

5. 若一个矩阵对舍人误差敏惑，则计算得到的行列式将会与萁实值有极大的不作为这个问题的例子*令 
U = romid ( l 00* randao)>j U = 1) + 0. I * e ^ Q 0> 


行 列式 
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理论上. 


ft 


detCt/) - detCC/ T ) = KT J0 


dct(L7U T ) = det([/)det(t； T ) 10 ， 

用 MATLAB 计箅士 t ( L 7) ， det ( t /) 和 deKU W ). 计算结果和理论值是否相同？ 
6,用 MATLAB 构造矩阵 


A = uander(l ? 6) \ A A — diag ( aum ( A f )> 

( a ) 由构造， A 的每一行所有元素的和均为零-为检测结论，令 x = ones (6, 1)，弁用 MATLAB 计算乘积 
八上，矩阵 A 应为奇异的 T 为什么？试说明 理由- 用 MATLAB 函数 det 和 inv 计算 det ( A ) 和人― 1 .哪一 
个 MATLAB 函数作为奇异性的指示闲数更 可靠？ 

⑹用 MATLAB 计算 d e t ( A T ). 计算得到的 detG4) 和 det(A T ) 是否相等？另一种检测矩阵是否奇异的方法 
是计算它的行最简形.用 MATLAB 计算 A 和 A T 的行最简形， 

( c ) 为看清问题在哪里，知道利用 MATLAB 如何计算行列式是很有帮助的. MATLAB 计算行列式的方法 
是.首先将矩阵进行 分解. 矩阵 L 的行列式为士 1，正负号依賴于在计算过程中进行了奇数或偶数 
次行 交换. A 的行列式的计裤值是1/的对角线元素的乘积乘以 < kt ( L ) = 士 1 得到. 特别地，如果初始矩 
阵的元素为整数，则行列式的准确值应为整数，此时 MATLAB 将把它计算的结果舍人到最接近的整 
数.为看出对初始矩阵做了什么，使用下列命令进行计算，并显示因子 L 7. 

format short e 


[L,U] - lu(A)^ r U 

在精确箅术运算时 t / 应为奇异的.计算得到的 U 是奇异的吗？如果不是，哪里有问题？使用如下命令观察 
计算 JfdetOU 的余下过程. 


format short 
d — prodC diag<L T )) 
d = rounder ) 


测试题——判断正误 


对下列各题，当命魎总是成立时回答真否则 tEl 答假 （ false). 如果命题为真，说明或证明你的结论 , 
如果命题为假，举例说明该命题并不总是成立的 . 对下列每种情况，假设所有矩阵为 nX n 的 . 

L deUAB )^ d ^ t ( BA ) 

2 * det( j4 + jB) = det(A) +det(B) 

3- det(tA) = cdet(A) 

4. det((AB) T ) = det(A)det(B) 

5. det(A) = tkt(B ) 可推出 A=B. 

6. detM 4 ) = det(A>* 

7. — 个三角形矩陈是非奇异的 当巨仅 当它的对角线上的元素全不为零 . 

8. 若为 T 中的非零向量 T 且 Ai = 0, 则 detCA) = 0. 

9. 若 A 和 B 为行等价矩阵，则它们的行列式相等 . 

10- 若 A 才 (X 但 "=0( 其中 O 为零矩阵）对某正整数 A 成立，则 A 必为奇舁的 . 


测试题 U 


1■令 A 和 B 为 3 X 3 矩阵，且 det < A ) = 4, det ( B )=6 t 令 E ： 为第 I 类初等矩阵，计算下列各值^ 


圃 
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(a)det(-|-i4 ) 

(bidetCB-'A 1 ) 

Cc}det(EA 2 ) 

2* 令 

-x 1 1 

A — 1 x — 1 

( a ) 计算 deUA ) 的值（答案应表示为 i 的函数）. 

( bXr 取何值时*矩阵为奇异的？试说明. 

3. 给定矩阵 


1 3 S 10 

J 4 10 20_ 

U ) 求 A 的 LU 分解. 

( b ) 利用 LL 7 分解求 det ( A ) 的值* 

4. 若 A 为一 n X 71非奇异矩阵，证明 A T A 为非奇异的，且 det ( A T A )>0. 

5. 令 A 为一 nXn 矩阵.证明：若对某非奇异矩阵3有5 = 5 - US , 则 detCB ) = d e tG 4). 

S . 令 A 和 B 为 nXn 矩阵，并令用行列式证明：如果 A 或3为奇异的，则 C 必为竒舁的， 

7-令 A 为一 n X n 矩阵，并令 A 为一标暈.证明 

det(A — AD = 0 

的充耍条件为 

[lOSl 对某 jt 式0成立 

S •令 ： c 和 y 为 R " 中的向其中4>1.证明： 若八 =巧' 则 = 

9.令 jc 和 j ? 为 IT 中不相同的向章（即 jf / jy ) ,并令 A 为一 nXn 矩阵，满足性质 Ajc =办，证明 det 〈 A ) = 0. 
n ^9 l 10. 令 A 为- 元素是整数的矩阵.若 I det ( A ) I -1, 则你能否知道 A 1 的元聚是什么类型的？试说明. 





加法和标量乘法的运算在很多数学领域中都有使用.然而，如果不考虑领域的话，这些运 
算通常遵循着统一的代数法则.因此，关于涉及加法和标量乘法的数学系统的一般性定理可能 
也可应用在很多数学领 域中. 这种数学系统称为向童空间或线性空间.本章将给出向置空间的 
定义，并给出某些一般性的定理. 


3. 1定义和例子 


本节我们给出向量空间的定义.在此之前，首先看一些例子.我们从欧几里得向量空间 
开始. 

欧几里得向 置空间 

也许最基本的向量空间就是欧几里得向量空间『，71=1，2, 为简单起见，我们首先 

考虑 R 2 . R 2 中的非零向量在几何上可表示为有向线段.这种几何表示将有助于我们理解％ 

中标量乘法和加法运算的作用.给定一非零向可将其和一个坐标平面上从（0, 0) 

到（4, 的有向线段对应起来（参见图 3. 1.1). 如果将有相同长度和方向的线段看成是相同 

的（见图 3. 1.2)，则 x 可用任何从 W 到6十々）的线段表示. _ 

例如， K 2 中的向量 D 可以表示为从<2, 2) 到（4, 3) 或从（一1，一 1) 到（1， 0) 的有向 


线段，如图3, 1,3所示, 



图 3, L1 


图 3, 1. 2 


图 3.1.3 
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我们将向量 


^1 


J 


的欧儿里得长度看成是任何表示 x 的有 


向线段的长度.从(0, 0) 到 （ a , 的有向线段长度为 

&和每一标量^乘积 a 定义为 

- 

奴 1 一 


(见图 3. 1. 4). 对每一向量 



_ " 

L jC j - 

- 



例如，如图 3. 1.5 所示，设 r 


「2 


，则 



2- 

T61 

"— 4" 

X — 


, 3jf ► — 2 jc = 


1 - 

Ls 」 

睡 一 2- 


向量3^的方向和 x 相同，但长度为 x 的 3 倍，向量一 x 和 x 有相同的长度，但它指向相 
反的方向.向量 一2 x 的长度为 x 的二倍，且方向和一 x 相同. 




a ) 


b ) 


3 v 




c ) 




图 3-1-5 


两个向 M 


的和定义为 


Wi 

^Ui _ 


q I 

~r/ z - 


U } + 

Lu z H - 巧」 

注意，若 V 放置在 U 的终点上，则 tt + V 就表示为从《的起点到 V 的终点的有向线段（见 
图 3.1.6). 如果《和1^均放置在原点，且构成一个如图 3. 1.7 所示的平行四边形，则该平行四 
边形的对角线将表示和《+1与差 v —类似地， R 3 中的向量可表示为3维空间中的有向线段 
(见图 3. 1. 8), 

一般地，中的标暈乘法和加法定义为 



ax \ 


"xj 十; yi _ 

ax = 

: 

和 x-^y = 

^2 H - yt 

-i 

* 

* 


[tXXn_ 





向量空间 
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其中 x . Ma 为标量. 




向置空间 R miin 

我们也可以将 R fl 空间看成是所有元索都是实数的 XI 矩阵的集合 . R " 中向量的加法和 
标量乘法就是通常的矩阵的加法和标量乘法*更一般地，用表示所有 mXr * 实矩阵的集 
合-若 A = (%)， 且则它们的和 A + B 定义为 m X n 矩阵 C = (4 ) ,其中 + 
岣.给定一标量 a , 可定义 aA 为一 mXn 矩阵，它的（£， ）） 元素为于是，根据集合上 
运算的定义，可以建立一个数学体系. R mX " 上的加法运算和标童乘法运算遵循着特定的代数法 
则.这些法则构成了定义向量空间概念的公理. 

向置空间的公理 

定义 令 V 为一定义了加法和标量乘法运算的集合.这意味着，对 V 中的每一对元素 jt 
和 Jt 可惟一对应于 V "中的一个元素 Jf + h 且对每一个 V 中的元素 Jf 和每一个标量 a , 可惟一 
对应于 V 中的元素 ax . 如果集合 V 连同其上的加法和标 f 乘法运算满足下面的公理，则称为 
向置空间 （ vector S p ace ). 

AL 对\^中的任何芄和 j ?, = 

A 2. 对 V _的任何 Xt f 和 z ， 0+ j )+ z = x + 

A 3. V 中存在一个元素0,满足对任意的 jtGF 有 x +0 
A 4. 对每一 存在 V 中的一个元素一文，满足 jf +(— 

A 5. 对任意标量 or 和 V "中的元素 Jf 和: y ，有 + = aJt + a j ?. 

A 6, 对任意标量 a 和存及 x 6 V ， 有 = 

A 7. 对任意标量 ct 和及 xeV ， 有 = 

A 8, 对所有 x€:V t 有 1 ■ x^x r 

我们称集合 V 为向量空间的全集.它的元素称为向置 （ vector ), 并常用黑斜体小写字母《, 
A A 6 J 和 z 表示.术语标 l ( S cala r ) 通常是指实数，尽管在某些情况下，它还用于指复 
数.标景一般使用斜体小写字母〜心 C 或希腊字母 a » 士 y 来表示.在本书前五章中， 术语 
标量 一般指实数.通常用实向 量空间 （real vector space ) 表示标量的集合，即实数集合，在公理 
A3 中，使用了黑体 0 ,用以区分零向量和标量 0 . 

定义中一个重要的部分是两个运算的封闭性.这个性质可以归纳如下： 
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Cl. 若 JCeV， 且 a 为标 M, 则 
fim C2. 若 X， yev , 则 Jc+y6V. 

为说明封闭性质的必要性，考虑下面的例子.令 

w = {Ca,D I a 是实数 } 

在其上按照通常的方法定义加法和标量乘法.对 W 中的元素 （3, 和（5，1)，它们的和 

(3，1) + (5，1) = (8,2) 

却不是 W 中的 元素. +运算不是定义在集合 W 上的，因为性质 C2 不成立.类似地，标量乘法也 
不是定义在 W 上的，因为性质 C1 不成立，集合 W 连阆 加法运算和标童乘法运算不是向量空间. 

另一方面，如杲给定一个集合 U， 并在其上定义了满足性质 C1 和 C2 的加法运算和标暈 
乘法运算.则必须检验八个公理是否满足，以确定 C/ 是否为向量空间，我们将 RV 和连同 
通常的矩阵加法和标童乘法均为向量空间的验证留给读者.还有很多重要的向量空间的例子. 

向置空间 C [ a ( b ] 

用 CO, 6] 表示所有定义在闭区间 [a， 上的实值连续函数.此时，全集为一函数集合. 
因此，我们的向暈为 C[a, 幻中的函数. C[a, &] 中两个函数的和/+$定义为对所有 6] 
中的 

〔/+ 尽〉（工） = /( 工 ）+ g(x) 

新函数 /+s 也是 cu， 幻的元素 * 因为两个连续函数的和仍为连续函数.若/为 cu， «中 
的函数， a 为一个实数，则 o / 定义为对所有 6] 中的 X， 

( af )( x ) = a fix ) 

显然，《/是 C[a, 6] 中的元素，因为一个常数乘以一个连续函数也总是连续函数.因此，在 C 
Ca , 幻上，我们定义了加法和标量乘法运算.为证明满足第一个公理，即我们必 
须诹明 

</- h ^ Xx ) - (g + /) Or )， 对所有 [ a， 幻中的 z 成立 
这个结论是成立的，因为对所有[〜幻中的 t ， 有 

(/+ ( 工） =/( 工 ）+ g(^c) ™ g(^) H- /( 立 ） =(g 十 /) (x) 

公理 A3 是成立的，因为函数 

r(x) = 0，対所有 [ a，6] 中的: c 

就是零向量 f 因此 

/+= = /, 对所有中的/成立 
im 留给读者去验证向量空间的其他公理均成立. 

向量空间 

令表示次数小于 n 的所有多项式的集合.定义 P+g 和为对所有的实数 x ， 有 

(汐 + g) (工）= pix) -f- g(x) 

且 


此时，零向量是零多项式 * 


(ap)(x) = ap (工） 
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。 ( 工 ）= 0^ 1 + 0 广 2 + ■.. + Ox + 0 

容易验证向量空间的所有公理都成立 4 因此 Pn 连同一般的函数加法和标量乘法构成—个向量 
空间* 

向置空间的其他性质 

我们用向量空间中的三个更基本的定理来结束 本节. 其他重要的性质在练习7、8和9中给出. 

定理 3. 1,1若 V 为向量空间，且 x 为 V 的任一元素，则 
( i )0 jc =0. 

Cu ) x ^ y = Q 蕴涵太（即 jc 的加法逆元是惟一的）， 

(iii)< —l)jf= —jc, 

证由公理 A6 和 A8 , 有 

x ^ Ijc = (1 + 0)jt = lje + Ojc x + Ojc 

因此 

—jc + 1 =一 + (jt + Ox) = (— + jO + Ojt 

0^ 0-hOx Ox 

为证明 （ ii ), 假设广 ^=0 .则 

— x x -[ 0 —— x + <jt+ y") 

故 

一 x ，(一 x + je)+_y — 0 + y = 

最后，为证明 （ iU ), 注意到 

fl = Ox = <l + (-l>)jr = lx+(—1 )jc 

因此 

Jt + (— l)Jt = 0 

并由结论 ( ii ) 有 

(- l ) x^-x m _ 

练习 

1. 考虑 中的向6) 7 和戈2 = (4, — 1> T . 

( a ) 求每一向里的长度. 

( b ) 令求 A 的长度，它的艮度与 A 和心长度的和有什么关系？ 

< c > 画围说明在几何上如何利用 A 和々构造右.利用这个图形给出你在 ( b ) 中得到的答案的一个几何解释. 

2* 重复练习 I 取向 M a = (2, 1) T 和 ^ = (6, 3) T , 

3.令 C 为复数集合.定义 C 上的加法为 

Ca + & i ) + (c + rfi ) - U + c ) + G + d)i 

并定义标蚩乘法为对所有实数 u 

' cr(a 十祝 〉 = aa + ab \ 

证明在这些运算下* C 为一向量空间. 

4* 证明 K #" 连同通常的矩阵加法和标贵乘法满足向贵空间的八个公理. 
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5, 证明 6] 连同通常的函数标进乘法和加法满足向嫉空间的八个公理. 

6* 令 P 为所有多项式的集合*证明 P 连同通常的函数加法和标童乘法构 成向摄 空间. 

7. 证明0元索在向 M 空间中是惟一的. 

8. 令X， y 和 t 为向蛩空间 K 中的 向驗. 证明：若 

x-h y = x + i 

则 y - z - 

9. 令V为一向贵空间 * 并令; cev . 证明： 

( a ) 对每一个标盘沒， 

( h ) 若 aX = G ， 则 a，0 或 x=0. 

10. 令 S 为所有有序实数对的集合.定义 S 上的标 M 乘法和加法为 

ffCxi 1 ) 

Cxi ^ Cj?i *yz) = ix\ + 为 ， 0) 

我们用符号㊉表示该系统的加法 t 以避免和通常行向童的加法混淆.证明 s 连同普通的标撤乘法和 
加法运算©不构成向盘空间.八个公理中的哪个+满足呢？ 

11. 令V为所有有序实数对的集合，并定义加法为 

Cx] ,jCt > H- Cjf] r y 2 ) = (Xi + y ， J： 2 + y 2 ) 

标 M 乘法为 

a c (xi *x 2 > = CdTi ，： c 2 ) 

该系统的标量乘法采用了不同的定义方法 T 因此，我们使用符号以避免和通常行向贵的标贵乘法混 
淆.对这些运算，V是否构成向置空间？验证你的答案. 

12. 令 R 1 表示正实数的集合.定义标进乘法运算。为对每一 X6IT 及任何实数 

a ^ X = 

定义加法运算㊉为 

^ = 对所有的 T，：y6 

因此，该系统中一3乘以 f 的标量乘积为 



2与5的和为 

205 = 2*5 - 10 

IT 连同这些运箅是否构成向虽空间？证明你的结论. 

13.令 R 为所有实数的集合.定义标 M 乘法为 

or = q (通常实数的乘法） 

定义加法（记作 ㊉ ）为 

工 © V = maxC ^ ij ?) (两个 实数中的较大值） 

R 连同这些运算是否构成向盘空间？证明你的结论 - 
14-令 Z 表示所有整数的集合，按照通常的意义定义加法，标 M 乘法（记为 •> 定义为 

a^k = \ Lal^k 对所有的 ke Z 
其中1 0 ]]表示不超过《的最大整数.例如， 

2* 25。4 = [2, 25]) • 4 = 2 . 4 = 8 
证明 Z 连同这些运算+构成向惫空间.哪一个公理不成立呢？ 

15. 令 S 表示所有实数无限序列的集合，在其上定义标童乘法和加法为 

a { a „}= { aa „ } 
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{a«} ~h = {a„ + b A ) 

证明 S 为一向世空间. 

IS . 我们可在 八中的 元素与 JT 中的元素之间建立一一对应关系 

於（工 ） —ai + £i s ：r+ …+ a „ x n ~ l —(七 ，…= a 

证明：如果且贝 lj 

(a) 对任何标贷 a，Qp^+ ma . 

(b) p -\- q *-^ Or ~\- b . 

[一般地，如果两个向童空间的元素间可以建立一一对应的关系，井在标 M 乘法和加法意义下保持 U) 和 
a) 成立，则称这两个向最空间为同构的 （isomorphic),] 

3-2 子空间 


给定一个向量空间 V ,常常会用到在 V 上定义的运算意义下， V 的一个子集 S 所构成的向 
量空间.由于 V 为一向量空间，加法和标量乘法运算总是会得到 V 中的另外一个向量.若要 
使以 V 的子集 S 作为全集的系统成为向量空间，则集合 S 必须对加法和标量乘法运算 封闭. 
也就是说， S 中两个元素的和仍为 S 中的元素，且一个标量和一个 S 中的元素的乘积仍为 S 中 
的元素， 


►例 J 令 


S 为 R 3 的一个子集*若 


S 


工1 

LXi J 


Xi ~ 2j：j 



为 S 的任一元素，且 a 为任意标量，则 


仍为 S 的元素 ，若 



为 S 中的任意两个元素，则它们的和 


' a+b ^ 


* a + b _ 

.2a Zb. 


.2(a-hb). 


仍是 S 中的一个元素.容易看到，一个由 S (而不是 R 2 ) 连同 R 2 上的运算组成的数学系统构成 
向量空间. < _ 

定义 若 S 为向量空间 V 的非空子集，且 S 满足如下 条件： 

(i) 对任意标量從，若则 

( ii ) 若 则 X +： V 6 S . 

則 S 称为 V 的 子空间 （ subspace). 

条件 G ) 说明， S 在标量乘法意义下是封闭的*也就是说， S 中的一个元素乘以一个标量， 
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其结果仍为 S 中的一个元素，条件 （ U ) 说明， S 在加法意义下是封闭的. 也就 是说，两个 S 中 
元素的和仍为 S 中的一个 元素. 因此，如果利用空间 V 上的运算对 S 中的元素进行算术运算， 
总会得到 S 中 的元素+ V 的一个子空间即是一个在 V 上的运算意义下封闭的子集 S . 

令 S 为向量空间 V 的一个子空间.利用 V 上的加法和标童乘法运算，我们可以构造一个 
新的以 S 为全集的数学系统.容易看到，这个新的系统满足所有八个公理.公理 A 3 和 A 4 可 
由定理3, 1. 1和子空间定义中的条件 （ i ) 得到.其他六个公理对 V 中的任何元素都是成立的， 
特别地，对 S 中的元素也成立. 因此， 以 S 为全集的数学系统连同从向董空间 V 继承的两个 
运算满足向童空间定义中的所有条件. 向量空间的任何子空间仍为向量空间. 

注1.在向量空间 V 中，容 易验证 {0} 和 V 是 V 的子 空间.所有其 他子空间称为 真予空 
间 （proper subspace ), 我们称 { 0 } 为零子空间 （zero subspace }. 

2. 为诹明 一个向量空间的子集 S 构成一个子空间，我们必须证明 S 为非空的且满足定义 
中的闭包性 质⑴和 （ ii ). 由于每个子空间必包含零向量，因此可以通过证明 06 S 来验证 S 是 
非空的. 

►例2令3={(々 ， m a) t | 因为< =(1，1， 0) T € S , 因此 S 非空.要证明 
S 为 R 3 的一个子空间.我们需要验证两个闭包性质成立. 

〜6) 7 为3中的任意向贵，则 

ax = (aa taa ta^) T G S 

( ii ) 若 Gz , 6)7和（0 c ， d ) T 为 S 中的任意元素，贝 ■】 

(<a T a f 6 ) T + Cc , t,^> T = (a + <: 十 6 S 

由于 S 非空且满足两个闭包条件，故 S 为 tt 3 的子空间* < 

_ ►例3 令叫 

将不是子空间 * 此时，第一个条件不成立，因为 


工为一实数^如果子空间定义中的两个条件任意一个不满足，则 S 


因此， s 不是一个子空 N . 事实上 * 两个条件都是不成立的. s 在加法意义下不封闭，因为 



+ ：/ 


竽 S 




>例 4 ^ S ={ A ^ R 2XZ | a 12 -- a 2 l }, 集合 S 是非空的，因为 0( 零矩阵）在 S 中.为证明 
S 是一个子空间，我们验证其满足闭包性质： 

( i ) 若则 A 必形如 


A = 




因此 


a? A = 
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由于 aA 的(2， 1) 元素为负的（1， 2) 元素，所以 a AeS , 
nes , 则它们必彤如 


由此 



于是 A + B 6 S . 


八 + B = 


「 a + d 
■一 (h + e) 


b - he ^ 
c + /_ 


4 


►例 5 令 s 为所有次数小于《的多项式集合，且 〆 0) = 0. 集合 S 为非空的，因为它含有 
零多项式*我们说 SSP M 的子空间.因为： 
co ^ p ( x ) es , 且^为标量，则 


ap CO) = a • 0 = 0 

因此 ， apH 

( ii ) 若夕 U ) 和 gCr ) 为 S 中的元素，则 

ip + q ) (0) = p (0) + g <0) =0 + 0 = 0 

因此 p + g € S . 4 

►例 6 令 C |>，6] 为定义在 [ a ，6] 上的《阶连续可导函数 / 的集合，我们将 C 0, 6] 是 
C [ a , 6] 的子空间的验诹留给读者. ^ 

►例7函数 / Cr 〉=|: r | eC [— 1, 1], 但它在 z =0 处不可导，因此它不属于 CT — 1， 1]. 

这说明 c j [- i * 1 ] 是 c [一 1 ， 1] 的真子空间.函数贫 （d | x 丨 ec l [- i f 1 ], 因为它在 

C -1，1] 内的任何一点可导，且 〆 0 r )=2 丨： r 丨在[―1, 1] 内连续.然而忌 1], 因 
为 / Or ) 在 : c = 0 点无定义.因此，向量空间 C [:一 1， 1] 为 C [— 1， 1] 和0[_1, 1] 的真子 
空间. 痛 

►例8令 S 为 GO , 6] 中所有函数/的集合，满足对所 有属于 [ a ，6] 的 z ， 有 

f ( x ) + fix ') = 0 

则集合 S 非空，因为零函数属于 S . 若 / GS , 且 o 为任一标量，则对所有属于 U ， 幻的工，有 

( a /,( x ) 十 （ a /) (工)= + a /( J ) 

= aifix) 十 /Cx)) ^ a * 0 =- 0 

因此 a /6 S . 若 / 和哀均厲于 S , 则 

(/十 (文）+ (/十 工）=/^(尤> 十 g if ix ^ + fix 、 g ( x ) 

^ [/’( JT ) + /(戈>] + 匸/(工） 十 总(工)] 

^0+0^0 

因此，所有 [ a , 幻上微分方程 / + y 二0的解构成 C 2 [〜 幻的一个子空间.注意 / U )= siiLT 和 
g ( x )^ cosx 均属于 S . 由于 S 是子空间 t 因此任何形如 Cistnj ：- hc z cosx 的函数也必属于 S . 容 
易验证，这样的函 数是/ = 0 的解 I 4 

矩阵的零空间 

令 A 为一 mXn 矩阵. 令 iV 04) 为所有齐次方 程组& =0的解的集合.于是 
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N ( A ) = {jt e R " I Ax - 0} 

我们说 AKA ) 为 1 C 的子空间.显然 06 WA )， 所以 NM ) 非空. 若托 JVG 4)， 且 a 为一标量》则 

A ( fljf ) = a Ax — aO — 0 

因此 w 6 iV ( A ). 若1和3?都是中的元素，则 

A(jc 十 _ y ) = Ax 十 Ay = 0 + 0 = 0 

因此， jr+y6N(A). 由此得到 JV(A) 是 R" 的一个子空间.所有齐次方程组 /Lt = 0 的解的集 
合构成了 R n 的一个子空间.子空间 N ( A ) 称为 A 的零空间 （ nullspace ). 

►例9若 

- 1110 - 
-2 10 1 - 


A 


[1201 求 N(A). 

解 用高斯-若尔当消元法求解 Ajt =0, 我们得到 

1 1 0 


■ 2 


_0 


o vr 1 1 

0」 Lo — 1 —2 

0 —1 lion ri o — 1 1 

1 -2 lo」—Lo 1 2 — i 


行最简形包含两个 6 由变量， 即&和 

JCl = Xg — X 4 
X2 =— 2X 3 + ^4 

因此，若令工 3 = at Xi 二戶，贝 ! I 


X 


为 = G 的一个解.向量空间 iV ( A ) 包含所有形如 


_ a —厂 


_ r 


- _ r 

一 + " 


-2 

+ iS 

1 

a 

= d 

1 

0 

- P - 


. o _ 


.1_ 



_ r 


■- r 


-2 


i 

tx 

i 

+沒 

0 


_ 0. 


L 1_ 


的向量，其中 a 和0为标鼍. ^ 

向 量集合 的张成 

定义令巧，吟 ，… t 为向量空间 V 中的 向量. ojVj 十0^ +… +0„ v n C 其中如， a 2 ，…，％为标 
量)称为向量 V ,,灼， …， v M 的线性组合 (linear combination). 向量 Vi , v 2 ， 的所有线性组合构成 
的集合称为 Vi, … ， v n 的张成 (span). 向量 n ， v„ 的张成记为 Span(vi ,乂 

例9中我们看到 A 的零子空间是向量 <U —2, l t 0厂和（一 U 1, 0, 1厂的张成. 

►例10 R 3 中向董 h 和〃 2 的张成为所有形如 
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aei -h — 

.0_ 

的向量的集合.读者可以验证 S P an < q , 为圯的一个子空间. 

这个子空间从几何上可表示为所有 平面内3维空间的向量. 
(见图 3 U/)c Q 的张成为所有形如 

r 

+ at e 2 + £E3 fi a — fla 
Lofa - 

的向量的集合.因此 Span ( e ] ， m 
定理 3, 2, 1 若 V! ， R t …， v „ 为向量空间 V 中的元素，则 
SpanCvj , v ZJ *** , v n ) 为 V "的一个子空间， 
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证令/5为一标量，并令 + a 2 v £ +…+儿％为 Span ( v ! , v 2 » v n ) 中的任意一个 
元素.由于 


/9v = (jSori)V] + (和 2 )h + …十 (jflbr tf ) v n 

因此 A € Span(A ，…， v n ). 下面我们必须证明 Span ( v _ ，…， 6) 中元素的和也在 Spanh , 
v w ) 中，令 + …十， w= 呙 Vi+.■• 十 /^Vd .则 

v+w= (cn + 谇 ）Vi + … + 6 Span<Vi ， … ， v n ) 

因此， Span ( v: t …， v n ) 是 V 的一个子空间. _ 


一个 f 中的向鼍 JT 属于 Sp ^ nU lt &) 的充要条件为它落在3维 
空间的平面内.因此，几何上可将子空间 Span ( A ，看成 
工 m 平面（见图 3. 2. I ).类似地，给定两个向景 X 和若 
(0，0，0)， ixi , J ：2 f x 3 ) 及 （yit M ， 不共线，则这些点确定一 
个平面.若则 z 为平行于 x 与 y 的向量的和，因此必落 
在这两个向量确定的平面内（见图 3.2.2). —般地，如果两个向量 x 和 
可确定 3维空间中的一个平而，则这个平面就是 Sp ^ iU ， y ) 的几何 
表示. 



图 3. 2* 2 


圍 


向最空间的张集 

令％，巧，…，巧为向量空间 V 中的向量.我们用 SpanCv ! ， v fl ) 表示由向量 v ! ， v 2 ，…， 
v fl 张成的 （ spanned ) V 的子空间.可能有 Spati ( Vl ，…， 0=- V 的情形，此时，我们说向童 
Vi ，…，张成 （ span ) v ， 或彳〜 V ,丨是 V 的一个张集 （spanning set ). 因此我们有如下的 
定义. 

定义 v n } 是 V 的一个张集的充要条件为 K 中的每个向量都可写为 v M v 2 ，…， 
的一个残性组合. 


►例 11 下列哪个是 R 3 的张集？ 
( a ) {* ^2 * ^3 1 (1 > 2» 3) 1 } 
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( b ) {( l , 1_ 1)' (1，1, 0) T ，（ U 。， 0) T } 

( c ) { Cl ， 0, 1) T , (0, 1， 0) T } 

(d) UU 2, 4) 、（ 2 ， 1 ， 3) T , (4, -1, 1) T } 

解要确定 个 集合是否张成 R \ 必须确定圮中的任意向量 U , 6, <:) 7 是否可被写为集 
合中给定向景的线性组合.对情形 U ), 容易看到 U , 6, c ) T 可写为 

ia tb t c) T — a£i + be z +c« 3 H~0(1 ， 2,3) T 
对情形 （ b ), 必须确定是否能找到常数 a2 ，&，使得 


这可导出方程组 


~ a ~ 


I - | 




T 

b 

™ Qi 

1 

+ m 

1 

+ 

0 

_ c _ 


丄 


_ o _ 


■0_ 


a! +aa -hffa — a 


Ofl +0 f 2 = b 

\12S\ a\ = c 

由于方程组的系数矩阵非奇异，故方程组有惟一解.事实上.我们求得 


^ a \~ 


c 

ai 

— 

b 一 c 

- a 3 - 


ja —汊 


因此 


~ a ^ 


~r 


T 


■r 

h 

— c 

l 

+ (a — c ) 

i 

+ (a — 6) 

0 

X . 


丄 


_ o _ 


_0_ 


所以这三个向童张成 

对情形 （ c )， 我们注意到，（1，0, I ) 1 和(0, 1, 0) T 的线性组合得到彤如士 a > T 的向 
置，因此， R 3 中的任何向量 ( a，S (其中 a 參 c ) 不可能在这两个向量张成的集合屮， 

对情形 （ d )， 可用与 （ b ) 相同的方法处理.若 


则 


~a~ 


T 


r 


_ 4 T 

b 

JC. 

= ai 

2 

_4 一 

+ CC2 

i 

_3_ 

十众 3 

—1 

_ L 


£*1 十2:0；2十 4 o ：3 = a 
2 ai + cti 一 = b 
4a 』 十 3 幻 + 幻 = c 


然而，此时系数矩阵是奇异的.利用高斯消元法将得到方程组 


Ql + 2ll2 + 4ff 3 


ai 3<i3 



0 = 2a — 3c + 56 


若 
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2 a — 3 c + 56古0 

则方程组不相容.因此，对多种 a , 6, c 的选择，不可能将 U ， &， c ) T 表示为（1，2, 4) t , 
(2, 1， 3 ) T S (4, 一1， 1) T 的线性组合.向童不能张成 R 3 . ， 

►例12向董 1 — P ， r +2 和 P 张成 P 3 . 因此，若 a £ +^+ c SP 3 中的任意多项式，则 
可以求得常 数⑷， 奶和 a 3 ，使得 

肛 2 + + c — ai (1 一 x a ) + 幻 （i + 2) + 

事实上， 

ai (1 — P ) + 幻 （T + 2) + Of 3 ： r 2 = (a 3 — m ) 工 2 + a 2 x J r (ai + 2a z ) 

令 




= a 

az 


= b 

cri 

+ 2oti 

— c 


并求解，我们有 ai = c _26， as = 6及 as — 2 b , 4 

例 11( a ) 中我们看到，&， e 2 , (1，2, 3) T 张成显然 R 3 可仅使用 a ，， e 3 张 

成.向量 （1, 2, 3) T 并不必要.下一节将讨论寻找向量空间 V 的最小张集 C 即包含最少向量数 
的张集）. 

练习 


1. 确定下列集合是否构成 R 2 的子空间. 

(a>{(jr" jc2> t I xi + jr £ =0) 

(c){ Cj：i i x 3 ) T I } 

, ^) T I 4 = 4 ) 

2. 确定下列集合是否构成纪的子空间. 

(a){ ix\ t X 2 t jr 3 ) T I J：! + ^ — 1} 

(c> {( 尤 ” x 2 i > T l a : 3 = j：i +j : 2 } 

3. 确定下列集合是否构成的子空间. 

( a ) 所有 2 X 2 对角矩阵的集合 

( e ) 所有 2 X 2 下三角形矩阵的集合 
( e > 所有 2 X 2 矩阵 B 的集合，其中 & u -=0 
( g ) 所有 2 X 2 竒异矩阵的集合 

4. 求下列矩阵的零空间. 

f 2 in 

⑷ [3 J 

-1 3 -4- 

(c) 2 -] 一 1 

，1 —3 4_ 

5. 确定下列集合是否为尺的子空间.（小心！） 
U ) 历中偁数次多项式的集合 

( b > 所有3次多项式的集合 


工 2) 1 | Xl j ： 2 = 0 } 

(d)“x 】 ， x 2 ) r I u ■卜 i ) 

(bM (尤 1* x z y x 3 ) t I jri —JCa } 

(d){{jri f xi , x 3 ) T 丨 或 & = 而 } 

(b) 所有 2X2 三角 形矩阵的集合 
U) 所有 2X2 矩阵 A 的集合，其中 〜 e = l 
U) 所有 2X2 对 称矩阵的集合 


2 一 3 -n 


Cb ) 

_ —2 

_4 fi 

3_ 


' 1 

1 _1 

r 


2 

t —3 

l 


厂 1 

-1 0 

-5. 
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Cc)P, 中满足〆 0)=0 的所有多项式〆 _r) 的集合 
Cd) 尸，中至少有一个实根的所有多项式的集合 

6 . 确定下列集合是否为 C [一 1, 1] 的子空间. 

( a )c [—1，〗]中满足 /(-l)=/n) 的所有函数/的集合 

(b>C [ —1, 1] 中所有奇幽数的集合 

(c) [一 1， 1] 上所有非减的连续函数的集合 

u)c[— 1， 1] 中满足 /c—i)=o 且 /a)=o 的所有函数/的集合 

(e)C[ — 1， 1] 中满足 /( 一 1> = 0或/(1) = 0的所有函数/的集合 

7. 证明 C "[ a , 6〕是 C [ a , 6〕的一个+空间. 

S. 设 A 为中的固定向童，设 S 为与 A 可交换的所有矩阵的集合，即 

S = {B f AH = HA .} 

[1251 证明 S 是 R" “的子 空间. 

求由所有与下列给定矩阵交换的矩阵组成的 R 5X2 的子空间. 


‘1 0- 


_0 0- 

厂1 In 

-l i- 

.0 -1_ 

(b) 

(c) (d) 



.1 0. 

Lo lj 

,1 i. 


10* 令 A 为一圯〃中特定的向盘+确定下列集合是否为的子空间. 

(a)S,={B6R 2X3 | 3A = 0) Cb)5^{B6R ZX2 I AB^BA) 

(c)S 3 ^{B6R 2xz I AB+B=G} 

H . 确定下列集合是否为 R 3 的张集， 



12. 下列哪一个集合是 R 3 的张集？验证你的答案. 

(a){CU 0, 0) T , C0 ， 1 ， 1) T , (1 ， 0, 1> T } 

Cb )(< l * 0, D ) T * <0, 1， 1) T , (1, 0, 1> T , (U 2* 3 ) T i 

(c) {(2, 1, _2) T , <3, 2, -2) T * (2 t 2 r 0) T 1 

(d) {(Z 7 1, -2) t , C-2, -1 ， 2) T ，（ 4, 2 ， -4) T } 

(e) UU 1 ， 3> T , CO, 2 t 1) T } 

13. 给定 


一 r 


了 

T 

-一 9 - 

2 

» x 2 — 

4 

, x — 6 , y = 

_2 

_ 3. 


_2_ 

_6_ 

- 5_ 


U ) 是否 Jt 6 Span ( jfi ， JTJ )7 
( b 〉 是否 ySSpar ^ j ^ ， jc 5 >? 

证明你的答案. 

14. 令 a , 右}为向童空间 V 的一个张集 k 

fa ) 若添加一个向蛩為 +1 到集合中*是否仍然得到一个张集？试说明. 
Cb ) 若从集合中删除一个向貴 . 如是否仍然得到一个张集？试说明. 
15 •在 圯0中，令 
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ri o-f 「d 

〜= 卜 E ^ 2 = 

Lo oj Lo oj 

ro o- 

U l . 

证明 E 』， ， £ ia , E zl> E Z2 张成 R 2X2 . 

J 6. 下列哪一个集合为尸 a 的张集？验证你的答案. 

Ca)(l, jt 2 - 2 } fb)(2 T j:, 2jr+3} 

( c ){ j ：+2 t j ： + 1 ，^ — 1 } ( d > i - c +2, jc 3 — 1} 

n . 令 S 为 3-1 节练习 15 中定义的无穷序列的向#空间.令 S , 为的集合 T 当 oo 时〜 — o . 证明 S 。 为 
S 的一个子空间. 

1 S . 证明： 若 S 为 R ] 的子空间，则3=彳0}或5 =圯. 

19■令 A 为一 n Xn 矩阵.证明 T 列命题是等价的. 

⑺肌4> = (0}. 

( b ) A 是非奇异的， 

( c ) 对每 一 方程钽 Ax = & 有惟一解. 

孤 令 I ；和 k 为向盘空间识的子空间.证明它们的交 unv 也是研的子空间. 

21. 令 S 为由&张成的纪的子空间，井令 T 为由办张成的圮的子空间. SUT 是否为 R ; 的一个子空间？试说 
明. 

22. 令 U 和 V 为向堂空间 W 的子空间.定义 

1/ + V — {«| i = «+ v T 其中 u 芒 U 且 if 巳 \0 
证明 L 7+ V 也是识的一个子空间. 

23■令 S , 了和 L 7 为向 量空间 1/的子空间.我们可以利用练习20和22定义的运算 n 和+构造新的子空间，当 
使用数的算术运算时，我们知道乘法对加法有分配律 ，即 

a(A + c ) = ab H-ac 

自然会问对前面两个运箅在该子空间上是否有类似的分配律. 

( a ) 子空间 t 的交运算对加法运箅是否有分配律，即是否有 

s n ct + u ) - ts n t ) + (s n ⑺ \] M \ 

( b ) 子空间上的加法运算对交运算是否有分配律，即是否有 

s - t-crn V ) ^ ( s + t ) n cs +[ j ) 



3.3 线性无关 

本节我们更进一步讨论向量空间的结构.在开始时，我们限制向董空间为由有限个元素的 
集合生成的，向量空间中的每一个向量可由这些生成集合中的元索仅通过加法和标 ft 乘法运算 
得到.生成集合通常称为 张集. 特别地，要求寻找 最小的 张集.其中“最小”的含义是张集中不 
包含不必要的元索(集合中所有的元素均为张成向 a 空间所必需的）.为看到如何求最小的张 
集，需要考虑集合中的向童如何 依赖于 （ depend ) 其他向量，因此，我们引人线 性相关 （Ihiear 
dependence ) 和线 性无关 （Hnear independence ) 的概念，这些简单的概念有助于我们理解向最空 
间的结构. 

考虑下列 R 3 中的 向童： 



-V 


~—2~ 


—r 

Xi = 

一 1 

1 2. 


3 

.L 

f ^3 ~ 

3 

. 8_ 
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令 ‘S 为由 a ， a, 々张成的叱的子空间 . 事实上， S 可以用两个 向量々 和 & 表示，因为向 
量 A 已经在 ■^ 和 jt 2 的张集中 . 


x 3 = 3 X ] + 2 x ? 

任何 A ， x 3 的线性组合可化简为 & 和 JC 2 的线性组合 : 


因此， 


方程 （ 1 ) 可写为 


十奶心 + 幻心= a ] x ] + a 3 Jf 2 -hasCSxi + 2 jc 2 ) 
— Cff] ~\~ 3 o ：3 )x\ + (a^ + Za^ ) x 2 

S = Span(jci ,jc 2 tXi) — Span (A ， x 2 ) 


⑴ 


3xj + 2x 2 一 = 0 (2) 

由于 （ 2 ) 的三个系数均非零，故可将其中任何一个向量用其他两个向量 表示： 

2 1 3 1 

=— yJC 2 + yX” Xz =— yjf! -h yX” Jf 3 = 3Jr 2 + 2x 2 

由此得 

\127\ Spanixi ,jt 3 ) = SpanC^ ,j: 3 ) = SpanCJfi t^> = Span(x x iX z ) 

由于 （ 2 ) 的相关关系，子空间 S 可表示为给定向量中任意两个向量张成的形式 . 

另一方面，在心和 & 间不存在这种相关关系 . 事实上，如果存在不全为 0 的标量 c , 和 
^，使得 


C2X2 — 0 

则我们可以通过一个向量求出另一个向量 . 


(3) 


A =— ~Xi (ci ^ 0 ) 或 x 2 =— ^ 0 ) 

C Y Cl 

然而，两个向量中并非一个是另一个的倍数 . 因此 t Span(JCi ) 和 Span(jf 2 ) 均为 Span(j^ ， Xg) 
的真子空间，且便得 U) 成立的惟一情形是 q= C 2 = 0 . 

我们通过如下的观察，将上面的例子推广 . 

v 2 ， … ， V ，张成向 M 空间 V ，且其中一个向 fi 可表示为其他 ^ — 1 个向量的线 
性組合，则这个向量张成 V. 

(n) 给定《个向量 Vh 可将其中一个向童写为其他个向最的线性组合的充 
要条件是存在不全为零的标量…，^，使得 

CiVi + C2V2 + …+ C n y n — 0 

证 （ I) 假设 v n 可写为向量〜，巧， … ，的线性组合，即 

v„ = P 1 V 1 +JkVz 4 - 

令 v 为 V 中的任一元素.因为 

V— ffi K] + a%v t + + a n _, v n _! -J- a n V n 

= G] Vi 十 C( 2 V 2 H - * +a n -lV n _! + A (呙 Vj + … +^_ 1 V 1q ， l ) 

==C^i +or n /?i)vi + Ccf 2 +offl^)v 2 十…十 -h a^n-\ )K-i 
于是，任意 v 中的向董 V 可写为 v 』， v 2 ， … ，的线性组合，因此，这些向量张成 V. 
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(辽）设6，1^，_“，〜中的一个向量， 如 K ， 可表示为其他向量的线性组合，即 

— + 的 v 2 + …+ a n ~iv n ^\ 

该方程两边同时减去得到 

ffiV ] + a 2 v 2 H - — v fl = 0 

如果令 c 产〜 i ^= l r — , ”一 1 及 c n = — 1，则有 


反之， 如果 


CiVi -h 十… + c „ v H = 0 


CiV ] 十 c 2 v z + …+ c w v n = 0 
且 q 中至少有一个非零，不妨设为则 


[ 128 ] 


v w = 4+ 為 2 + … 

C„ C a 

定义如果向量空间 V 中的向量 I ， V 2 ，…， V „ 满足 

Cl Vi + c 2 v z + … +c n v tt = 0 


■ 


就可推出所有标量…， g 必为0，则称它们为线性无关的 (linearly independent ). 

由（ I )和 （ D ) 知，若1^，…， vj 是最小张集，则 v ,， 巧，…， v « 线性无关.反之, 
若…， v H 线性无关，并张成 V ，则 v w } 是 V 的最小张集（见练习 20). 最小张集称 
为基 （ basis ). 基的概念将在下一节中更为详细地讨论. 


►例1 


向量 



是线性无关的，因为若 


Ci 



[01 

Lo- 


则 

Cl + C2 — 0 
Cl + £ c 2 — 0 

且该方程组仅有解^ 
定义如果存在不全为零的标量 q ,…， c fl , 使得向量空间 V 中的向童, v 2 , …， v . 


满足 

CiVy +C 2 V Z H -+ = 0 

则称它们 为线性相关的 （linearly dependent ), [129] 

►例2令 x =( l , 2, 3) T . 向置 h ， jc 是线性相关的，因为 

Ci + 2 泊 £ + 3e 3 — jc = 0 

(此时 q = c z = 2 t c 3 = 3, c 4 L > < 

给定向量空间 V 中的向量集合彳^， v 2 ， … • 容易找到标量 q ， c 2 ，…，，使得 

CiVi + c 2 v 2 + …+ c n v a = 0 

只需取 

Ci Ci = = c n = 0 



US 


第 3 章 


若存在非平凡的标量使得线性组合 Ah +*”+ c n v n 等于零向 M ， 则^，…，为 
线性相关的.如果线性组合 CA + … + C „ K fl 等于零向量仅当^，…， C „ 全为零时成 
立，则…，1为线性无关的. 


几何解释 

设和 J 为圮 中线性相关的向量，则 

q Jr + c 2 = 0 

其中 q 和 G 不全为 0. 假设 q 弇 0( 比如说），我们有 

x — > 

如果妒中的两个向量线性相关，则其中一个向量可写为另一个向量的标童倍数的形式.因此， 
如果将两个向量均放置在原点，则它们落在同一直线上（见图 3. 3. IX 




■工「 


~yf 

工£ 

和 y 

yz ' 

J3- 




在纪中线性无关，则两点（^， A ， a ) 和 （: yi ， ： yz ，： y 3 ) 将不会在 3 维空间中同一条通过原点 


的直 线上. 由于（0，0 ， OK (々，而，工 3 )和（: y ,， A ， ： y 3 ) 不共线，故它们确定一个平面.若 
( Zl , 2： 3 )在这个平面上，向量 《 = ( zi ， a ， 可写为 x 和 y 的线性组合，因此 * y 和 

之线性相关，若 ( a ， 々，不在这个平面上，则这三个向量线性无关(见图 3 _丄2)， 



a ) 


图 3,3,2 


b ) 
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定理和例子 

►例 3下列哪一个 R 3 中的向量集合是线性无 关的？ 

CaXl, 1, 1) T ，（ 1. 1 ， 0) T ，（ 1, o, 0) T 

( b ) ( l ，0, 1> T , (0，1, 0 ) T 

( c ) ⑴2, 4) T , (2, 1, 3) T ，（4, - I , 1 ) T 

解 U ) 这三个向量线性无关.为验证它，我们需要证明满足 

n(l ， l ， l) T + c“l ， l ， 0) T +c a (l ， 0,0) T = (0 ， CK0) t (4) 

的标童 q 只能是全为零，方程（4> 可写为变童 q ， 的线性方 程组. 

Cl Cj + (3 ~ 0 

Cy + C Z =0 

Ci =0 

该方程组的惟一解为 qcO ， Cg =0 ，a =0. 

( b ) 若 

c i O ,0 > l> T + c , C 0 f l ,0 ) T - (0,0,0 ) T 
则 

( Cl ， c 2 , Ci) T = (0,0,0 > T 

所以产 0- 因此，这两个向量线性 无关. 

( c ) 若 

c 1 a ,2,4 > T + c 2 (2 a ,3 ) T + ^ c 4 f - ia> T = ( o , o , o) T 

则 

Ci + 2c z + = 0 
2 c ! + c s — c 3 — 0 
4cj + 3c 2 + c a = 0 

该方程组的系数矩阵奇异，故方程组有非平凡解 . 因此，向量是线性相关的， 4 

注意到例3中的 U ) 和 （ c ) f 需要求解一个 3 X 3 的方程组，以确定三个向量是否线性无关. 
在 U ) 中，系数矩阵是非奇异的.向景是线性无关的，而在 ( c ) 中，系数矩阵是奇异的.向景是 
线性相关的.这实际上给出了下面定理的一个特例. 

定理3, 3, 1 令 Jd , Jt 2 ，…， A 为 R rt 中的”个向量，并令 X — (Jtir JC M ). 向量 Jfi ， 
…， A 线性相关的充要条件是 X 为奇异的. 

证 方程 

CiJi + c 2 x 2 + … H- c n x„ = 0 

可写为矩阵形式 

Xc ^ 0 

当且仅当 X 奇异时，这个方程组才有非平凡解.因此，当且仅当 X 奇异时，^，…， A 才是线 
性相关的. 膽 

我们可利用定理 3. 3.1 来判断 R ” 中的〃个向量是否是线性无关的.只需简单地构造矩 
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阵 X ，它的各个列就是要测试的向量*为确定 X 是否为奇异的，可以计算 det ( X ) 的值.若 
det ( X )-0, 则向量线性相关；若 det ( X )#0, 则向童线性无关+ 

►例 4 确 定向量 (4 t 2， 3) T , (2, 3, 1，和（2，一5, 3) T 是否为线性相关的， 

解由于 

4 2 2 

23 —5=0 

3 1 3 

所以向量是线性相关的. ^ 

为 确定圯 中的克个向量 A ， Jt £ ， …，&是否是线性无关的，我们可以改写方程 

CiXi + + …+ c k x k = 0 

为线性方程组其中 x 2 , …，若〜则矩阵 X 不是方阵，所以不能 
使用行列式来确定向贵是否线性无关.因为该方程组是齐次的，所以它有平凡解 e =0. 当且仅 
当 X 的行阶梯形含有自由变量时，方程组才有非平凡解，如果有非平凡解，则向量是线性相 
关的.如果没有自由变量，则是惟一解，因此向量必线性无关. 
i ►例5给定 



r i- 


-2- 


-1- 


卜 I 


3 


0 

私 = 

2 

， Xz = 

1 

, x 3 = 

7 


3« 


■ — 2= 


J 一 


为确定这些向量是否为线性无关的，我们将方程组 Xc =0 化简为行阶 梯形: 


-1 

— 2 

1 

0- 


「1 

一 2 

1 

0- 

-1 

3 

0 

0 


0 

1 

1 

0 

2 

1 

7 

0 

' — ► 

0 

0 

0 

0 

一 3 

— 2 

7 

0_ 


_0 

0 

0 

0_ 


由于行阶梯形含有一个自由变量 c 3 ， 因此存在非平凡解，故向置必线性相关. 


4 


下曲 我们考虑线性无关向量的一个非常重要的 性质： 线性无关向童的线性组合是惟-•的. 
更确切地，我们有下面的定理. 

定理 3.3*2 令心…， v n 为向量空间 V 中的向量，当 JL 仅当 V ,，…， v n 线性无关时， 
Span ( v ! , .*.， v R ) 中的任一向量 v 才可惟一地用向量的线性组合表示， 

证若 veSpanh ，…， v M ), 则 v 可写为线性组合 

v = q^i 4- 十…+ a n v „ (5) 

假设 V 还可写为线性组合 

V = ^V 1 +/^V 2 H - (6) 

我们将证明，若是线性无关的，则痒=&, £=1,…，心且如果 h ，…， h 线性 
相关，则爲和^可取不同的值. 

若^，…，^是线性无关的，则从 (5) 中减去 （6) 可得 
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(ai — 负 ） h + < 的 一爲 ） + …+ (% — 戽 ）0 <7) 

由…，化的线性无关性， （7) 的系数必全为 0. 因此 

a \ ^ ^ * C 2 = ^ I •*" tar , — ^ 1 133] 

于是，当 Vi ，…， v „ 线性无关时，表达式 （5) 是惟一'的， 

另一方面，若 v ，， …，1是线性相关的，则存在不全为0的 q … q 使得 

❹= ClVl 十 ㈣+ …- \- CnVn ⑻ 

此时，若令 

/?! = ai + Ci » 庳 = of 2 + c 2 ， … ，涔 = oc H 十 c n 

则 （5) 加上（8)，得到 

v = (of! -h c } >Vi 4 - {az + Ci )v E + + (a» 4- ^ B )v J1 

=^ v _ + 爲 h 十… +/^ v rt 

因为 q 不全为0，因此至少存在一个 i 使得尽于是，若^， ■“• h 线性相关，则向量用 
V ,，…， v „ 的线性组合的表示不是惟一的. 匾 

函数的向置空间 

为确定化中的向量集合是否是线性无关的，我们必须解一个齐次线性方程组.对向量空 
间 h 也有类似的结果. 

向置空间 

为判断 A 中的多 项式纪 ，九， h 是否线性无关，我们令 

C\p\ +Czpt H - 1- c k p k = z C9) 

其中 r 表示零多项式： 

+ 0 工 + …+ Ox + 0 

若 （9) 左侧的多项式可写为_1+化/4 +… x + a 的形式，则由于当且仅当多项式 
的系数相等时两个多项式才相等，故系数 A 必全为 0. 但每一个 A 均为 Cj 的一个线性组合. 

由此导出一个变量为 CM Q 的齐次线性方程组，如果方程组仅有平凡解.则多项式是 

线性无关的 I 否则，它们是线性相关的. 
i ►例 6 要判断向量 

p\ (a：) ^ x 2 — Zx -{- 3 ^ h = 2x 2 + jt 十 8. 九 （： r) = P + 7 
是否是线性无关的，令 

c x pi ix) + Ci pi Cx) -h (i) = Ox 2 + Ox + 0 S134I 

按照工的幂分组，我们有 

(ci H- 2cz H-c 3 + {— 2c\ + + 8c 3 )^： + C3ti + 8c 2 4-7c a ) — 0^： z +0 j ： + 0 

由方程两端系数相等得到方程组 

ci + 2 c 2 4- c 3 = 0 
— + c 2 + 8c 3 = 0 

3 c ^ H - 8 c ^ ~h 7 c ^ J== - 0 

该方程组的系数矩阵是奇异的，因此有非平凡解.故丸，外，九是线性相关的. < 
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向量空间 C ln ~^ la t bl 

例4中使用行列式来判断 R 3 中的三个向童是否线性 无关. 行列式同样也可用于确定 
C Cn ^[ a , 幻中的《个向量是否线性 无关. 事实上， 令灸， f ” …， f n 为 6] 的元素. 
若这拽向量线性相关，则存在不全为0的标量 Q ， …，^，使得对所有属于|>， 幻的 X ，有 

q /i (^) 4 - c 2 fz Cx) + + c„f n ix) — 0 (10) 

(10) 的两边分别对 x 取导数，得到 

^1 /] + + …+ — 0 

如果继续对等式两端求导，则可得到如下的方 程组： 

Cifi(x) -h c z f z ijc') H - + — 0 

Cifiix) -h Czfz C^t) + … + c„f r „(x) = 0 


Ci / i n_J> ( jo ) + (工) + … ( z ) = 0 

对 [ a ，6] 中的每个给定的: r , 矩阵方程 


r /i< 工） /〆 工 ）… /„ (^) 


Cti 


T 

/lU) /；⑴ … 

* 


(X2 

— 

0 

4 

yr l) u> /T”u) … /r 13 <x). 


_a^_ 


■ 

*- 

-0. 


( 11 ) 


将有相同的非平凡解 ( q ， Q ， …， q ) T . 因此，若义在（^_ ]> [1幻中线性相关，则对 
_ [ a . 6] 中的每个给定的工， （11) 的系数矩阵是奇异的.若矩阵是奇异的，则它的行列式为零. 

定义 令 JS ， /^…，/，为 C ^_ j) [ a ， d ] 中的函数， 定义 [ a ，6] 上的函数 
W [ f " / n ] U ) 为 

/! ( 工） /“ 工） …/“ X ) 

f\ (^:) fiix') …/^( 工 > 

见 [/ l ，/2，…-/」（■!：)= . 

« ■ 

* 

⑺⑴…/，⑴ 

函数评[/]，必，…， A ] 称为 / i ， …， / fl 的朗斯基行列式. 


定理 3, 3. 3 令 A ， / 2 ， …， y ； 为 幻 的元素.若在 [ a ，6] 中存在 一个点使 
得則:/[，/2， /,] Uo )^0, M/ lt …， / fl 线性无关. 

证 若 h 、 …， / N 线性相关，则昉面 （ U ) 中讨论的系数矩阵将对!>，幻中的每个 _r 
均为奇异的，由此，取[兑，/ 2 ,…，八]在 [ a ，6] 上应恒为零. ■ 

如果 A ， / 2 ，…，在幻中线性无关，则它们也将在 C [ a , 幻 中线性无关， 

►例 7证明 P 和 在 C [- oo , oo ] 内线性无关. 

解 

^ ^ e x e _i 

,e _Jf ] = =一 2 

〆 一 e _Jf 

因为 W [ e ^ 厂叫不恒为零，所以 f 和线性无关. ◄ 
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►例8考虑 C [ — 1， 1] 中的函数/和2 | U 
3.2节例？），所以可以计算朗斯基行列式 

Wlx\x 卜 |]= 工 2 

2x 


它们都是子空间 c 1 !：— 1, 1] 中的函数（见 

xU !Uo 


因为朗斯基行列式恒为零，因此不能说明函数是线性无关的.为回答这个问题，假设对所有的 

工 e [—1，1]有 


CiP 十 | 文 1=0 

则特别地取1=1和2=—1时，我们有 


Cj + c 2 ― 0 


A — c ? = 0 

且方程组有惟一解 q 因此，尽管 W [ y ， j | x | ]=0»但函数: r 2 和 j | 1 | 在 C [一 1, 1] 内 

线性无关. 

这个例子说明定理 3. 3. 3的逆命题是不成立的. 4 

►例9证明 CU — oo , ⑺ ）） 中的向量 U I , /， X 3 线性无关. 

证 


见 [I 山 x %: c s ] 


0 
0 
0 

因为工，关0,所以向董线性无关. 


X X 

1 Zx 
0 2 
0 0 


X s 

3 工 ? 1 

Sjo 

6 


12 


练习 


1. 确定 下列纪 中的向貴是否是线性无关的. 


( a ) 





2 j 




( c ) 




1确定下列 R 3 中的向 S 是否是线性无关的. 



T 


tr 

1 , 



rr 


nr 

| 

r 1 ! 

1 

_r 


r s i 


， 3“ 

I 

"2 一 

(a) 

0 

* 

1 

卜 

0 

fb> 

o 1 

» 

i 

卜 ' 

0 1 

卜 

z 

Cc) 

:ii 

f 

2 

1 

1 言 

2 


众 


丄 

1 

_i_ 


loJ 


Ll 」 

1 

1 」 

1 



L 一 2 」 


-一 2_ 

1 

JCL 


1 

< d ) | 

^ 2 一 

1 

t 

r — 2*j 
卜 

t 

- r 

2 

Ce ) 

1- 

1 

1 

V — 

2 

i 

2 - 

1 

L 2」 


， 4 一 


_3_ 


丄 


3- 对练习2中的每一组向量 T 用几何方法描述给定向量的张成. 
4* 确定下列 R ax 2 中的向里是否是线性无关的. 



5.令私为向 S 空间 F 中线性无关的向滅. 



o - 


「0 i - 


-% 3- 

1. 

f 

■G 0_ 

t 

_0 2 - 
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U ) 若在集合中添加一个向 M 心 +1 ,是否仍然得到一个线性无关的向量集合？试说明 . 

( b ) 若从集合中删除一个向置.如々，是否仍然得到一个线性无关的向量集合？试说明. 

6. 设 A ，为 R ra 中线性无关的向置，井设 

yi — Jti + Xi , y 2 = x 2 + JCatjTj = 

力和力线性无关吗？证明你的结论 - 

7. 设 A ， a 为 IT 屮线性无关的向显，并设 

J^I ^ X t — Xi = Jf a — Jt 3 

h h 和 K 线性无关吗？证明你的结论 - 
S . 确定下列朽中的向童是否是线性无关的. 

Ca)U ^~2 Cb )2 t Jc t 2 x+Z ( c )^+2, 丈+1, / —1 fd )^+2 t x 2 ~l 

9. 对下列情况，证明给定的向 ft 在 C [ O t 1] 中是线性无关的. 

(s)cos^j:, siriTTJ ： {bjjc 3 ^ , <c) 1 f e* +e _, , — (<0e T , e^ 1 * e Zr 

_ 10. 确定向量 COM ， 1， sin a Oc /2) 在 C [一 JT , 7 T ] 中是否线性无关. 

11. 考虑 C [一 3 T , 7 t ] 中的向置当 a 取何值时，这两个向嫒线性相关？给出你的答案的一个几何 
解释. 

12, 给定函数和丨 I 丨，证明： 

U ) 在 C [一 1, 1〕中，这两个向盘是线性无关的. 

化>在0[0, 1] 中，这两个向置是线性相关的. 

13- 证明任何含有零向 童的有 限个向 ® 的集合必为线性相关的- 

14* 令 v 2 力向盘空间 V 中的两个向里.证明 h 和 v 2 是线性相关的，当且仅当其中一个向盘是另一个向# 
的标量倍数. 

15. 证明线性无关的向 M 集合彳的任意作空子集也是线性无关的. 

16. 令 A 为一 mXn 矩阵. 证明：若 A 的各列向 S 线性无关，则 N < A ) = {0 h [提 示： 对任意 je € R % Ar = 

Ai ] 

17. 令 a , …，右为 IT 中线性无关的向进，井令 A 为一非竒异的 nXn 矩阵. 定义 y t = Ax it i = l ， …，幺 
证明1，为■…，为线性无关的 * 

18. 设 A 为 3 X 3 矩阵， a ，而， A 为 R a 中的 向虽.证明！ 若向量 A = Ax t » y s = Ax 2i j ? 3 = Ax 3 是线性无关 
的，则矩阵 A 必非竒异，且向蛰4, 右必线性无关. 

19. 令…， vj 为向量空间 F 的 张集， 井令^为向置空间 V 中的任意其他 向遗. 证明 v ， ^ v „ 为线性相 
关的. 

20. 令 V :. h 为向最空间 V 中线性无关的向置，证明…， h 不能张成 K 

3.4 基和维数 

在 3. 3节中，我们证明了如果向童空间张集中的元素是线性无关的，则它就是最小的.向量空 
间的最小张集中的元素是构筑整个向童空间的基础，因此，我们说它们是构成向量空间的基. 

定义当且仅当向量空间 V 中的向量，…，满足 
( i ) v , * …， v B 线性无关， 

<iiM T …， v n 张成 Y 
时，称它们是向量空间 V 的基 （ basis ). 

►例1 R 3 的标准基 （standard basis ) 为彳 e 】， 虼 ， A } ; 然而， R 3 的基可以有多种 取法. 例如， 
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f 



■(T 


~Z 

] 



下 


T 


pr 

] 


1 

t 

1 

， 

0 


> 和 ^ 


1 


1 


0 


1 

l1_ 


JL 


丄 

J 



丄 


几 





均为 R 3 的基.我们稍后会看到，任何圮的基必恰含有三个元素. 
►例2在中，考虑集合彳 E lt , £以 E zl , 心}，其中 


U38 


^ii 

芯21 


0 

L0 0 
0 0 - 
10」 


B n 

^22 


-0 

,0 

^0 

_0 


:] 


Ci^n + C2E12 + c 3 E zl + c^E 2 2 = O 


1 

C 2 _ 


.0 

cr 


C4 - 


-0 

0- 


若 

则 


所以 Ci 二 < r 3 = 0* 因此， E n j Ej 2 » E 2 i ，为线性无关的.若 A 属于 R 25<2 ，贝！ J 

A == an Kn + a t3 + az\ Ez\ + dtz E22 

因此， E n ， E u ， E 21t E ££ 张成 R Z ?€ Z , 并构成 R £ X 3 的一组基. 4 

在很多应用问题中，需要寻找向量空间 V 的某个特殊子 空间， 这可通过找到该子空间的 
基来实现.例如，求方程组 

Xi + + ^3 = 0 

+ X% H- 心 = 0 


的所有解，需要求出矩阵 

ri 1 1 on 

A =■ 

L2 1 0 lJ 

的零空间.在 3.2 节例&中，我们看到 N ( A ) 为 W 的子空间，并由向貴 


_ r 


■—r 

— 2 

和 

1 

1 


0 

. o _ 


_ 


张成，由于这两个向量线性无关，所以它们构成了 IVCA ) 的一组基， 

定理 3.丨1 若彳 v lt v 2 ，…， v n } 为向量空间 V 的一个张集，则 V 中的任何 m 个向量必线性 
相关，其中 m > n . 

证令 II 〗， k 2> …，‘为 V "中的 m 个向量，其中 m > ra _ 那么，由于 V !， v £ ， …丨 v rt 张成 
V ， 我们有 

Ui = a ( iV , +a i2 v 2 + … + 〜 v rt ， i = 1,2,**- jl39| 

线性组合 Cl 吣 +G + … + Q !!„« 可写为 
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Cl S a ^ V i + C 2 + …+ ^ y] dmjVj 

j -1 j=i >=i 

重新排列各项，我们看到 

rn 

Q Wi + C2K2 + …七 = 2 

i=*l 

= S (2 〜 c .) v i 

i-i 1-1 

现在考虑方程组 

m 

y]ciijCi = 0, > = 1 ， 2,…， w 

i _ 1 

这个齐次方程组的变量个数多于方程个数.因此，由定理1.2.1，方程组必有非平凡解 
(匕，^，…，匕) '而 

n 

C]W. +C t UA +-^ ^ 0 

i = 1 

于是…， i 为线性相关的. ■ 

推论3, 4* 2 若 U lt v a ， …， V 。 } 和彳 w , ,叫，… * w m ) 均为向量空间 V 的基，则 ？ i = m . 

证令 v lf 朽，…，&和 h ■，■, ‘均为 V 的基.由于 h ， v 2 ， …，张成 V ,且 

Wi , « z ，…，《„为线性无关的，故由定理3.4.1，有根据相同的原因 ， Wi , %，…， w „ 
张成 V ，且 v " v 2 ，… f v rt 为线性无关的，所以衍. ■ 

由推论 3. 4.2,我们现在可以引人给定向量空间的任何基的元素个数.因此有下面定义. 
定义令 V 为一向量空间.若 V 的一组基含有^个向量，我们称 V 的维数 （ dimension ) 为 
仏 V 的子空间 { G } 的维数为 （X 如果有有限多个向量张成 V ，則称 V 是有限维的 （finite 
dimensional ) ; 否则，称 V 是无限维的 （ infinite ^ dimensionai ). 

若 x 为 R 3 中的非零向貴，则 x 张成一个一维子空间 Sp an (; i :) = Ux | a 为标 量}. 当且仅当 
点 （ a , 6， c ) 在 （0. 0, 0) 和 ( a , a , A ) 确定的直线上时，向量 （ a , 6， c ) T 属于 SpaiiUh 因 
此， R 3 的一个一维子空间的几何表示为一条过原点的直线. 

若和 y 在 R 3 中是线性无关的，则 

|140| Span ( jc , j ?) — +/5 y I or 和戸为标量 } 

为 R 1 的一个二维子空间.当且仅当 U , h c ) 在（0，0，0)，而）和（％， h ， ％)所 
确定的平面上时，向量 U , 6, r > T 厲于 SpanCjc , jO . 因此.可以将 R 3 的二维子空间看成一个 
过原点的平面.若 X ， j 和；：为 R 3 中线性无关的向鼋，则它们构成了 R 3 的一组基，且 
SpanU ，jn 0 = 因此，任意第四个点 U ， 6, c ) T 必落在 SpanU , ^ 幻中 （见图 3* 4,1>- 
►例3令 P 为所有多项式的向量空间.我们说 P 为无限维的，若 P 是有限维的，不妨设 
维数为心则任何^+1个向量应为线性相关的* 然而， 因为 W [ l , 工，^]>0,故1， 
a , r 2 , …， f 为线性无关的.因此，尸的维数不能为《.由于《是任意的，故 P 必为无限维 
的.同样，可以证明 C |>, 幻是无限维的. < 
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定理 3. 4. 3 若 V 是维数 rz >0 的向量空间，则： 

(I ) 任意 n 个线性无关的向量张成 V . 

( II )任何张成 V 的; 2个向量是线性无关的. 

证为证明（ I ),假设巧，…，为线性无关的，且 v 为 V 中的任意其他向贵.因为 V 
的维数为《，它的基有 n 个向量，并且这些向量张成 V . 由定理 3.4.1 可知 v ,, v 2 ，…， v w , v 
必为线性相关的.因此存在不全为零的标童 Cl , c 2 ，…， Cm , 使得 


C\V\ -h c 2 v 2 4 - ••• H - c „ v n H-C,, +1 V = 0 (1) 

标量不会为零，因此 （1) 意味着 〜，•••， v M 为线性相关的.于是，由 （1) 可解出 w 


v = aiVi -f a2V 2 + …+ 


其中 , t = l , 2, n. 因为 v 为 V 中的任意向童，因此 A ， v 2 ， …， h 张成 V . 

为证明（ II )，假设 v ,, …， 张成 V . 若 ％,•••， k 线性相关，则其中一个向 Mw , 不妨设 
为V”， 可写为其他向量的线性组合.因此 h ，…，将张成 W 若巧，…，乂^是线性相关的，_ 
则消去另一个向量仍然得到一个张集，可以继续这个消去向童的过程，直到张集中的向*线性无 


关，且元素个数是<0|.但这与 dimV =” 矛盾. 因此， V 】， …， v . 必为线性无 关的. 


►例 4 证明 



厂 1 ] 


-一 2_ 


1- 



2 

t 

1 

t 

0 





. 0. 


丄 



卜为 R 3 的一组基. 



证由于 dimR 3 =3, 我们只需证明这三个向量线性 无关. 由于 

1 一 2 1 
2 10=2 

3 0 1 

故可得结论. < 

定理 3.4.4 若 V 是维数71>0的向量空间，则： 

( i ) 没有少于 n 个的向量构成的集合可以张成 V . 

( ii ) 任何少于；1个的线性无关向量构成的子集可以扩展为 V 的一组基. 

( iii ) 任何多于 n 个向量的张集均可通过刪除其中的向量得到 V 的一组基 • 

证命题 ( i ) 的证明和定理 3. 4.3 中（ I )的证明是一 样的. 为证明 （ ii )， 假设*，•••， v * 为 


线性无关的且& <仏 由 （ i)，SpanCh ，…， v *) 为 V 的真子空间，因此必存在向量 v A +1 在 V 中 
但不在 Sp a n ( h , …， V *) 中. 由此得到 Vl , 巧…， v *， v * +1 必线性无关.如果6 + 10，则通过 
相同的方法，可将彳 V ，，…， V *， v * +1 } 扩展为々+ 2个线性无关向量的集合.这个扩展过程可以 
持续到集合 { v t , V 2 …， IV ， v A+lf — , V „} 有 7 J 个线性无关的向量. 

为证明 Gii )， 假设 Vl ，…， h 张成 V ，且由定理 3.4. 1， V,, …，〜必为线性相 
关的*因此其中一个向量，不妨设为可写为其他向量的线性组合 + 于是，若从集合中消 
去匕，则剩余的 饥一1 个向量仍可张成 V . 若 m — l > n , 可以采用相同的方法继续消去向量， 
直到张集包含 n 个元素. ■ 

标准基 

在例 1 中，集合 U , 办， a } 为 R s 的 标准基 (standard basis ). 之所以称这个基为标准基，是 
因为便用这个基表示向量空间 R 3 最为自然.更一 般地， 叱的标准基为集合{^，办 

表示 R 2 Xsr 的最自然方法，是使用例2中给出的基彳£：„， E 12f E nr E u ). 这组基称为 R 2X2 
_的标准基. 

表示尺中的多项式的标准方法是用〗，工， V ，…， x - S 因此， K 的标准基为 

{1 ，…，广 1 }. 

尽管这些标准基看起来非常简单，且使用非常自然，但很多实际问题中标准基并不是最 
适用的.（例如，参见第5章中的最小二乘问题和第6章中特征值的应用事实上，求解很 
多应用问题的关键是将标准基转化为对特定应用问题很自然的基.一旦应用问题在新的基下 
解出，很容易再将解用标准基表示.下一节，我们将学习如何从一组基转化到另 组基. 

练习 

1. 在 3* 3节练习1中 s 指出给定的向 M 组是否构成 R £ 的一组基， 

2. 在 3. 3节练习2中，指出给定的向虽组是否构成 W 的一组基. 

3. 给定向堡 



U ) 证明 A 和 A 构成妒的…组基* 

( b ) 为什么力，&和七必线性相关？ 

( e ) Span ( Jc ] ，心， Jf a ) 的维数是多少？ 

4. 给定向贵 

■ 31 r— an r— 6 

jfi = — 2 , x z = 2 i xy — 4 

- 4_ -一 4- S . 

SpanCxj , A ) 的维数是多少？ 

5. 给定向 S 
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U ) 证明& . 是线性相 关的. 

( b ) 证明 a 和心是线性无关的+ 

Cc ) Span ( x lt x 21 Xj) 的维敢是多少? 

( d ) 给出 Span ( x 】• 心，心）的_个几何解释. 

6 . 在3,2节练习 2 中，一些集合构成了 H 3 的子空间‘对每一种情况，求子空间的基井确定其 维数. 

7，求11 4 中包含所有形如0 1 + 6 ， a —6+2 c , 6， c ” 的 向量的 子空间 S 的基， 其中 Ut A 和 c 为实数. S 的维数 
是多少？ 

8. 给定 *i = ( l , 1, U T 和 & = —1， 4) t . 

和&是否张成 R 3 ? 试说明. 

Cb ) 令&为 W 中的 第三个 向量， 并令； 々，為}.当 A ： 满足什么条件时，向童 jc 】， 心，& 构成圯 
的一组基？ 


( c ) 求第三个向垦心，使得集合 k ,， 私} 扩屜为 R 3 的一组基. 
1 令〜和 h 为叱中线性无关的向暈 T 并令怎为^中的向萤. 
(3) 给出 Spantflj , fla ) 的几何表示. 


( b ) 若街），且方 = 则 SpanOi 】， 叱， W 的维数是多少？试说明* 
10,向置组 



张成 R ' 通过消去集合 T 心， a ， jcd 中的向楚，来构造 R 3 的一组基+ 

11- 令 S 为 Pa 中包含所有形如 d z + 敁 + 2 fl + 36 的多项式的子空间 . 求 S 的一组基. 

12. 在 3. 2节练习3中，某些集合构成的子空间.对每一种悄况，求子空间的基并确定其维数. 
13* 在 C [一心 ir ] 中，求由1， C 0 S 2 J ：, cos 2 z 张成的子空间的维数. 

14,求由 " F 列给定的向量张成的巧的子空间的维数. 

I — 1 ，工 2 + ! Cb)^r t x—] , 工 2 + 1 ， jc 2 —1 

(c)x 5 ， P — 工 一 1 ， x+1 Cd>2jr, x—t 


15* 令 S 为所有满足 〆 0) = 0 的多项式 〆 d 构成的尸 3 的子空间，并令 丁为所 有满足 g ( I ) = 0 的多项式 qdx ) 
的子空间.求下列空间的基. 


Ca>S ( b)T ( c)SnT 

IS . 在 纪中， 令 U 为所有形如 （叫， U2 , 0, 0：^的向里的子空间，并令 V 为所有形如 （0, 奶，功， 0) T 的 向售: 
的子空间.则 [；, K , Vf \ V , 17+ V 的维数是多少？求这四个子空间中每一个的一组基，（见 3* 2节练习 
20和 22.) 

17. 是否可以找到圯中的两个二维子空间 U 和 V ，使得证明你的答案.给出结论的几何解释. 

[捉 示： 令{奶，处丨和 V ,}分别为 U 和 V 的基，证明叫，叫， Vl „ 朽为线性相关的，] 

1九证明：若1/和 V 为圯的子空间，且，则 

dimCU-hV) - dimU-hdimV 

3.5 基变换 

很多应用问题可通过从一个坐标系转化为另一坐标系而得到简化.在一个向量空间中转换坐 
标系和从一组基转换为另一组基本质上是相同的.例如，描述平面上质点在特定时刻的运动， 
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通常使用单位切向最 r 和单位法向量 iV 作为 R 2 中的基来替代标准基 { ei ， ej 会更为方便，（参 
见 2. 3节中应用 2.) 

本节中，我们讨论从一个坐标系转换为另一坐标系的问题，并证明它可通过将给定的坐标 
向量^乘以一个非奇异-矩阵 S 来实现.乘积 y = Sx 为新坐标系下的坐标向量. 

R 2 中的坐标变换 


R 2 的标准基为 Uit &}■ 任何 R 2 中的向最; C 都可表示为线性组合 

X = JTiQ 十工 2 化 

标量工1和 A 可以看成是 ar 在标准基下的坐标 （ coordinates ). 事实上，对任意 R 2 的基 { jf , zK 
由定理 3.3.2, 给定向量 x 可惟一地表示为线性组合 


x = ay + ^ 

标量 a 和 P 为 x 相应于基 O ， d 的坐标.对基中的元素进行排序，使得为第一个基向景 ， z 
为第二个基向量，并将这个有序的基记为 [ j ， Z ]. 然后称向量负 7 为^对应于 [ j , €的坐标 
向量 （coordinate vector ). 注意，如果交换基 向董的 顺序为 y ] ，则必须同时交换坐标 向量. 

: t 对应于[>， y ] 的坐标向量为 C /9, a ) T . 当使用下标表示基时，例如{^, u z } f 下标就表示基向 
量的〜个顺序. 


►例1令 1) T , ; = ( l t 4) t , 向量: y 和 z 为线性 
HH ] 无关的， R 构成 R 2 的一组基.向量 jc =(7, 7) T 可写为线性 
组合 


x — 3> + z 

因此， x 相应于 [ y , z ] 的坐标向量是(3，1)\从几何上看，坐 
标向量表示如何从原点移动到点 （7, 7>，即首先沿着^方向， 
然后沿着=方向.而如果把 z 看作是第一个基向量， J 是第二个 
基向量，则 



| 对应于有序基 y ] 的坐标向量为（1， 3) t . 从几何上看，这 

个向量告诉我们如何从原点移动到点 (7, 7), 即首先沿着 z 方向，然后沿着，方向（见图 3. S .1). 
考虑如下的应用问题，这个问题说明了坐标变换的作用. 


应 用〗： 人口迁稃 


假设一个大城市的 总人口 保持相对固定 t 然而，每年有6%的人从城市搬到郊区，2%的 
人从郊区搬到城市 * 如果初始时，30%的人生活在城市，70%的人生活在郊区，那么10年后 
这些比例有什么变化？ 30年后呢？ 50年后呢？长时过程意味着什么？ 

人口的变化可由矩阵乘法确定.若令 
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A - 


■0. 94 
-0. 06 


0, 02, 

0, 98, 


及 


x Q = 


w 0. 30_ 
-0. 70. 


则1年后，在域市和郊区生活的人口比例可由求得. 2年后的比例可由 

A z X q 求得，一般地， n 年后的比例可由给出.如果计算7^ = 10，30和 5 t ) 时的百分 

比，并将它们舍入到最接近的百分比，我们有 



-a 271 

r 0, 25- 

「0. 25 • 

- 

^30 — 


太50 = 


UK 73」 

-0. 75 - 

U. 75」 


事实上， 当”增加时， 向量序列 Jf n = A w jr 。 收敛到极限 jr =(0_ 25， 0. ?5) T . 向量 jc 的极限称为 
该过程的稳态向量 （ steady-state vector )* 

为理解该过程趋向于一个稳态的原因，将坐标变换为不同的坐标系十分有用.对新的坐标 
系，我们选择向量 w 和《 2 ,使得容易看出乘以矩阵 A 的作用，特别地，如果选择叫为稳态向 
量无的任意倍数，则 Aw ] 将等于 w 1+ 我们选择《!=(2，3) 7 及《2 = ( —1» 1) T . 选择第二个向 
量是因为乘以 A 的运算相当于将向董进行缩放，缩放因子为 0*92. 因此，我们新的基向董 
满足 


國 


Lo* 06 0 、 98」UJ U 」 

4 「0*94 0,02 Y 一 1! 「一 0,92] _ 

“ 2 一 Lo .06 0- 98 JL lJ = L 0. 92」 = 。’ 9 冰 


初始向量 A 可写为新基向董的线性组合. 


由此得到 




0, 30 
L0. 70 


1 rn 

二0,25 —0*05 

」 ！_3」 


■一 1 _ 


0. 25^! 一 0. 05*12 


jc , = A M x 0 — 0* 25 ki —0, 05(0* ^ZTut 

当” 增大时第二部分的元素趋于事实上，当^>27时，它 的元柰 已经足够小，使得 x „ 的舍 
入值等于 


这个应用问题是一类称为马尔可夫过程 （Markov process ) 的数学模型的例子》向量序列 
Xi t …称为马尔可夫健 (Markov chain )* 矩阵 A 的特殊结构在于，它所有的元素均为非负 

的，且各列元棄相加均为 1* 这祥的矩阵称为随机矩阵 （stochastic matrix ). 我们将在第6章中 
学习这一类问题时给出更为精确的定义.在此处希望强调的是，理解这一类问题的关键是将基 
进行变换，使得矩阵在其中的作用变得十分简单.特别地，如果 A 为矩阵，则我们希望 
选择基向量，使得矩阵对每一个基向量％的作用仅仅是将它乘以某因子八，即 

Auj — kjUj , j — ⑴ 

很多应用问题中会用到一个 nXn 矩阵 A ，求解这类问题的关键是寻找基向量 w ，…， w 和标 
董 Ay …，使得 (1) 成立.这些新的基向董可看成是使用矩阵 A 的自然坐标系，而标量可看成 
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_是在基向量下的自然频率.这类问题将在第6章中详细介绍. 

坐标变换 

一旦决定便用一组新的基，就需要寻找在这组基下的 坐标. 例如，假设我们希望用一组不 

同的基替代 R 2 中的标准基不妨设 

_ 31 「1- 

» u z — 

L 2」 Li 」 

事实上，我们希望在两个坐标系间进行转换.考虑下面的两个问题， 

I - 给定一个向量 x 2 ) t , 求它在叫和 A 下的坐标. 

H . 给定一个向量,求它在 A 和 &下的 坐标. 

我们将首先求解 n ， 因为它较为简单.为将基 [免， ％]转换为我们必须将原来 
的基元索 Mi 和表示为新的基元素 h 和 

= 3ei + 2e z 
u 2 = + e 2 

由此得到 


Cl «1 +c 2 u E = (3^!^! + 2 ci€ z > + + c 2 A ) 


— C3ci + eg )^i (2c ^ + q )e £ 

因此 qdi + Q 吣相应于[^，的坐标向量为 


如果令 


-3^! +^1 j -3 

"-2 Cl + C 3 」 = U 

v = Cwi ,n 2 ) — r 



则给定任何相应于 [ h ， w 2 ] 的坐标向量 c , 求相应于 o , ， e 3 ] 的坐标向量 A 我们只需用 L 7 乘以 


x = Ue (2) 

矩阵 U 称为从有序基 [* ii ，« 2 ]到基 [ A ， 的转移矩阵 （transition matrix ). 

为求解问题 I ,我们需要求从心]到%]的转移矩阵* (2) 中的矩阵 *7 是非奇异 
的，因为它的列向量 A 和《 2 线性无关.由 （2) 有 


因此，给定向量 

x = ( 工 1 t x 2 y = + 工 3 € 2 

我们只需乘以即可求出在 [叫， R ] 下的坐标向童. LT ] 为从心]到 Ov ， 的转移 
_矩阵. 


►例2 令 u '=(3, 2) r , ^ = (1 » 1/及1=( 7 , 4)' 求 Jr 相应于《!和叫的坐标向量 ■ 
解由前述讨论，从 [ A , 6] 到 [ A , ii 2 ] 的转移矩阵为 
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的逆矩阵.因此 


U = («! , « 2 ) 


即为要求的坐标向量，且 



x = 3«i — 2u z A 

►例3令化^(1，一 = 3> t + 求从到 [ l , 的转移矩阵，并确定 

x =< l , 2> T 相应于 [ h ， 匕]的坐标向量. 

解从 Oi ， 込]到办]的转移矩阵为 

B = (&"〜）= 

由此，从 [ A ，心]到[化，匕]的转移矩阵为 



向量 x 相应于 [ h ， h ] 的坐标向量为 



-3 2_ 

下 


_7_ 

-1 1- 

-2 - 


-3 - 


于是 


x = 7^ + 3b 2 ^ 

下面考虑从1 *组）1 2 的基 [Vu 到另一组基 [ Wl ， 《 2 ]的一般问题.此时，假设对给定的向 

ax r 它相应于的坐标已知： 

X = C]V] -\-C 2 V2 

现在我们希望将 T 表示为和山〜因此，必须求标量 A 和心，使得 

Cl Vi + C 2 v 2 = diUi -\-d z U z ⑶ 

若令 V =( v ], v 山 且 u 山 则方程 （3) 可写为矩阵形式 

Vc - Ud 

由此得到 

d = U^Vc 

因此，给定 R 2 中的向量 x 及其相应于有序基 |> lt v £ ] 的坐标向量 c ， 要求 X 相应于新的基[⑷， 
的]的坐标向量，只需将 c 乘以转移矩阵 S = U ^ V . 

►例4求从 [ Vi ， v 2 ] 到 [ Hi ， M 2 ] 的转移矩阵，其中 


"5- 

^ V 2 ^ 

■ r 

厂 3, 

及 = 

! 

t U 2 = 1 

rn 

_2 - 



12. 


Ll J 


解从 [Vp 1> 2 ]到[%，％]的转移矩阵为 
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从到[叫，的转换可以看成是一个两步过程.首先从 [ v lfl v 3 ] 转换为标准幕 [ ei ， 
4]，然后再从标准基转换为，⑷].给定 R 2 中的向董太，若 c 为 Jt 相应于 [ n ， v £ ] 的坐标向 
量，且<#为1相应于 Op 〜]的坐标向量，则 


QVi + CaVg =：(：〆！+ x 2 e 2 =4(^+ d z ut 

因为 F 是从巧]到 O ” 的转移矩阵，且 c /-] 是从[心 色] 莉[叫，崦]的转移矩阵，由此得到 

Vc ^ x 及 I 7 _1 jc = d 


于是 

V~ l Vc = d 

如前所述，我们看到从 [ v 3 , v 2 ] 到[叫， 《,] 的转移矩阵为 
nm U ~ l V . (见图 3. 5. 2 .) 

一 般向量空间的基变换 

前面的所有结论都可以很容易地推广到任何有限维 
向量空间中 * 我们从定义一个〃维向最空间的坐标向量 
开始讨论. 



定义令 V 为一向量空间 ， 且令, V 2 ,…， V „] 为 V 的一组有序基.若 V 为 V 中的 
任 一元素 ，则 V 可写为 


V = Cl Vi + c 2 v 2 + …十 c n v ff 

其中 Cl ， rn …， C „ 为标量. 因此可以将每一向量 v 惟一对应于 R 。 中的一个向董 c ^ Cci ， 
^2 9 …， c„) T * 采用这种方式定义的向量 c 称为 v 相应于有序基 E 的坐标向量 （coordinate 
vector) » 并记为 [ v ] £ * q 称为 v 相对于 E 的坐标 （ coordinate)* 

前面的例子均假定坐标变换在中进行.类似的方法也可应用于 JR ' 在 R 1 ■中，转移矩 
阵将为 rtXTl 矩阵. 

I ►例 S 令 

E ^ [ v , , v ” h ]= [<1，1，1> t “2,3,2) t ，（1，5,4) t ] 

F= [«! ,h 2 ,« 3 ]= [(l t l ， 0) T r (l*2,0) T ，（ l ， 2 ， l) T ] 

求从£到]^的转移矩阵.若 

JT — 3 V ! + 2 v z — ^ 及 y V ： — 3 v a 十 2 v 3 
求丈和 y 相应于有序基 F 的坐标. 

解 如例4,转移矩阵为 



「 2—1 0 " 


~1 2 r 


r 1 1 一 r 

U-^V = 

- 1 1-1 


13 5 


— 1 —1 0 


L 0 0 L 


_1 2 4 _ 


L 1 2 4 _ 


和 J 相应于有序基 F 的坐标向最为 


- 1 1 

— 3 _ 


M 


_ 8 - 

—1 — 1 

0 


2 

- 

一 5 

_ 1 2 

4. 


-一 1 」 


- 3, 



和 
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读者可以验诬 


lyly = 

「1 1 "31 

1-2 - 1 0 ! 

1 

1 

- r 

— 3 

| 

_—8, 

2 


,1 2 4」 

! 

„ 2_ 


, 3 - 


B»j Su s + 3w a = 3v〗 + h 

— 8«』+ Zu £ +3w 3 = 一 3v z +2 v 3 

若 V 为任一 维向僅空间，它可以在转移矩阵为 《 Xn 矩阵的意义下，从一组基转换为另一 
组基.我们将证明这个转移矩阵必为非竒异的.为看到如何证明， 令…, k ] 及 F = l >^ 
n ] 为 V 的两组有序基.关键步骤是如何将每一组基向量 w 表示为％的线性组合. 

^ SllV 】 十 S 2 iV 2 + …+ 

^2^ 松 Vi + S 22 V Z + …+ 

. C 4) 

» 

V 

Sy„Vi + S 2n V2 H - 

令 gx =[ v ] F , 由 （4) 有 

v = Xi w z + x 2 w z ^ - b ^ w n 

雋 n_ n 

= (2 川工 j) v i + (2 〜 ^) v 2 十… + ( 

j=»l J = 1 ;*1 

因此，若则 


yi ~ ^] s v x j * 1 = 1 ，…， 《 

J = i 

于是 


y — Sx 

由 （ 4 ) 定义的矩阵 S 称为转移矩阵 （ tmnsitkmmaUbO . —旦 S 确定了，坐标变换就非常简单 
了.为求 +*“+ x m w n 相应于，…， v B ] 的坐标，我们仅需计算 
从 w n ] 到 [ r , ，…， vj 的转移矩阵 S 可刻画为 

当赶仅当 A 駒 + … +^ w , = y r Vi + -■ +3^，时 ， Sx = J (5) 

在 （5) 中取 y = 我们注意到 Sx = 0 意味着 

Wi + …卞 x^Wn — 0 

因为 < 是线性无关的，故 JT ==0. 因此，方程组 &r = 0 仅有平凡解，于是矩阵 S 为非奇异的. 
它的逆矩阵可刻画为 

当且仅当 : yi Vi + …+ y rt v n =々％ + *•* + Li 时 , S^\y x 
因此 S ' 1 是从 [ Vl ，…， tv ] 到％]的转移矩阵， 

►例6假设在巧中，我们希望从有序基[1，^ 转换为有序基[1，2工， 4/—2]. 因为 
[1，为朽的标准基，所以容易找到从[〗， 2 r , 4:^ — 2]到[1，1, P ] 的转移矩阵. 
因为 
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1 = 1 • 1 + Ox + 0 / 

2 工 = 0 * 1 f 2 工 + 0 / 

4 a ： 2 —2 =-2 » 1 + 0 工 + 4 P 


则转移矩阵为 


0 一 2_ 


S = 0 


S 的逆矩阵就是从〔1, P] 到[1， 2 a 4P — 2] 的转移矩阵： 

1 0 + 

S" 1 = 0 y 0 

0 。不 

L 4 J 

给定 P 3 中 任意/ > Or )= a +&+^， 求 〆 j :) 相应于 [1, 2 x ，4 Y —2] 的坐标，我们只需简单作乘法 

] 0 }] 「 a + i c 

0 4 0 6 = ^rb 


p(x )= 卜 + ^2 c j • 1 ~4~ c * (4x 2 — 2) 4 

我们已经看到每 --' 个转移矩阵均为非奇异的.事实上，任何非奇异矩阵均可看成一个转移 
矩阵.如果 S 为一非奇异矩阵，且 [ n ，…， v n ] 为V的一组有序基，则利用 （4) 定义[%, 
% <]. 注意到％是线性无关的，假设 


由 （4) 知 


由 R 的线性无关性，有 


或等价地 


= 0 


XI 2 s v x i v i ~ ^ 


〉 ] jj 二 0 ， i = 1,.’’，: 


Sx =Q 


因为 S 是非奇异的， x 必为 0. 因此，％，…，％为线性无关的，且它们构成了 V的一组基. 
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矩阵 S 是从有序基[%，“.， wj 到 [ v ! 的转移矩阵* 

在很多应用问题中，选择正确类型的基是十分重要的.第5章中，我们将看到求解最小二 
乘问题的关键就是转换为一组特铢类型的基，称为规范正交基 （onhonormal bads ). 第6章 
中，我们将考虑一齒对应于矩阵 A 的特征值（ eigenvalue ) 和特狂向量 （ eigenvector ) 的应用 
问题，解决这类问题的关键是转换到由 A 的特征向量构成的 IT 的基. 

练习 

1. 对下列问题，求从基 [ u s , e ] 对应的转移矩阵. 

< a )» i = n i U T , u z (- l , 2 ) T 
< b ) u ! =( l , 2) T , u , = (2 t 5 ) T 
( c)ui =(0, 1 ) T r a £ = CU 0 > T 

2 - 对练习 1 中的每一组有序基[叫，味]，求对应于从[^, 到 [ w lT 的转移矩阵. 

3. 令 v 】 = (3, 2) 1 且竹 = (4* 3> T . 对练习1中的每一组有序基 [ u ” 崦 ], 求从外]到 [ Ult 的转移矩阵* 

4* 令 E =[(5, 3> T , (3, 2) T ]， 并令 x =( l , I ) T , y ^ G t — i ) 丁，旦！=(10, 7) T . 计算 [>] Et 和 [ d . 

5. 令《 ,=(1* 1, 1) T , 2 t 2) T t u 3 ^(2 t 3 t 4>' 

Ca ) 求从基 [ e _ ， h ， 6] 到 [«i * i * 3 ] 的转移矩阵. 

( b ) 求下列向萤在基 [% ，於 1 w 3 ] 下的坐标. 

CDC3, 2, 5) r (ii)(l, 1 ， 2 )了 <iii)(2, 3, 2) T 

6. 令 1 = (4，6， 7) T . ^ = (0, 1, l) T t 且 6^(0. 1， 2 > T ^ 并令 a ], 叫，吣为练习5中的向置， 

U > 求从 [ Vi ， v 3 ， v 3 ] 到 [ u ]T « 3 ] 的转移 矩阵. 

( b ) 若 +3 v s —七 3 T 确定向景相应于 [ tf L ， 叫 ， a 3 ] 的坐标， 

7. 给定 

*, = [;]. v , = [;]， S =[: 一;」 

求和 W a ，便得 S 为从 [ W ]， ％]到 O , ， h ] 的转移矩阵. 

8. 给定 



求 Ui 和,使得 S 为从[V" 1^]到1>』， a f ] 的转移矩阵， 

9. 令 1] 和 [2_ r 〜1，2^+1]为巧的有序基. 

求从 [2j_l t 2^+1] 到 O ， 的转移矩阵. 

(b) 氺从|>， 1] 到 [2J- 1, 2T+1] 的转移矩阵. 

10, 在朽中进行坐标变换，求从有序基 []* 工， d] 到 

[1 ，1 + JC，1 + JC 十 JC 2 ] 

的转移矩阵. 

11- 令 E=s>〗， …， t<J 和V,]为 R" 的两组有序基，且令 

U ~ (itj r f u„) t V = <V] > 

证明从 £ :到 F 的转移矩阵可通过将 (V I L0 化为行最简形求得. HM\ 
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36行空间和列空间 


若 A 为一矩阵， A 的每一行为一个实的„元组，于是可将其看成是 R 1 心中的 一个向 
量.对应于 A 的 m 个行的向量称为 A 的行 向量 （raw vector ). 类似地， A 的每一列可以看成 
是 IT 中 的一个 向量，且称这 n 个向量为 A 的列向量 （column vector ), 

定义如果 A 为一 mXn 矩阵，由 A 的行向量张成的 R iX ” 的子空间称为 A 的行空 fiJ(row 
space ). 由 A 的各列张成的 IT 的子空间称为 A 的列空间 （column space ), 

►例1 令 


L 0 1 0 J 

A 的行空间是所有如下形式的3元组： 

a ( 1 . 0， 0) 十存 CO * 1， 0) = ( a ’ 於， 0) 
A 的列空间是所 有如下 形式的 向量： 



因此， A 的行空间为一个 JR 1 X 3 的二维子空间，且 A 的列空间为 纪. 4 

定理 3. 6. 1 两个行等价的矩阵有相同的行空间. 

证若 B 行等价于 A . 则 B 可由 A 经有限次行运算得到.因此， B 的行向最必为 A 的行 
向景的线性组合. 所以， B 的行空间必为 A 的行空间的子空间 . 因为 A 行等价于 B , 由相同 
的原因， A 的行空间是 B 的行空间的子空间. ■ 

_ 定义 A 的行空间的维数称为矩阵 A 的秩 ( rank ). 

为求矩阵的秩，可以将矩阵化为行阶梯形.行阶梯形矩阵中的非零行将构成行空间的一 
组基， 

►例2 令 

1—2 3" 

A = 2 — 5 1 

_1 -4 一 7」 

将 A 化为行阶梯形，得到矩阵 

~1 — 2 3 _ 

U = 0 15 

■0 0 0. 

显然，（1，一2, 3) 和（0，1， S ) 构成 C 7 的行空间的一组基.因为1/和 A 是行等价的，所以它 
们有相同的行空间，且因此 A 的秩为 2. 4 

线性方程组 

在研究线性方程组时，行空间和列空间的概念十分有用.一个方程组& = &可写为 
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a n ~ 




卜 

1 


1 


^■Zl 

ip 

* 

+ 

<^2t 

+ … + 工 „ | 

I 

^2-t 


b. 

⑴ 





1 



L^j«_ 



在第1章中，我们使用这个表达式刻画一个线性方程组是否是相容的.其结论(定理 1.3. 1>现 
在可以用矩阵的列空间重新表述. 

定理 3 . 6. 2( 线性方程组的相容性定理）一个线性方程组 = 6 相容的充要条件是&在 j 
的列空间中. 

若将用零向量替代，则 （1) 化为 

^1«1 + …=0 (2) 

由 （2) 知，当且仅当 A 的列向量线性无关时，方程组& =0 仅有平凡解 1=0. 

定埋 3.6.3 令 A 为一 mXn 矩阵. 当且仅当 A 的列向量张成 R m 时，对每一 
&6 ET , 线性方程组是相容的.当且仅当 A 的列向量线性无关时，对每一 方程 

组 = & 至多有一个解， 

证我们已经看到，当且仅当力在 A 的列空间中时，方程组 = 6 相容，由此，对每 
一当且仅当 A 的列向量张成 IT 时，心是相容的，为证明第二个命题，注意到，_ 
如果 h = 对每一 &至少有一个解，则特别地.方程组 = 0 将仅有平凡解，因此 A 的列向 
量必为线性无关的.反之，若 A 的列向量线性无关.则 Ar = 0 仅有平凡解.现在，令&和 x , 

均为 Ax=b 的解， 则 A — A 应为的解， 

A(xi — jt e ) ^ Axi — Ax z 三 b — 3 = 0 

由此得到 A —心 且因此必有 A 等于 x 2 . _ 

令 A 为一 mXn 矩阵.如果 A 的列向量张成 R % 由于不存在少于 m 个的向鼋可以张成 
故 w 必大于或等于如果 A 的各列线性无关，由于 1 T 中任何多于 m 个的向量必线性 
相关.故 n 必小于或等于浓.因此，如果 A 的列向量为 R " 的一组基. 则 / z 必等于 

推论 3 *(5.4 当且仅当一个 nXn 矩阵 A 的列向量为 IT 的一组基时， A 是非奇异的. 

一般地，矩阵的秩和其零空间的维数加起来等于矩阵的列数.一个矩阵的零空间的维数称 
为矩阵 的零度 （ millit y >. 

定理 3. 6. 5( 秩-零度定理） 若 A 为一 wXw 矩阵，则 A 的秩与 A 的零度的和为 
证令 U 为 A 的行最简形.方程组等价于方程组 = 若 A 的秩为^则 t /有 
r 个非零行，且因此方程组 L 7 jc =0 有 r 个首变量和个自由变暈. N ( A ) 的维数将等于自由 
变量的个数. ■ 

►例3令 

12 —ir 
A = 2 4 -3 0 

J 2 1 5. 

求 A 的行空间的基和 N ( A ) 的基.验证 dimN(A) = n-r. 
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解 A 的行最简形为 



因此 UU 2, 0, 3)，（0, 0，1， 2)} 为 A 的行空间的一组基，且 A 的秩为2,由于方程组 
11561 如 = 0和公= 0是等价的，因此 t 当迁仅当 

工 I + 2x2 + 3^4 = 0 

j: 3 + 2xi — 0 

时，属于 N 04). 首变量 a 和 Q 可用自由变量心和工 4 表示. 

X\ = — 2x 2 ~ 3x4 

工 3 =— 2 工， 

令而 = a ， 且则可得 N ( A ) 由所有如下形式的向量 组成： 



LxJ L /? 」 L 0 」 L 1 」 

向量（一2， 1, 0, 0) 7 和（一 3, 0, —2，1) T 构成 N ( A ) 的一组基.注意到 

n — r=4 — 2 — 2 = dim N(A) < 

列空间 

例 3 中的矩阵 A 和 CJ 有不同的列空间；但是，它们的列向量满足相 N 的依赖关系.对矩 
阵 [/, 列向量&和&是线性 无关的 ，而 

«2 = 2«! 

Ua — 3wt + 2u 3 

对矩阵 A 的列也有相同的关系.向量^和七是线性无关的，而 

(^2 = 

€ L ^ ' — 3 flj " f " 2 fl >3 

一般地，若 A 为一 矩阵，且 LT 是 A 的行阶梯形，则由丁当且仅当 Ux =0时， Ajc - 
0,故它们的列向量满足相同的依赖关系.我们将利用这个结论证明 A 的列空间的维数等于 A 
的行空间的维数. 

定理 3,6.6 若 A 为一 wXn 矩阵，则 A 的行空间的雄教等于 A 的列空间的维数. 

证若 A 为一秩为 r 的? nXn 矩阵，则 A 的行阶梯形 U 将有 t ■个首1元素. U 中对应于首 
1元素的列将是线性无关的，然而，它们并不构成 A 的列空间的基，这是因为，一般地， A 和 
U 有不同的列空间.令为消去 U 中自由变量所在的列得到的新矩阵.从 A 中消去相应的 
057| 列， 并记新矩阵为 A & 矩阵 A _ 和14也是行等价的.因此， 若 x 为 Aa =0 的一个解， 则 x 必为 
的解.因为的各列是线性无关的，故 x 必为 0. 因此，利用定理 3. 6. 3后的注释， 
的各列也是线性无关的.因为义^有〃列，所以 A 的列空间的维数至少为 
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我们已经证明，对仟何矩阵，其列空间的维数大于或等于行空间的维数.将这个结论应用 
于我们有 

dim(A 的行空间）= dimCA T 的列空间） 

^ dim ( A T 的行空间） 

= dim(A 的列空间） 

因此，对任何矩阵 A , 行空间的维数必等于列空间的维数. ■ 

我们可以利用 A 的行阶梯形 U 求 A 的列空间的一组基.我们只需求 *7 中对应于首1元素 
的列即可. A 中的相应列将是线性无关的，并构成 A 的列空间的一组基. 

注行阶梯形 U 仅告诉我们 A 的哪一列用于构成基.但不能用 U 的列作为基向量，这是 
因为 U 和 A —般有不同的列空间. 

►例4 令 

-1-21 1 r 

-1 302-2 

A = 

0 113 4 

. 1 2 5 13 5j 


A 的行阶梯形为 


「1—21 
0 11 

0 0 0 

一0 0 0 


1 21 
3 0 

0 1 
0 0 - 


其首1元素在第一、二和五列.因此 



r r 


■—2, 


「 2 1 


— i 


3 


-2 

ai = 

0 

t — 

1 

， <l s = 



_ : L 


. 2, 


— 5 」 


构成了 A 的列空间的一组基. ^ _ 

►例5求由向量 



r 


- 2~ 

1 

- 7 ： 

1 

- 3, 


2 


5 

1 

4 

1 

8 


I 

* x 2 = 


， X s 


« Xi =' 



一] 


_3 


一 2 


厂 5 


L 0- 


_ 2 一 


. 0- 


. 4. 


张成的 R 4 的子空间的维数. 

解子空间 SpanCA ， Jt 2 ，心）和矩阵 

_ 1 2 2 3, 

_ 2 5 4 8 

X ; - 1 -3 -2 - 5 

. 0 2 0 4 」 



142 


第 3 聿 


的列空间相同， X 的行阶梯形为 



X 的前两列 A 将构成 X 的列空问的基 t 因此 dimSpai^j^ » , Jt 3 , jc 4 ) = 2. 

练习 

L 对下列矩阵，求其行空间的基、列空间的基和零空间的基， 



2+对卜 列每种 情况，计算由给定向貴张成的 R 3 的子空间的维数. 



( a ) 求 A 的行最简形 IX t ； 的哪几列对应于自由变盘？将这些向量写为首变量对应的列的线性组合. 

( b ) A 中对应于 U 的首变董的列向量有哪些？这些列向盘构成了 A 的列空间的一组基.将 A 的其他列向量 
写成这些基向 M 的线性组合+ 

] T 59 l 4. 对下列每种 A 和的选择，确定 fr 是否在 A 的列空间中，并说明方程组 = t 是否相容. 



5. 对练习4中每一个相容的方程组，裉据系数矩阵 A 的列向 M 确定方程组有一个还是有无穷多个解. 

6. 若 b 在 A 的列空间中，且 A 的 列向童 是线性无关的 * 则线性方程组 Ax = & 有多少个解7试说明 . 

7. 设 A 为一秩为 r 的 fiXn 矩阵，为妒中的向童，对下列每一对广和《的值，指出线性方程组 Ar = 6可能 
有的解的个数.试说明你的答案. 

{ a)n = 7 » r ~ 5 ( b)n = 7 , r =6 
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(c)r? — 5, r=5 <d)” = 5 ， r—A 

g. 令八为一 矩阵，且令 & eR ra , 且假设； VCA) = {Oh 

Ca) 关于 A 的各个列向 J3, 你可以得到什么结论？它们是否是线性无关的？它们是否张成 R m ? 试说明， 

Cb) 若 fr 不在 A 的列空间中，线性方程组 Ajc = 6 将有多少个解？若&在 A 的列空间中，方程组将有多少个 
解？试说明. 1 

9. 令 A 和 B 为 6X 5 矩阵. 若 = L 则 A 的秩为多少？如果 B 的秩为4，则的维数为多少？ 

10- 令 A 为一 mXn 矩阵，其秩为若 Ac-Ad， 这意味着 c 必等于 d 叫？若点的秩小于 n 呢？试说明你的答 

案. 

11. 设 A 为一 mXrt 矩阵，证明： 

rank(i4) ^ Tnin(m,n) 

12. 令 A 和 B 为行等价的矩阵. 

Ca) 证明 A 的列空间的维数等于 B 的列空间的维数. 

(b) 这两个矩阵的列空间必为相同的吗？验证你的结论. 

13. 令 A 为一 4 X 3 矩阵，并假设向量 



■Z- 


- 1 ~ 

I]= 

1 

= 

0 


J2_ 


1- 


构成 N < A ) 的一组基，如果〜求方程组 = A 的所有解. 
令4为一 4 X 4 矩阵 T 它的行最简形为 


若 


-I 0 
0 1 
0 0 
.0 0 




「― 3 1 


. 4- 


5 


— 3 

ai — 


和 flj ^ 

7 


_ : L 


-K 


求 a 3 和％ . 

IS , 设 A 为一 4 X 5 矩阵，并设 U 是 A 的行最简形*若 




「 r 


「一 i- 


'1 

0 

2 

0 

_ 1‘ 

1 


3 

，U = 

0 

1 

3 

0 

— 2 

— 3 

3 


0 

0 

0 

1 

5 

2_ 


. : L 


J) 

0 

0 

0 

0_ 


( a ) 求 / V ( A > 的一组基. 

( b ) 给定為为 = 6 的一个解，其中 
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U ) 求方程组的所有解. 

Ui ) 确定 A 的其余列向量. 

tM ! 16 *令 A 为一 秩为5的 5 Xg 矩阵，并令6为 R 5 中的饪 i 向量.解释为什么方程组 = 必有无穷多个解. 

17,令 A 为一 4 X 5 矩阵，若& * 此， a 线件无关 ，致 

°a — as — 2 a ! — + 3 a + 

求 A 的行最简形. 

IS . 令 A 是秩为3的 5 X 3 矩阵，并令 U !， 为#的一组基. 

U ) 证明 』 VM》={Oh 

Cb ) 证明；若 a = At 2 及 jr 3 = Ajc ” 则少 " 力， 广是 线性无关的. 
k ) 肉量为 ， jfm h 是否构成 （ b ) 中沪的一组基？试说明， 

19 + 令為是一个秩为 n 的贝/” 矩阵. 证明；如果及 j ? = Ajc ， 则: y 关 0. 

20+证明当且仅当 （ A 丨&>的秩等于 A 的秩时，线性方程组 = & 是相容的. 

21■令 A 和 Ji 是 m Xti 矩阵. 证明 i rankCA-hSXrank(A) + rank(B), 

22. 令 A 为一 mX ” 矩阵. 

Ca ) 若 jB 为一 mX 历的非 奇异矩 阵， 证明 BA 和 A 有相同的枣空间，并因此有相同的秩， 

( b ) 若 C 为一 ^父《的非竒异矩阵，证明 AC 和 A 有相同的秩， 

23. 证明推论 3. 6. 4. 

24. 证明： 若 A 和 S 为 nX n 矩阵，且 WA —= 则 A = 

25. 令 A 和 S 为 nXrr 矩阵， 

U ) 证明当且仅当 S 的列空间是 A 的芩空间的子空间时，有 A /3 = a 
Cb ) 证明： 若 则 A 和 S 的秩的和不会超过 n , 

26. 令 A 6! T Xft ， 且令為为方程组 = t 的--个特解.证明， 

U > 当且仅当^-知+6其中 s € iV ( A > 时， IT 中的向董夕为方程组 = & 的解. 

( b > 若 iVO 4)=^0}， 则解 jc 。 是惟一的. 

27. 令^和^分別为 R m 和 IT 中的非零向量，并令4 

U ) 证明 M 为 A 的列空 间的一组基，且（只）为 A 的行空间的一组基. 

( b > iVGA ) 的维数是多少？ 

28■令 AGIT K ", B 6 IT 〜及 C=Aa 证明 3 
U ) C 的列空间为 A 的列空间的子空间. 

< b ) C 的行空问为 B 的行空间的子空间. 

(c) raini£CC)^min{ rank(j4) * rank(J3) } t 

29, 令 A 6 IT X % 13 6只^及£：=八仪证明： 

< a ) 若 A 和 B 的列向里:均为线性无关的，则 C 的列向萤也是线性无关的. 

( b >^ A 和 B 的行向量均为线性无关的，则 C 的行向进也是线性无关的. 

[提示：对匕〃 应用⑷ 的结论 ■] 

30. 令证明： 

若 E 的列向盘为线性相关的，则 C 的列向量必为线性相关的. 

( b ) 若 A 的行向量为线性相关的，则 C 的行向童必为线性相关的. 

[提示：对£7应用 U ) 的结论，] 

31■令 A 为一 m Xn 矩阵 * 若存在一个 nXm 矩阵 C ， 使得乙，则称 A 有右逆 （right inverse )■ 若存在一 
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个 nXm 矩阵 D , 使得 DA = J ,， 则称 A 有左逆 （left inverse 乂 
U ) 若 A 有冇逆，证明 A 的列向童张成 R ' 

< h > 若对 - mXn 矩阵，是否存在右逆？ 呢？试说明 ■ 

32. 钲明 ： 若 A 为一 mX n 矩阵且 A 的列向萤张成 ft ' 则 A 有一右逆，[提示：令 A 为 L 的第 j 列，对 
j = l ， …， m ， 解方程组如=£^, ] 

33. 钲明当且仅当存在一个右逆时，矩阵 B 存在一个左逆. 

34+令 B 为一 nX 肌矩阵 t 且各列线性无关.证明 B 存在一个左逆. 

35. 证明：若 B 存在一个左逆，则 B 的各列线性无关. 

36. 若矩阵 U 为行阶梯形，证明 t ； 的非零行向迓构成 U 的行空间的一组基. 

MATLAB 练习 

h (基变換）令 

U = round (20 * rand (4)) — 10， V round <10 * rand (4〕） 

并令 5= ones (4, 1), 

( a ) 我们可以用 MATLAB 函数 ra ^ 确定一个矩阵的列向最是否是线性无关的 k 若 t / 的列向董是线性无关 
的，则它的秩应为多少？计算 (7 的秩，并验证它的列向量是线性无关的，由此构造 V 的一组基.计算 
V 的秩，并验证它的列向设也构成纪的一组基. 

( b ) 用 MATLAB 计算从圯的标准基到有序基叫]的转移矩阵，[注 意： 在 MATLAB 中 
第 J 列向里\的记号是 )).] 利用这个转移矩阵计箅坐标向蛍 c 和&相应于 E 的坐标.验证 

t = Cl Uj + c z u 2 + c 3 u-i 十 = L/t 

Cc ) 用 MATLAB 计苒从标准基到有序基 F 二 [ v lt v 21 v , T % ] 的转移矩阵，并用这个转移矩阵求 fc 相应于 F 
的坐标向世 d . 验证 

& = tf ^ v , + d 2 v 2 H - ^ — Vd 

( d ) 用 MATLAB 计算从 E 到 F 的转移矩阵 S 和从 F 到 E 的转移矩阵 7\ S 和 T 有什么关系？验证 = d 
和 Td ^ c . 

2. (亏秩矩阵）本练习中，我们考虑如何用 MATLAB 生成给定秩的矩阵， 

U 〕 一般地，若 A 为一秩为 r ■的 mXn 矩阵.则 n ). 为什么？试说明.如果 A 的元素为随机数， 
则可认为 r = min (7 rt ， nh 为什么？试说明，用 MATLAB 随机生成 6 XS , SXS , 5 X 8 矩阵，并使用 
MATLAB 命令 rank 计算它们的秩 . 当一个 m X ri 矩晬的秩等于， 幻时， 我们称该矩阵满秩 （full 
rank ) * 否则称为亏秩 （rank deficient ), 

( b ) MATLAB 的 rand 和 rountl 命令可用于随机生成给定区间 [ fl , 6] 中的整数元素的 m X n 矩阵.这可使用 
命令 

A - round( a) * randCm, w)) + a 

例如，命令 

j4 = round(4 * rand(S» 8)) + 3 

将生成一个 6 XS 矩阵.它的元素为从 3 〜 7 之间的随机 整数. 利用区间 [U 10], 生成10 X 7, 8 X 12 和 10 X 

15的随机整数矩阵，并计算每种情况下矩阵的秩.这些整数矩阵是否是满秩的？ 

< c > 假设我们想用 MATLAB 生成一个不满秩的矩阵.生成秩为1的矩阵很容易.若 Jt 和 J ►分别为 IT 和『 
中的非零向敎，则 A = ； c y T 将是一个秩为1的 mXrt 矩阵.为什么？试说明*验证这一结论的 MATLAB 
命令为 
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jt — round(9 ^ randCS t 1)) 十 jr= rounds9 # randCS, 3)) + 1 

用这些向童构造一个 8 X 6 的矩阵 Z ■用 MATLAB 命令 rank 对 A 的秩进行验证. 
( d ) —舣地， 


rank ( AB ) ^ mm { rank ( A ) ^ rstnk ( B >> ( 1 ) 

(见31节练习2&)若 A 和 S 为随机生成的非整数矩阵，关系式应为 等式. 生成一个 S X 6 的矩阵 
A , 其中令 

X = rand (8* 2), y = randC 6, 2), y ' 

[ T 621 你认为 A 的秩为多少？试说明.用 MATLAB 验证 A 的秩. 

U ) 用 MATLAB 命令生成矩阵 A , 仏 C , 使得 
( iM 是秩为3的 8X8 矩阵， 

Ci \) B 是秩为4的 SXS 矩阵. 

Uii)C 是秩为5的 I 0 X ? 矩阵， 

3. (列空间和行最简形)令 i^romcKlO * rand (8, 4)) , X = round (10 » rand (4, 3)>, * X 及 C ], 

Ca > iJ 和 C 的列空间有什么 关系？ （见 3. 6 节练习 28.) 你认为 A 的秩是什么？试说明，利用 MATLAB 验证 
你的答案. 

( b > A 的哪些列可构成其列空间的基？试说明.若 C / 为 A 的行最简形，你认为它的前四列应为什么？试说 
明.你认为它的后四行应为什么？试说明.用 MATLAB 命令计算 U 来验证你的答案. 

Ce > 用 MATLAB 构造另一矩阵 D = [E EY ]* 其中 E 为一随机生成的 SX 4 矩阵，且 7 为一随机生成的 
4 X 2 矩阵*你认为 D 的行最简形是什么？用 MATJLAB 计算它.诬明：一般地，若 B 为一秩为^的州父 
n 矩阵 1 且 X 为一 nXA 矩阵，则 [B BX ] 的行最简形将有分块形式 

[ j X ， 

f m ^> n 

O O - 

4, (线性方稗组的秩 1 校正） 

( 3 >令 A = round ( lO * randCS ))， d=romdClO * rand ( 8 1 1 ))， 且 M ^ iraKA ). 用矩阵 M 求 3 ? 的方程组/ = &. 

( b ) 考虑方程组 = h 其中 C 用如下方式构造： 


u — rouind( 10 -*t randCS , 1 )) , v=roucad(l0 * randCBt D) 

* ¥ r t C = A +£ 

矩阵 C 和 A 相差一个秩为 1 的矩阵 £. 用 MATLASi 验证 E 的秩为 1. 用 MATLAB 运捭“ \ ”解方程组 
Cx = b 、 并计算剌余向盘一办* 

( c ) 我们采用新的方法，利用 A 和 C 相差一个秩为1的矩阵，解方程组 Cr = k 这个新的过程称为秩1 校正 
法 （rank 1 update method ). 令 

e = M * «, c = v * y 9 d — v f * z , e = c/Cl + J > 

然后通过下式求解 A 

x = y — e * z 

计算剩余向盘 & 一 Gx * 并和 （ b ) 中的剩余向璧进行比较.这种新方法看起来比较复杂*但它在计算上确 
实很有效. 

( d ) 为说明秩1校正为什么起作用 • 用 MATLAB 计算，并比较 

Cy 和 b^cu 

证明：如果所有计算均为严格算术运算，则这两个向貴将是相等的.同样，计算 
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Cz 和 （l + dii 

证明： 如果所有计算均为严格算术运算，则这两个向摄将是相 等的. 利用这些恒等式证明 Qr = 反假设 
A 为非奇异的，秩1校正法是否总是有效的？在什么情况下是无 效的？ 试 说明. 


测试题 A —-判断正误 


判断下列命题的真假.对每一情况，均说明或证明你的结论， 

3. 若 S 为向 M 空间 V 的子空间，则 S 是向童空间+ 

2. R 2 为 R 1 的一个子空间. 

^ 可以找到 R 3 的两个二维子空间 S 和丁，使得 Sf ] T =(0}. 

4. 若 S 和 T 为向 M 空间 V 的子空间，则 SUT 为 V 的子空间. 

5. 若 s 和 t 为向量空间 v 的子空间，则 sn 丁为 V 的子空间. 

6 . 若 A , …， 心张成 R 、 则它们线性无关， 

7. 若 a 张成向貴空间 V ,则它们线性无关. 

若 X ]， JC 2 * 右为向量空间 V 的向量，且 

Span ( j ? i ， Jf ? ， …， a ) = Span ( JK " jCa ，… . Jh ) 

则 A , & t 心为 线性相关的. 

9- 若 A 为 一 771父 ?1 矩阵，则有相同的秩. 

10. 若 A 为一 mXn 矩阵， 则 A 和有相间的零度. 

H . 若 U 是 A 的行最简形，则 A 和 U 有相同的行空间， 

12.若 LJ 是 A 的行最简形.则 / L 和 U 有相同的列空间. 

13-设…， x * ^ R " 中线性无关的向童，若且是不在 SpanCA ， …， A ) 中的向盘，则 
向 M A ， 々，… * A ， A + l 是线性无关的 * 

14, 设 U ]t u ,}- { v lt v z } 和 N 1t 吨丨为圯的基,若 X 是从彳 a], 叫丨到彳巧， v 2 ) 的转移矩阵， Y 是从 Up 内} 
到{的》叫}的转栘矩阵，则之=%7是从（叫，的}到的}的转移矩阵. 

15. 若 A 和 ii 是有相同的秩的矩阵，则 f 的秩必等于矽的秩. 


测试题 


1+ 在 R 3 中，令 A 和々为线性无关的向董，且令 x 3 =0( 零向里 ） ■ a ，右 ，知 是否线性无关？证明你的答案 . 
2. 对下列悄况 * 确定给定的集合是否为 R 2 的子空间 . 证明你的答案 . 


U ) S ,^ 



X] + =0 


3■令 


( b ) S , 


ml 


13 13 4" 
0 0 111 
0 0 2 2 2 
.0 0 3 3 3 . 


( a ) 求 N { A )( A 的苹空间>的一组基. .V<A) 的维数是多少？ 

(b) 求 A 的列空间的一组基. A 的秩是什么？ 


4. 矩阵的零空间和列空间的维数与矩阵的最简形的首变量和自由变童的个数有什么关系？试说明. 

5. 冋答下列问题并对每一种情况，给出你的答案的几何解释 .， 
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( a ) 是否可以找到的两个一维子空间[；』和 K ，使得 U ， flt / 3 = {€}? 

( b ) 是否可以找到的两个二维子空间和 W * 使得 V T = 

6. 令 S 为所有元素为实值的 2 X £ 对称矩阵的集合. 

U ) 证明 S 是 R 2 ^ 的子空间„ 

( b ) 求 S 的一组基+ 

L 令焱是秩为4的 6 X 4 矩阵. 

( a )； V ( A ) 的维数是多少？遴的列空问的维数是多少？ 

Cb)A 的列向 M 是否张成 R s ? /V 的列向量是否线性无关？试解释你的答案. 

( c ) 若 b 在 A 的列空间中，则线性方程组 = 6 有多少个解？试说明. 

S - 给定向置组 



r 】_ 


-1- 


n~ 


「 i_ 

A = 

2 

» = 

3 

v Jfg ~ 

5 

t = 

2 


_£J 


_3_ 




_3 - 


< a ) x ], a , &在 R 3 中是否线性无关？试说明， 

( b > jr , 和々是否可以张成圯？试说明， 

(咖，心和 A 是否可以张成 JR 3 ? 它们是否线性无关？它们是否构成 R 3 的一钜基？试说明. 

( d)xi ,心和 A 是否可以张成 R 3 ? 它们是否线性无关？它们是否构成 R 3 的一组基？试说明或证明你的 
答案. 

9 . 令々，心为 ST 中的线性无关向摄，并令 A 为一 4 X 4 非奇异矩阵 . 证明：若 

yi = AXi * y z = Ajfj, y a = Ax 3 

则 y 3 ，外， a 是线件无关的. 

10. 令 A 为 一8 X 5 矩阵，其各列向盘 t 线性无关，且其他的列向量满足 

a A = di H- 3a a -h a 3 1 = 2a ■— flj 

U ) N < A ) 的维数是多少？试说明. 

Cb ) 求 A 的行最简形* 

IL 令 [ Hl , u z ] 及为 IT 的有序基，其中 



U ) 确定从标准基[^,办]到有序基[奶， m 2 ] 的转移矩阵.用这个转移矩阵求在[叫， u 2 ] 下的坐标. 

Cb ) 确定从标准基[ V 』，1 ?2 ]到有序基[> 1 ，的]的转移矩阵.用这个转移矩阵求 x = 2 v 】 丄3巧在[叫，化]下的 
坐标. 




从一个向量空间到另一个向童空间的线性映射在数学中扮演着重要的角色.本章将简单介绍 
有关这类映射的理论.在 4*1 节中，给出线性变换的定义并举一些例子，在 4. 2节中，证明任何 
将 ”维向 量空间 V 映射到仿维向量空间 W 的线性变换 L 可表示为一 mXn 矩阵 A . 因此，我们 
可以使用矩阵 A 来代替映射 L . 若线性变换 L 将 V 映射到它自身，则表示 L 的矩阵将依赖于 F 
中有序基的选择.因此， L 可表示为依赖于 V 的一个有序基的矩阵 A , 并在其他的有序基下表示 
为其他矩阵 B . 在 4. 3节中，我们考虑表示相同线性变换的两个不同矩阵间的联系.在很多应用 
问题中 • 需要选择 V 的基，使得表示线性变换的矩阵是对角的或其他简单形式. 

4. 1定义和例子 


在向童空间的学习中，最重要的一类映射为线性变换. 

定义一个将向董空间 V 映射到向量空间 W 的映射 如果对所有 h ， 化6\^及所有的 
标量 a 和 fi ， 

LCaVi + 和 ） —aL < Vi > -f-/9L ( } (1) 

则称其为线性変换 （linear transformation ), 

若 L 是向量空间 V 到识的线性变换，则由 （1) 有 

L ( v { -h v 5 ) = L ( vj ) + L ( v ? ) (a ^ = 1) (2) 

和 

L ( av ) = aL < v ) (v — Vi r /3 = 0) (3) 

反之，若 L 满足 （2) 和 （3), 贝 ij 

LCct^i + ^v z ) = LCaVj ) + L(fiv 2 ) 

= C Vi > -h /3L (Vi) 

因此，当且仅当 L 满足 （2) 和 （3)， L 为线性变换+ 

记号一个从向量空间 V 到向量空间 W 的映射 L 记为 

LiV — W 

当使用箭头记号时，需假设 V 和 IV 均表示向量空间. 

如果向量空间 V 和 W 是相同的，我们称线性变換 L : V — V 为 V 上的线性算子 （ Hne 盯 
operator ). 因此，一个线性算子是一个向童空间到其自身的线性变换. 

我们现在考虑一些线性变换的例子.酋先从记上的线性算子开始，此时，容易看出线性 
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算子的几何作用. 

#上的线性算子 


►例1令 L 为一算子，定义为 

L ( jt ) = 3 x 

其中 rem 由于 

L(orx) — SCofjf) — c?C3jc) — aLix) 

及 

十 jr> = 30 + j?) = (3 太 ）+ (3^) — L(x) 4- L(y) 

故 L 为线性算子.我们可以将 L 看成是伸长3倍的运算（见 
图 4. 1.1). —般地，若 a 为一正标量，则线性算子 FU )= a ； c 可被认 
_为是伸长或压缩 a 倍的运算. 

►例2考虑线性映射 L ， 定义为 

L < jt ) = 



其中 因此 ，若 x ; (工" jc z ) t * 则 0) t * 若尸 （yi ，: ys ) T ， 则 

^-axz + 办 a 」 

由此可得 

Liax + 办 ）= Cari + 办 1)6 = ai^iei} = A(jO +jSLCj) 

因此， L 为一线性算子.我们可将 L 看成是 一 个到 A 轴的投影（见图4, 1.2). 

►例3令 L 为一算子，且对每一 W 巾的 x ,) r , 

L(x) = (ja t 一 a) t 

由于 

过 1 + 办 1 


L(qjc + 卩 y ) 


- 一 （ oo：2 + ^yz ) - 

工 1 

L— Xt J 




— aJAx) + 芦 L(j) 

由此可得 L 为一线性算子.算子 L 的作用是将向量关于 t 轴作对称（见图4+ 1.3) 


轴 





轴 



线性变换 


151 


►例4 由 


LC*：) = (― ,X\ ) T 

定义的算子 L 是线性的，因为 


L(ax ^y') = 





=‘ （ X) + pL(^y) 



算子 L 的作用是将 It 2 中的每一向 M 逆时针旋转 90 a (见图4, 1. 4). 


< [169] 


从 R " 到 IT 的线性变换 


►例5由 

LCjc ) = x x + x 2 

定义的映射 L : I ^^ R 1 为一线性变换，因为 

L(orJf 十 ) = Cox, + 办1 > + iaX 2 + ) 

aixi - \- x 2 ) + p (, y \ +; y 2 ) 

= oLO ) - h ^ L ( y ) < 

►例 6 考虑由 

mcjt ) — < j：f -\- x \ y n 

定义的映射 M . 由于 

M(ax) — + or 2 4) 1/2 = | a I Mix) 

则有 

Mix ) ^ M ( aX ) 

其中 a <0 且因此， M 不是线性变換. 4 

►例 7 由 

L<jc) — ixz jXi ，之 1 + Xi) T 

定义的从 R 2 到 R 3 的映射 L 为线性的，因为 

L(ax) ^ iaX 2 i +ar 2 ) T — aL (x) 

及 

JL(x 十 (x 2 十： ys ，工 i + ： ^j ，工 i +：yi 怎十 3^) t 

~ (工2，工 i ，工 i + 工】） T + ( js ， ： y " % + 力 ） T 

= LU ) + UjO 

注意到，如果我们定义矩阵 4 为 

V V 
A = 1 0 

_1 L 

则对每一 ; re rs 
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' 工 2 

L(x) = I — Ax 

A + ^ j 

■般地，如果 A 为任何矩阵，我们可定义一个从 R « 到 IT 的线性变换 L a , 即对每 


- x ^ R % 


L a ( x ) - Aa : 

变换为线性的，因为 

I-A (ax +j3y)= Aiax -\- (3y} 

^ aAjf + j 3 EA > 

= aL A ( x )+ flL A ( y ) 

因此，我们可以认为每一个 mX ” 矩阵 A 定义了一个从 IT 到 IT 的线性变换. 

在例7中，我们看到线性变换 L 可以用一个矩阵 A 来定义.下一节我们将看到，对所有 
从 R " 到 IT 的线性变换，这个结论都是正确的. 

从 V 到 W 的线性变换 

若 L 为一从向量空间 V 到向童空间识的线性变换，则 

( i ) L (0 v )= O w (其中( V 和 O w 分别为 V 和识中的零向量）. 

( ii ) 若 V 】，…，为 V 的元素， 且… …，奶为标景，则 

LGiVj -\-a z V 2 H - 1- a n v A ) — aiLCv! ) + 仍乙 0 2 ) -f …+ a n L (v n ) 

( iii ) 对所有的 veV % 有 L ( — v ) = — L ( v ). 

命题 ( i ) 可在 LGv )= a L ( v ) 中令 —0 得到.命题 （ ii ) 可用数学归纳法容易地证明.我们将 
它的证明留给读者作为练习.为证明 （ Hi ) ，注意到 

(lw = L (0 V ) = L(v + (- v >) - L ( v ) +IX — v ) 

W 此， L (_ v ) 为 L ( v ) 的加法逆元，故 

L (— v ) -- L ( v ) 

►例8若 V 为任意向量空间，则对所有恒等算子 I 定义为 

1M = v 

显然，： T 为将 V 映射到其自身的线性 变换： 

T (aVi H~/3v 2 ) = aVi +^v 2 = a J(vi ) 十 JC^) < 

►例 9 令 L 为由 

L </) = JV 〈工) 心 

定义的从 C 6] 到 R 1 的映射，若/和 g 为 C [ fl ，6] 中的任意向量，则 

L(af + ^)= | (af +^) C^)dx 

= a \ /<x)dx + ^f g <x)dx 

J a J ft 

=‘（/)+ 瓜 （ g ) 
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因此， L 为一线性变换. 

►例10令 D 为从 PU ，6] 到 C [〜 的线性变换，定义为 

Dif ) - / (/ 的导数） 

D 是线性变换，因为 

DG / 十你）= a /' +^ g r = a D ( f ) + j ? D ( g ) 

象与核 


令 L : V — W 为一线性 变换. 我们以考虑 L 在 V 的子空间上的作用来结束本节.特別重要 
的是 V 中被映射为 W 中的零向量的向量集合. 

定义令 L : V — 呢为一线性 变换. L 的核 （ kernel ) 记为 ker ( L )， 定义为 

ker ( L ) = {v 6 V I Uv ) -= } 

定义令 L : V — 取为一线性变换，并令 S 为 V 的一个子空间. S 的象 （ image ) 记为 L ( S )， 
定义为 

LCS ) {w ^ W \ w = L ( v ) ，对某个 v e S } 

整个向量空间的象 UV ) 称为 L 的值域 （ range 》. 

令乙 .. V — 取为一线性变换.容易看出 keKL ) 为 V 的子空间，且若 S 为 V 的任意子空间， 

则 IXS ) 为取的一个子空间.特别地， UV ) 为 W 的一个子 空间. 事实上，我们有如下的定理. 

定理 4* 1.1 若 L: I— 妒为一线性变换， HS 为 V 的子空间，则 
U)ker(L) 为 V 的一个子空间. 

( ii ) 乙 （ S ) 为 W 的一个子空间. 

证显然 ker ( L ) 非空，因为 V 中的零向量 O v 在 ker ( L ) 中.为证明 （ i )， 我们必须证明_ 
ker ( L ) 对标量乘法和向量加法是封闭的，若 v € ker ( X )， 且 a 为一标量，则 

L ( av ) = aL C v ) = aO w = 0^ 

因此， aveker ( L ). 

若 A , v 2 & ker ( L ) ，则 

C Vt H~ V£) ~ t Vj) ~h Jht () ― 0^ Opv" = 0^ 

因此 h + hekeHX )， 于是 kerCL ) 为 V 的子空间. 

类似地，可以证明 （ ii ). L ( S ) 为非空的，因为 0 ff = L (0 v ) GL ( S ), 若 weL ( S ), 则对某个 
v 6 S 有 w 二 L ( v ). 对任何标置 a ， 

crW ― aL(v) ― LCav ) 

因为 av 6 S , 故可得由此有 L(S) 对标量乘法是封闭的，若％, ^eL(S ), 则存 
在 v " Vs € S , 使得 = M L ( v 2 ) 因此 

Wi + 叫 = L(h ) 十 JUv 2 ) ^ LCv, + R ) 

于是， US ) 对加法也是封闭的. ■ 

►例 11 令 L 为 R 2 上的线性算子，定义为 


Ux ) = 


工 1 

. 0 - 
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一个向量 x 在 keKL ) 中的充要条件是々=0,因此 lterCL ) 为由 Q 张成的 R £ 的一维子空 
间.一个向量 J 在 [的值 域中的充要条件是 J 为〜的倍数，因此 UR 2 ) 为由 q 张成的 R 2 的一 
维子空间. 4 

►例12令1 ; R a — R 2 为一线性变换，定义为 

LCjc ) = (xi + x z jXi -h ^ 3 ) t 
并令 S 为由 h 和张成的 W 的子空间. 

若 jcGkera ), 则 

X \ Xz = 0 且 J ；2 + j ：3 — 0 

令自由变量 X 3 = a ， 我们有 

=— a ， sci = a 

因此 ker ( U 为由所有形如 a ( l , —1, 1) T 的向量组成的 R 3 的一维子空间. 

若 xeS ， 则 x 必形如0, 6) T ， 因此有 L ( x ) = ( a , b ) T . 显然 L ( S ) = tt \ 由于子空间 
_ S 的象为 R 2 全体，由此得 L 的整个值域必为 R 2 [即 L ( R 3 )= R 2 ]. 4 

►例13令 D : P 3 ^ P 3 为微分算子，定义为 

D 的核包含所有次数为0的多项式.因此任 何朽中 的多项式的导数将为1次或 
更低次的多项式 . 反之，任何 P 2 中的多项式将在 P 3 中存在一个原函数 ， 因此，每一 A 中的 
多项式均为 匕中的 多项式在算子 D 下的象.因此 ， D ( P 3 )= P 2 . 4 

练习 

1- 证明下列线性变换为 f 上的线性箅子.给出每一线性变换作用的几何描述. 

( a ) L ( jr)^(-Xi , xO r ( b ) L ( x ) = -x ( c)UxX 工”勾 ） T 

U } Ux )~ y ^ ⑷ LU ) 〜 

2. 令 L 为 上的线性算 ft 定义为 

L(x) = 〈 jt 丄 cose? — jcz sitia T X] sina + x ； cosa) 1 
将 Xp : r E 和乙0«：)用极坐标表示，给出该线性变换作用的几何推述. 

3. 令 a 为 R 2 中一固定的非零向里+映射 

L ( Jt ) = JT + fl 

称为平移 （ tnmalatkmh 证明平移不是线性算子，给出平移作用的几何描述. 

4. 令 R J - R Z 为一线性算子.若 

L ( C 1,2) T > = (~2 t 3 ) T 且 UC 1, — 1) T ) = <5,2 > T 

求 1 X (7, 5> T ) 的值. 

5. 确定下列是否为 R 3 到 R 2 的线性变换. 

Ca ) L ( x )^(^, a) t Cb ) L < Jf )^<0, 0 ) T 

Cc)L(jc) = Q + xi» x 2 ) T Cd)L(x) = C^ 3 , +x 2 ) T 

6 + 确定下列是否为圮到 K 3 的线性变换. 

Ca)L(x) = Cxi» 1) T (b)L(x) = Cxit * Xi +2j：s ) t 

(c)L(x) = C^ t 0, 0) T <d>LCjr) —Cjt, , ) T 

7. 确定下列是否为以〜上的线性算子* 
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=^ 2 A (b)L(/V) =A f 

MUA )= A-\-I ( d ) UA )^ A - A T 

心令 C 为一固定的 ” Xn 矩阵，确定下列是否为 IT ^ 上的线性 算子. 

( a ) LCA ) —CA + AC Cb ) L < A )^ C a A < c ) LCA > — A Z C 

9,确定下列是否为从 P 2 到 P 3 的线性变换. 

U)Upix^-=xpU) (b)L(^C J )>-^+p{ J ：) ^UpU)^ = pU^^TpU^ + ^p f (a:) 

io - 对每 一/ ec [ o t 1 ]， 定义 U /)= F ， 其中 

FOO = £/C^)df, 0 < T < 1 

证明 L 为 C [0, 1] 上的线性算子， 然后求 L ( eO 和 
n . 确定下列是否为从 £：[ 0 _ 1 ] 到圯的线性变换. 

U)L</) = /C0) (b)LC/)-= 1 f(0) I 

Cc ) L (/)- L / C 0) + / a )]/2 ( d ) L (/) = {£[/( x )〕 …广 

12. 若 L 为从 V 到 W 的线性变换，用数学归纳法证明 

LCaiV! 4- H - h = ajJ-Cvi ) +ai L(v ^) H - + ^jLC^) 

13. 令{1^，…， vj 为向量空间 1/ 的一组基，并令 M 和为从 V 到向董空间 W 的两个线性变换. 证明； 若 

U ( v ^ = L z { Vi ) 

对每—>1，…，”均成立，= [即证明对所有的 v € V ， 有 Uv )= L 2 ( vX 〕 

14. 令 L 为 Ri 上的一个线性算子，且令 a = Ul ), 证明对所有的 Z 6 R 1 ， 有 LU ) = ajr . 

15. 令 L 龙向盘空间 V 上的一个线性算子 .递归地定义为 

V ^ L 

L i+i (v) - L ( L *(^>, 对所有的 V 
证明对每一 L 1 * 为 V 上的一个线性算子. 

16. 令 L ]; [/- V 和 V — W 为线性变换，且令映射 M 定义为对每一 

LCw ) ^ LtiLi («)) 

证明 L 为从 U 到 W 的线性变换， 

17- 求下列 f 上线性算子的核和值域. 

(a)L(x) = ( 工 3 ，工 ” > T <b)L(jc) = (x 3 » jt s t 0) T Cc)L(x> — x % ) T 

18 - 令 S 为圮的子空间，弁由 h 和&张成.对练习17中的每-线性算子求 US ). 

19. 求 下列朽 上线性算子的核和值域. 

(^)L(pi^) = jcp ， (jc) (b)L(pU>) = p(x> —/( 尤） MLip(x)) = pW^+ pil) 

20. 令 L : V — W 为一线性变换，并令丁为 W 的子空间* 了的原象 （inverse image >[： 记为定义为 

L-^T) = {v^ V \ L(v) e T) 

证明 L _ ] fT > 为 V 的子空 N + 

21. —个线性变换妒称为一一的（⑽若蕴涵着(即 V 中不存在两个不 
同的向置 A , v z 映射为相同的向董怔明 L 为一一的，当且仅当 = 

22. 若线性变换 V — W 满足 = 则称其为从 V 映上 （ cmto ) 到 W 的映射.诎明线性变换 

L(X> = Cxi ，工 1 -\- JTz 3 X\ -h JCj + j：3 ) T 

为一个从&映上到 R 3 的映射. 

23. 练习17中的线性算子哪个是一-的？哪个为从 R 3 映上到记的映射？ 

24. 令 A 为一 2 X 2 的矩阵 t 并令 Im 为线性算子，定义为 

L a (x) ^ At 
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证明为从 R 2 映上到 A 的列空间的映射. 

Cb ) 证明 f 若 A 为非奇异的，则£^为从 R 2 映上到圮的映射. 

25.令 D 为 P 3 上的微分算了，并令 

S = {/> 6 Pi I p(0) = 0} 

( a ) 证明 D 为从匕映上到子 空间朽 的映射，但 D : 不是——的. 

Cb ) 证明 D ! S 一尺是一一 的， 但不是映上的. 

4-2 线性变换的矩阵表示 

4.1 节中证明了每一个矩阵 A 都定义了一个从到 IT 的线性变换 L a ， 其中 

LaCx) = Ax 

对每一 xeIT 都成立.本节我们将了解对每一从到 R m 的线性变换 L ， 存在一个 mXM 矩阵 
A , 使得 

L ⑴=如 

我们还将了解如何把任意有限维空间上的线性变换表示为一个矩阵. 

定理 4. 2, 1 若 L 为一从 IT 到 R ™ 的线性变换，则存在一个 mXn 矩降 A , 使得对每一 
xGlt % 有 

LU ) =如 

事实上， A 的第 j 个列向量为 

a } — L(«j) j = 1 f 2 y — f n 

证对 j = l , …，〜定义 

Qj ― L(€j ) 

并令 

A = > ― Ca t ,a 21 

若 

X = Xi€^ + X% ^2 + *■* -h x „ e „ 

为 IT 中的任意元素，则 

L(jt) ^ joi L{e x ) + xzL{e 2 ) + *.•+ x n L (e n ) 

= 工 H -十 

「工 r 

Xt 

=(ai * a 2 ，… , a M ) t 
1 # 
f = 

^ Ax ■ 

我们已经证明了每一从 R n 到只" 1 的线性变换均可表示为一个的矩阵.定理 4. 告 
诉我们对每一特定的线性变换 L 如何构造矩阵 A . 为得到 A 的第一列，观察 L 对 R 的第一个 
基向量 h 的作用是什么.为得到 A 的第二列，观察 L 对 IT 的第二个基向量 e 2 



线性变换 


15? 


的作用是彳丨么，并令 fl 2= L ( e 2 ) T 等等.因为 R fl 中 的标准 基取为 q ，，，*， e ，（ nXTi 单位矩阵的 
列向量），并可将 mXTTT 单位矩阵的列向童取为 IT 的一组基，我们称 A 为 L 的标准矩阵表示 
(standard matrix representation ). 以后（定理 4 . 2 . 3 )我们将看到如何在其他基下表示线性 
变换. 

►例1对圮中的每 一 r = (x] ，工 2 , 定义线性变换圮为 

Lix) = + jo z ,Xi - {- x 3 ) t 

容易验证 L 为一线性算子.我们希望求一个矩阵 A , 使得对每一 Lix )^ Ax . 为做到_ 

这一点， 我们必须求 LUO , 仑0 £ )和 L ( e 3 ) s 

L(e,) = “( 1 ， 0 , 0 ) T ) = □ 

LrCfij ) ^ h ((0， l ，0) T )=[」 

L(e,) = L((0,0，1> T ) = □ 

选擇这些向量作为矩阵 A 的列 向量： 


为验证结果，计算 Ar; 


Ax 






> + a _ 
-X^ -h x a - 


4 


►例 2 令 J： 为 ft 2 的线性算子，它将每一向量逆时针旋转角度&我们可从图 4.2.U 中看到， 
Q 被映射为 （cosl sU^) T , 且&被映射为（一 shi ^， cos 0) T . 相应于这个变换的矩阵 A 将以 
icosd, sii^P 为第一列，并以（一 siM，co 沾) T 为第二列： 


A = 


' cos ^ 

- sin 5 


― s W 
cos 0 *. 


若 r 为 R 2 中的任意向量，则要将 x 逆时针旋转角度I只需简单地乘以 A [见图 4.2. lbl 




a ) 


® 4. 2. 1 


b ) 


4 
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现在我们已经看到如何用矩阵表示从 R" 到 IT 的线性变换，读者可能会问，从V到 W 的 
线性变换是否可类似地表示，其中V和 W 分别为 n 维和 m 维的向童空间.为看到如何来做， 
SHI 令尺=1>1，…， IV]为V的一组有序基 t F = [w,, v 2J — ,心]为识的一组有序基. 令 L 
为从 V 到 W 的线性变换.若 V为V中的任意向贵，则可将V用 E 的基 表示： 

V = ^\Vi + 工 2 V 2 H -+ 

我们将证明.存在一个抗矩阵 A 按如下意义表示线性变换 L: 

当 .0 ■仅当 L(v) = jyi^i + J2^2 + 时 ， Ax ^ y 

矩阵 A 表明了线性变换 L 的作用.若 Jr 为向量 v 在 E 下对应的坐标向量，则 L(v) 的坐标向量 
在 F 下为 


[LCv)] f = ^ 

求矩阵 A 的过程实质上和前面的方法是相同的.对 j = 令屮 = ( ai ，，〜 ^…， a 〜) T 为 

1^(1) 相应于 [W, ， W 2 ，…， 1] 的坐标向量，即 

L(v f ) = £1,^1 + a z ^W 2 H -+ a„jW mt 1 ( j ( n 

令 A =( 〜 ）= («ii， …， a „) •若 


则 


v = XiVi +:r 2 v 2 + …+ 


L(v)= l ( 

\j-l / i-l 


对 2’ = 1 » …， / N ，令 


2^( = 2(2 


\Wi 


yi = 2 平 j 

于是 

y = <3^1 ， : yz ， … ， y m ) T == Ar 

_ 为 L ( v ) 相应于 [%, …，的坐标向 fi . 现在我们已经建立了下而的定理. 

定理 4. 2. 2( 矩阵表示定理）若 E =[ Vi ， v 2 , …，>〃]和，…， w *] 分别为向量 
空间 V 和 W 的有序基，则对每_线性变换 L : V — 妒，存在一个讲 Xn 矩阵 A ， 使得对每一 
v € V ， 有 

[ L ( v)] F = A [ f]e 

A 称为 L 相应于有序基 E 和 F 的表示矩阵.事实上 

a i = [L(v^) ] r , j = 1,2,… 

定理 4. 2, 2可用图 4. 2, 2表示，若 A 为 L 相 ^ l ; l a 一汁 )( =吸 

应于基£：和 F 的表示矩阵 t 且 

x = [ v ]£ ( v 在 E 下的坐标向量） 

y - lw] F (w 在 F 下的坐标向量） 产 ---口 

则当且仅当 A 将 < 映射为 J 时， L 将 v 映射为 w . ^ 4.2.2 
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►例3 

其中 


令乙为一 R 3 到 R 2 的线性变换，对每 - j ：€ R 3 ， 有 

+ ( x 2 十而 


fri ^ 




求 L 相应于有序基 [ q ，，&]和[&1， h ] 的表示矩阵 A , 

解 


LC^i ) == Ibi + Ofrj 

L{e z ) = 0&! + 

L (^) = 0 d 3 + lh z 

矩阵 A 的第 i 列由 L ( e ;) 相应于 j> 1T 卜]的坐标确定，其中 £=1, 2* 3. 因此 


, 1 0 01 
A ^ 

Lo 1 1 J 

►例 4 令 L 为一 R 2 到其自身的线性变换，定义为 

L(ab 1 + ph 2 ) = ia + 0)bi + 2pb^ 

其中 [ h ， 匕 ] 为例3中定义的有序基.求 L 相应于 [&,. 匕]的表示矩阵 A . 

解 

Ub,) - 1 ^ + 0 ^ 

Ub 2 ) - +汾 2 

因此 


[1791 


A = 



2 J 


夢例5线性变换 D 定义为 D ( p )= p \ 它是从 巧到巧 的映射.分别给定 P 3 和朽 的有序 
基 [ x 2 , 工， 1] 和 [ x ，1], 我们要求 J ) 的表示矩阵.为此，将 D 作用在 P 3 的基元素上： 

D ( x 2 ) — 2 x + 0*1 


O(jr) = 0 工 + 1 * 1 


D ( l ) = C ^ + 0 • 1 


在忾中， DU 2 >, DU) r D ( l ) 的坐标向蚩分别为 （2, 0 > T r (0, 1) T , (0, 0)\矩阵 A 就是 
以这些向貴为列向量构造的. 

T2 0 01 

A = 

Lo 1 0」 

若户 ( jr )= aP +^3： + c ， 则向量 P 相应于 h 的有序基的坐标向量为 （ a , 6， c ) T . 要求 D ( 声）在 
P . 的有序基下的坐标向量，只需简单作乘法 

-2 0 0- 
-0 1 0 _ 
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因此 

D(ojc z -h 4 - c) — lax + b 4 

为求线性变換相应于有序基 E = ，…，和，…， k ] 的表示矩阵 

A , 我们必须将每一向量表示为&]，…， k 的线性组合.下面的定理说明，求的 
_这种表示等价于解线性方程组 = 

定理 4. 2, 3令…，4]及戶=[卜，…，心]分别为 R n 和 R m 的有序基，若 
L ; 圯―为一线性变换 ， JL A 为 L 相应于£和尸的表示矩阵，則 

«/ ) , j = l t …， n 

其中 B = ， ■■* ， ). 

证若 A 为 L 相应于 E 和 F 的表示矩阵，则对 y = …，〜有 

L ( u >)= aij &] H - a 2 ^ z H - 

— Ba ^ 

矩阵 B 是非奇异的，因为它的列向量构成了 IT 的一组基，闪此 

= £3 1 ) t j = 1，71 ■ 

这个定理的一个结论是，可以通过计算一个增广矩阵的行最简形来求线性变换的表示矩 
阵.下面的推论说明了如何来做. 

推论 4* 2. 4若 A 为线性变换 h : IT — IT 相应于基 

E 二 [屮，… ，…] 和 F = [ fc 】， …， 

的表示矩阵，则 （ h , …， b m | Liu ,), 的行最简形为 （JM A ). 

证令 B =( h ， …， KX 矩阵 （B | L( Ul MuJ ) 行等价于 

| L ( w t (J I JB - Ku 】），-" ,1^(*0) 

=(J I fli，..*，o 

- (I I A > ■ 

►例 6 令 L : 圮为线性变换，定义为 

Lix) — (j：z V^I + ) T 

求 L 相应于有序基 [叫. 的表示矩阵，其中 

«i = (1*2) T ， u z = C 3,1 > T 
且 

b ： = (1 ， 0,0) T , b t = CUl,0) T f b 、 兰 <1 ， 1 ， 1) T 

解我们需要求 U 〜）， L ( uO , 并将矩阵 （ h ， 匕， & I UuO , L (« 2 )) 化为行最简形. 
L( Ul ) = (2,3, - 1) T , LCii 2 ) = C1,4,2) T 



-i 1 1 

2 1 


~1 0 

0 

一 1 一 3 _ 


0 1 1 

3 4 


0 1 

0 

4 2 

|m| 

J) 0 1 

—1 2. 


_0 0 

1 

…1 2„ 


L 相应于给定有序基的表示矩阵为 



线性变换 


161 


读者可以验证 


一一1 — 3 _ 

A = 4 2 

_一 1 2_ 

L ( uj ) =—办 | 十 4 ft 2 — 
LCm 2 ) =-3^ - {-2b 2 +2& 3 


应用丨：计兑机图形和动画 


—个平面上的图形可以在计算机上存储为一个顶点的集合.通过画出顶点，并将顶点用直 
线相连即可得到图形.若有《个顶点，则它们存储在一个矩阵中.顶点的 J ： 坐标存储在 
矩阵的第一行 * y 坐标存储在第二行.每一对相继顶点用一条直线相连， 

例如，要存储一个顶点为（0, □), ( l t 1), '(1, 一1)的三角形*将每一顶点对应的数对存 
储为矩阵的 一列： 

ro 1 1 oi 

T = 

Lo 1 — 1 0 」 

附加顶点 （0, 0) 的副本存储在 T 的最后一列，这样，前一个顶点 （1，一 1) 可以画回到 （0, 0). 
[见图 4. 2. 3 a J 




a ) r 定义的三角形 b) 放大 1.5 倍 



c) 关于 y 轴对称 


d) 旋转 6IT 


图 4 . 2 . 3 


通过改变顶点的位置并重新绘制图形，即可变换图形.如果变换是线性的，则可通过矩阵 
乘法实现，观察一系列这样的图形就得到一个动画. 
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计算机中用到的四个基本几何变换 如下： 

1- 放大和缩小 （dilations and contractions)* 对于形如 


LCjt) = cx 

的线性算子，当时为放大（ dilation) ,当 1 时为缩小 （ contraction) . 算子 L 可表示 
为矩阵 c /， 其中 J 为一 2 X 2 单位矩阵.放大将图形增加因子 c > l ， 而缩小则将图形压缩因子 
c<l .图 4.2. 3 b 为将矩阵 T 中存储的三角形放大 1. 5倍后的图形. 

2. 关于某轴对称 （reflection about an axis ). 若 L 为将向量关于轴作对称的变换 t 删 
L 为一线性算子，且可表示为一 2 X 2 矩阵因为 


故 


= e x 旦 L) =— e z 


_ Lo —1 」 

类似地，若 L , 为将向量关于 y 轴作对称的变换，则~可表示为矩阵 

■-1 01 
- 0 1」 

图 4.2.3 c 给出 T 表示的三角形关于: y 轴作对称的图形.第7章中，我们将学习构造将一向量 
相对于任意一条过原点的直线作对称变换的矩阵的简单方法. 

3. 旋转 （ rotations )* 令 L 为一将向量从初始位置逆时针旋转角度0的变换.例2中我们看 
到 L 为一线性算子，且 L ( x )= Ajt ， 其中 


A ^ 


" cos ^ 

_ sin ^ 


— siW 
cos ^_ 


图 t 3 d 给出将三角形逆时针旋转后的图形. 

4. 平移 （ translation ). 向量 a 的平移变换形如 

LCx} = x-\-a 

若关0,则 L 不是线性变换，且 L 不能表示为一 2 X 2 矩阵.然而，在计算机图形学中，要求 
_所有的变换均表示为矩阵的乘法.围绕着这个问题，引入了一个新的坐标系，称为齐次坐标 
(homogeneous coordinates). 这个新的坐标系使得我们可以将平移表示为线性变换. 


齐次坐标 

齐次坐标系 （homogeneous coordinate system) 是通过将 R 2 中的向量等同于 R 3 中和该向量 
前两个坐标相同，而第三个坐标为1的向暈来构造的. 



工 r 

H ㈣ 

工2 

L 工2」 

_1 _ 


当需要画出由齐次坐标向量 （ A ，而， 1) T 表示的点时，只要简单地忽略它的第三个坐标并画 
出有序对 ( ii ， ) 即可 

前面所讨论的线性变换现在必须表示为 3 X 3 矩阵.为此，我们将 2 X 2 矩阵通过添加 3 X 3 
单位矩阵的第三行和第三列元素进行扩展.例如，将一个 2 X 2 放大矩阵 
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'3 0 - ] 

-0 3」 

替换为 3 X 3 矩阵 

T 0 0~ 

0 3 0 
■0 0 1 _ 

注意到 


"3 0 0~ 


工 1 



0 3 0 


工2 

= 

3^2 

_0 0 1」 


丄 


_ 1 _ 


若 L 将#中的向量平移向量 a ， 则可以在齐次坐标系中求出 L 的矩阵表示.我们只需简单地 
用 a 的元素替换 3 X 3 单位矩阵前两行中的第三列元素即可.为说明这是可行的，例如，考虑 
—个将向 M 平移 = 2) T 的变换.在齐次坐标系中，这个变换可通过矩阵乘法实现： 



「1 0 6 , 




+ 6 " 

hx = 

0 1 2 

_0 0 1 - 


b. 


工 a + 2 

- 1 . 


图 4 .2 .“为 一 3 X 81 矩阵 S 表示的棒状图，将 S 乘以平移矩阵 A , 平移图形 AS 即 
如图 4. 2, 4 b 所示. fjg 4 l 


V 1 B 1 

8 


% 

6 

I 

I 

2 

八 : 

-IX . 

0 

— -L -- _U - | 


—J - 一 - ■ _ ■ ■ i I _ - I I 

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 

a ) 3 x S 1矩阵 S 的围形 b ) 平移后表示的图形 

m 4. 2. A 


应用2:飞机的偏航、俯仰和翻滚 


术语偏航 ( yaw )、 俯仰 （ pitch ) 和翻滾 （ rdl ) 通常用在航空工业中，用来播述飞机的操纵性 
能.图 L 2. 5 a 给出了一个模型飞机的初始位 E . 为描述偏航、俯仰和翻滚，我们将坐棒系选 
在飞机上.通常假定飞机处于^平面上，机头指向； r 轴的正向，左翼指向^軸的正向.此 
外，当飞机运动时，三个坐标轴和飞机同时运动.（见图 4.2*5*) 

偏航是一个在 xy 平面内的旋转.图 4.2.5 b 为偏航45°的示意.此时，飞机右转 45 e (顺时 
针方向）.从3维空间线性变换的角度看，偏航就是关于 z 轴旋转.注意，如果模型飞机机头 
的初始坐标表示为向量（1，0, 0)， 则偏航变换后，它的 zyz 坐标仍然是 （U 0* 0). 因为坐标 
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轴连同飞机一起旋转 * 在初始位置时， x ， ： V 和 z 轴与前后、左右和上下轴是相同的.我们称 
初始的前、左、上轴系统为 FLT 轴系统 ■ 偏航45°后，机头相对于 FLT 轴系统的位置 

为⑥ — i ， 0 ). 



如果将偏航变换 L 看成 FLT 轴系统的变换，则容易求得它的表示矩阵.如果 L 对应的偏 
航角度为心则 L 将点（1，0, 0) 和 （0, 1, 0) 分別旋转为点 （ cosw , — sinw , 0)和（ sinut cobu , 
0). 点（0, 0, 1) 在偏航时将保持不变 t 因为它在旋转轴上.对列向量，若1, y 2 , h 为 L 在 
R 3 中的标准基向量，则 



~ cusu 

I 

'sinu - 


■CT 

yi = L(ei) — 

— sinu 

. 0 . 

， yz = L(e 2 ) = 1 

cosu 

, 0 , 

， = L(e 3 ) — 

0 

丄 


因此，偏航变换的表示矩阵为 


"cosw sinu 01 

Y — 一 sinw cosu 0 1 (1) 

，0 0 1」 

飞机的俯仰是在平面中的旋转.图 4.2*5 c 为俯仰 一 30°的示意-因为角度为负的，机 
头的位置沿下轴方向向下旋转 30' 从三维空间线性变换的角度看，俯仰就是关于 y 轴旋转. 
正如偏航一样，我们可以为俯仰变换找到一个相对于 FL 丁轴系统的矩阵.若 L 是一旋转角度 
为 v 的俯仰变換，则 L 的表示矩阵为 

fcosv 0 一 siruTj 


P - 0 1 0 J 

.sinw 0 costJ 


(2) 
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飞机的翻滚是在平面内的旋转.图 4 .2,5 d 为翻滚30°的示意，此时，左翼沿上轴方向 
向上旋转30%右翼沿下轴方向向下旋转 30' 从三维空间线性变换的角度看，翻滚就是关于 ： r 
轴的旋转.类似于偏航和俯仰，我们可以求得翻滚变换关于 FLT 轴系统的表示矩阵 T 若 L 是 
一旋转角度为 w 的翻滚变换，则 L 的表示矩阵为 


R = 


0 

_0 


0 0 - 
cos 切一 sin 如 
siimr COSll)_ 


(3) 


如果先偏航角度然后俯仰角度则这个复合变换是线性的；然而，它的表示矩阵并 
不是乘积 py . 偏航的作用是将标准基向董 Q ， A 转换到新的方向1, h ， J 3 , 所以向量 
ha 将用于定叉俯仰时文， y 和 Z 轴的方向，接下来的俯仰变换是针对新的轴进行的 
(即向量 h 所示轴的方向 X 向量1和 h 构成一个平面，且在俯仰时，它们将在平面内一起旋 
转角度汉 向量 y 2 在俯仰时不受影响， 因为它在旋转轴上.因此，复合变换 L 对标准基向量 


的作用为 


185 
I 

186 


偏航俯仰 , . 

- - ► j? s 一 ~ ► cost/ji ~h sirny 

谝航 俯仰 

。 一 ^ ”2 - ~~^ J? Z 

偏航 俯仰 

农 3 ^—^ - * 一 sm^ y i 4- cosv y 3 

标准基向量的象构成复合变换表示矩阵的列向置. 

(cosiy y x -h sinv ^y 2 v — sinv y i + cost ； y 3 ) 


~cosv 0 
=(Ji ， ^2 ， h) 0 1 

.sinv 0 



° 

cos'td 


-yp 

由此得到*复合变换的表示矩阵是分别表示偏航和俯仰的两个矩阵的乘积，但乘积必须以相反 
的顺序进行，即偏航矩阵 F 在左，俯仰矩阵 P 在右.类似地.偏航角度⑷然后俯仰角度 V ， 
再翻滚角度 W 的复合变换的表示矩阵应为乘积 YPR . 


练习 

1 . 4.〗节练习〗中*对每一线性变換 L , 求 L 的标准表示矩阵. 

2. 对下列每一个从圯到圮的线性变换求一个矩阵 A ， 使得对 R 3 中的每一个 jt 有 LU ) = Air . 

(a)LC(xi» Xz f x a ) T ) — <Xi, 0 ) T ■, j : 3 ) f ) — (jri ♦ x z ) T 

(c)LrCC^ » xz t 〉 T ) = fxa 一 jci ， s：i 一 jj) r 

3* 对 F 列每-个圮上的线 性算子 L , 求一个矩阵 A , 使得对圯中的每一个 j ： 有 

(a)L(Cxi < x 2 , J 3) 1 ) = t ^31 jci t xi ) T Cb)LC(jrt ， x? 1 ) T ) = Cxi * +jc £ ♦ xi + -f-x 3 ) T 

Cc > L ( Cjt 3 » Ti t ) T } — C 2 j : 3 , X2 - h 3» 2 ^ ) T 
4 .令 L 为 W 上的线性算子，定义为 

IX jc) = (2x t _ x 2 — 心， Zxz — Xj — » 2 jt 2 — jci — ^) T 

求 L 的标准表示矩阵 A ，并利用 A 求下列向皆 x 对应的 LU ). 
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U)x=<l, 1, 1> T (h)x=(2 t 1, I) T (c)JC=f 一 5 ， 3, 2) T 

S- 求下列线性算子的标准表示矩阵. 
i!87| U)L 为将 R £ 中的每一个 x 顺时针旋转的线性算予. 

为将 R 2 中的毎一个向 ft 关于 A 轴对称，然后逆时针旋转90。的线性算子. 
(c)L 为将 R 2 中的每一个 JT 长度加倍，然后逆时针旋转30。的线件 算子. 

《d)L 为将每一向 fix 关于直线作对称变换，然后投 影到: ^轴上的线性箅子. 

6.令 


fr ] = 

丁 

1 

» fra = 

丁 

0 

v b s — 

_0 1 

1 


.0_ 


■ 1 _ 


■1 


并令 L 为 R 2 到妒 的线性变换，定义为 

+ xi bz + Cxi + 

求 h 相应于基 0】， 亡]和[& 1 ,& 2 , 6] 的表示矩阵 A. 

7♦令 

y \ 

并令： T 为 R 3 上的恒等算子. 

<a) 求; r(0, Z (办）和 Z<e 3 ) 在 [力， Ja , j3 ] 下的坐标. 

Cb) 求矩阵 A， 使得 Ac 为向虽 jc 相应于 y 3 ] 的坐标向 M. 

8-令力，为如练习 7 中定义，并令 L 为 R 3 上的线性算子，定义为 

1 y\ Hh Q yt + c a - y 3 ) = ( G Q + C3 〉 ji + ( 2(i + ) j a — ( 2c ; + 

(3>求 L 相应于有序基 [y lT a , J 3 ] 的表示矩阵. 

CW 对下列情况 T 将向量 r 写为 h， 为的线性组合，并用 （a> 中的矩阵求 L(x). 
( i ) 户（7，&， 2 ) T 2- 1 ) T ( iii ) jr =( l , 2， 3 ) T 

9, 令 

p 0 1 1 0~ 

J ? - 0 1 1 0 0 

Ll 1 1 1 1 , 

R 的列向童表示在齐次坐标下平面上的点. 

<a) 绘制 R 的列向置对应的顶点表示的图形.这个图形是什么类型的？ 

(b> 对下列矩阵4的每一 选择， 绘制 AR 的草图并说明线性变换的几何意义. 




一 1 

T 

0 0 , 

1 

I 

r i 

l 

V? 

0 


I 0 2~ 

i\)A^ 

° 

I n 

(ii>A = 

| 

i 

l 

0 


0 1 —3 


T °l 

1 

n 

Lo 0 I_ 


Lo 

0 l 

1 

_ 0 

0 

L 




10. 对 F 列每一 B z 上的线性算子，求变换在齐次坐标系中的表示矩阵. 
U ) 变换 L 将每一向置逆时针旋转 120' 

( b ) 变换 L 将每- * 点左移3个单位、上移5个单位. 

( c ) 变换 L 将每一向置缩小为原来的三分之一. 

Cd ) 变换将每一向蛰关于 j 轴作对称，然后向 t 平移2个单位. 
n . 对下列复合变换，确定它们的表示矩阵. 
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Ca) 偏航 90 e , 然后俯仰 90' 

( b ) 俯仰90%然后偏航 90' 

< c ) 俯仰45%然后 翻滚〜 9 CT . 

< d > 翻滚一90%然后俯仰 45' 

(e) 偏航 45% 然后俯仰 一 90°, 再翮滚 一 45°. 

Cf ) 翻滚一 45 s , 然后俯仰一90%再偏航 45' 

12、 令 Y ， P 和只为方程（1>， （2) 和 （3) 中给出的偏航、俯仰和翻滚对应的矩阵，并令 Q = YPi ?. 

( fl ) 证明 Y ， P 和只的行列式均为1, 

( b ) Y 表承偏航角度为《的矩阵*其逆变换应是偏航角度为一《的矩阵.证明逆变换的表承矩阵为且 

证明 Q 为非奇异的， 并将 Q — 1 用 y ， P 和 表示 . 

13. 令 L 为从 P 2 到圯的线性变换，定义为 


求矩阵 A 便得 


L ( p ( jc )) = 


J q pu ^- 

- pm - 


14-从 P 3 到 J > 2 的线性变换 L 定义为 


L(a-\-^:c) = A 



LipU )) - / Cjr ) + p (0) 

求 L 相应 T 有序基 [ P ，1] 和 [h l - i ] 的表承矩阵.对下列每一 P 3 中的向董 pUh 求在有序基 
[2» 1 -： r 〕 下[(/»(1))的坐标. 


Ca)jr 2 +2x~ 3 (b) +1 Cc)3jt Cd)4j^ ~\~Zx 


15, 为由 if 和张成的 CO , « 的子空间.令 D 为 S 上定义的微分算子.求 D 相对于 
x 2 #] 的表示矩阵. 


16* 令 L 为 R ' 上的线性箅子*设对所有 jt 关 (h 有 L 0 f )=0. 令4为 L 相应于标准基 J >,， …，的表示 
矩阵.证明 A 为奇异的. 

令 L 为向 M 空间 V 上的线性算子.令 A 为 L 相应于 V 的有序基 [ h * …， v B ] 的表示矩阵 

^ if ^ 

L(vj } = . 证明 A m 为 L ™ 相应于 [>] ，…* v ,] 的表示矩阵， 

i - 1 -] — 

令 m 5 ] > 且 F = j >]， 込]，其中 


及 


— n，0 - — l) T t — <1 »2, 1) T * «3 = <— I t l *1) T 


&i a* - n T , h -= (2, — d t 

对下列每一 r 到 R 2 的线性变換，求 L 相应于有序基 E 和 F 的表示矩阵. 

(a)L(x) = C^a t JT_) T CbJLCif) — Cjci H-j： a , a：i — jc 3 ) T 

( c ) L ( jf ) = <2 A , n) r 

19, 设 L" V—W 及 JL Si W—Z 为线性变换，且 £， F 和 G 分别为 V, 识和 Z 的有序基 . 证明：若 /I 为相 
应于 E 和 F 的表示卑阵， 且月为 L 2 相应于 F 和 G 的表示矩阵 . 则 C=BA 为 h -L lt V—Z 相应于 E 和 
G 的表示 矩阵 . [ 提示：证明对所有 ^ ^Xv)]^] 

20. 令 V . 阶为向童空间.其有序基分别为 E 和 F . 若 L : 为线性变换，且 A 为 L 相应于£和？的表 

示矩阵. 

Ca ) 证明当且仅当 [ v ] £ 6 N ( A ) 时，有 veker ( L )， 
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( b ) 证明当且仅当在 A 的列空间中时，有 w € LdV ). 

4-3 相似性 

若 L 为一〃维向量空间 V 上的线性算子， L 的表示矩阵将依赖于 V 中有序基的选择.使 
用不同的基，可能将 L 表示为不同的； iXn 矩阵. 本节我们将考虑线性算子的不同表示矩阵， 
并刻画这些相同线性算子的不同表示矩阵之间的关系. 

从考虑 K 2 中的例子开始.令 L 为 R 2 映射到自身的线性变换，定义为 

L < x ) = (Zxi ,xt 十 

由于 


[ IM 1 L( ^ ) 

可得 L 相应于[^，的表示矩阵为 


r 2 i 


且 L (^) 


roi 




2 0 . 


若用 R 2 中的另一组基， L 的表示矩阵将发生变化.例如，若用 

“ i = G ] 和 

为一组基，则要确定 L 相应于 [ A ， 的表示矩阵，我们需要计算 1( A )， L ( u 2 ), 并将这些 
向量表示为 A 和 h 的线性组合.我们可用矩阵 A 求 L ( Wl )* XXw 2 ). 

"：][：]=[：] , 

2 cnr —11 「一2 


K w 1 > 1 

} — Ant 


ir 一 1 
■ L 1 


OJ 


为用叫和^表示这些向量，我们使用一个从有序基[^，办]到[«!，叫]的转移矩阵.首 
先计箅从 [«, ，叫]到 [ q * e 2 ] 的转移矩阵.容易得到 

. _ -11 

C/—<Mi tUi ) 

从 [ A , Q ] 到[心，《 2 ]的转移矩阵将为 


2 

为计算 L ( Wl )* L ( u 2 ) 相应于[⑷，|| 2 ]的坐标，将这些向量乘以 U 

丄 

Y 


U^KUy ) ^ U^Au, 


2 


r 2 v P 

1_2」 L ( 
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U^L(u 2 ) = U^Au 

因此 

L(« 1 ) —2m^ + Ou s 
L(i *2 )=— 1«! + lu 2 

且 L 相应于 [1^， 的表示矩阵为 

u r 2 ^ x i 

B — 

Lo l J 

A 和 B 有什么关系呢？注意到 B 的列为 

于是 

B — (U ] Aui ， U _1 j4w 2 ) = U 1 A(u) f a z ) — U~^AU 

因此，若 

< i ) B 为 L 相应于 [« 1T « 2 ] 的表示矩阵， 

Gi)A 为 L 相应于 [ a , a ] 的表示矩阵， 

( iii ) U 为从 [" lf 私]到的转移矩阵， 

则 

B = U^AU ⑴ 

对这个 R z 上特殊的线性算子得到的结论在很多更为一般的情况时也会出现.下面将证明， 
(1) 中给出的关系对任意两个将 n 维向 M 空间到映射到其自身的线性算子的表示矩阵都是成 
立的. 

定理 4* 丄1 令£=[”，…， I ]及为一个向量空间 V 的两个有序基， 
并令 JL 为 V 上的线性算于，令 S 为从 F 到 E 的转移表示矩阵.若 A 为 JL 相应于 E 的表示矩 
阵，且 B 为 L 相应于 F 的表示矩降，則 B =- SHAS . 

证令 jc 为 tr 中的任一向量，并令 

V — + Xz W ^ + **' -|- XnW n 

令 

J? — Sx » t = Ay , i = Bx (2) 

由 S 的定义有 j = 因此 

v — : yiV ! + … + y A v n 

由于 A 为 L 相应于 E 的表示矩阵，且 B 为 L 相应于 F 的表示矩阵，我们有 

t = [ L ( v )3^ 和 z = [ LCv )]^ 

从 E 到 F 的转移矩阵为因此 

S~ x t = z (3) 

由 （2) 和 （3) 有 
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S _1 ASjt = S _1 Ay — S = z = Bx 
(见图 4* 丄1). 因此，对每一 有 

S _1 ASjt = Bx 

_ 于是 S — AS = B . ■ 

对定理 4. 3. 1 的另一种观点是，将 S 作为恒等变换2：相应于有序基 
F = [ IV !和 …， v fl ] 

的表示矩阵.若 

S 为2：相应于 F 和 E 的表示矩阵， 

A 为 L 相应于 E 的表示矩阵， 

S- 1 为 Z 相应于 E 和 F 的表示矩阵， 

则 L 可表示为一个复合算子且该复合算子的表示矩阵将 基 E:y . 
为各个分量表示矩阵的乘积.因此 ：1 。I相应于 F 的表示矩阵为 t 


图 4.3. 


S _ MS . 若 B 为 L 相应于 F 的表示矩阵，则 S 必为 S - 1 AS 
(见图 4.3.2). 




定义令 A 和 B 为 tzXti 矩阵.如果存在一个非奇异矩阵 S , 

使得 B = S _ l AS , 则称 B 相似 （ similar ) 于 A , ® 4 ' 3+2 

注意到，如果 B 相似于 A . 则 A =( S — riBS ^ 相似于 因此， 我们简称 A 和 B 是相 
似矩阵. 

由定理4_ 3.1, 若4和 B 为同一线性算子 L 的表示矩阵，则 A 和 B 是相似的.反 
之，设 A 为 L 相应于有序基 [ Vi , …， v n ] 的表示矩阵 ， SB = SiAS ， 其中 S 为非奇异矩阵. 
若化，…， I 定义为 

^ JllV, + + …+ SnlK 

W £ = Siz¥： 4-+ … + s nt K 


W, = s ln r! + s 2 n v t + … + 

则 [%， …，为7的_组有序基，且 B 为 L 相应于[%，…，％]的表示矩阵. 

►例1令乃为込上的微分算子.求 D 相应于 [1 T 工，的表示矩阵 B , 以及相应于 
11921 [1 » 2x t 4 x 2 — 2] 的表示矩阵 A - 


DC 1) =^0*1+0* x 十0 * ? 
D ( x ) = 1 * 1 + 0 *j + 0 * x ! 
Dix z )=-0，l + 2 •: c + 0 


则可得矩阵 B 为 
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将 D 作用于1, 2^及 4_ r 2 — 幻我们有 


因此 


DCl)-= 0 - 1 + 0 . 2 工 + 0 , <4/ — 2) 

DC2x) = 2*l + 0_2i + 0* (4/ — 2> 
DiAx 1 - 2 )^ 0 * 1 + 4 * 2 jt + 0 * ( 4 / — 2 ) 



-0 

2 

CT 

A — 

0 

0 

4 


.0 

0 

0- 


从基 [1 ， 2 a — 2] 到[1，1， x 2 ] 的转移矩阵 S 及其逆矩阵为 


1 0 — 2_ 

3=0 2 0 

-0 0 4. 


1 0 



和 


S— 1 = 0 



0 


0 0 



(见 3. 5节例 6.) 我们将 A ^ S ^ BS 的验证留给读者作为练习. 

►例2令 L 为将 R 3 映射到自身上的线性算子，定义为 LU >= Ajc , 其中 


-2 2 0^ 

A - 1 1 2 

l 1 1 2, 


因此.矩阵 A 为 L 相应于[6,心，的表示矩阵+求 L 相应于[力， h ， 
其中 



r 1- 


2" 


卞 

y\ = 

— 1 

^ yz - | 

1 

* ^ 1 

1 


_ 0_ 


_ 1_ 


-1 ， 


乙 （ y 】） = Aj?i = 0 = Oyi ~h 0y 2 + 0y^ 

L ( 灸 ） — Ay 2 — = Oyi + ly 2 + 0j?s 

L(y 3 y ^ Ay 3 ^ 4jt 3 = 0y, + 0^ +4：^ 

因此， L 相应于的表示矩阵为 

ro o 

D = o l o 

L 0 0 4_ 

我们已经可以利用转移矩阵 h ， 并通过计算 

D ^ T^AY 

求 D . 然而，由于 L 在基 [ yi , h ] 下的作用很简单，这样做是不必要的. 


>3] 的表示矩阵， 


國 
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例2中，线性算子 L 在基 [1, h ] 下表示为一个对角矩阵 D . 使用 D 比使用 A 简单 

得多.例如，计算 Djc 和比计算 Ajc 和 A " x 要简单.一般地，对线性算子，总是要求找到 
尽可能简单的表示矩阵*特别地，如果算子可以表示为对角矩阵，这通常是首选的表示矩阵. 
求线性苏子对角表示矩阵的方法将在第 S 章中学习. 

练习 


1. 对下列 H 2 上的线性算子 求厂相 应于基 [ a , 办: [的表 示矩阵见 4. 2节练习1)，及 L 相应于 [场 =(1, 1)' 
u t = ( — U 1) T ] 的表示矩 阵石. 

(a)LCjr) = < —j：i t Xa> T (b)L(x)^~x (c)L(jf) = (x? * 

(d)LCjc) —-|-jr (e)L(x) =^e z 


2. 令 [⑷， 《 2 ] 和 [ v lT v a ] 为 R 2 的有序基，其中 

… t 及 Vl = [ j ] * V2 


令 L 为线性变换，定义为 

L(X) = C— Xi r^) T 

并令 S 为 L 相应于 [Bh « 2 ] 的表示矩阵（由练习 1( a )). 

( a ) 求从基[叫， 叱] 到 [ v lt v 3 ] 的转移矩阵 S . 


( b ) 通过计算 SBS 1 求 L 相应于 [ h , h ] 的表示矩阵. 

( c > 证明 

LCri) = auVi +a Z iV z 
L ( r s > = a ]E Vi 4 - 


3 .令 L 为 R 3 上的线性变换，定义为 


~ ZX ^ — Xz 一 Jfg ~ 

Lix) — 2xz — X\ _ 文3 

-2 j ^5 _ Ti — JCi- 

并令 A 为 L 的标准表示矩阵 C 见 3.2 节练习 4), 若 n 0) T t 价 =(1, 0, 1) T , Ru , = (0 t 1, I ) T , 
贝！ » 叫 i Ms ] 为 R 3 的一组有序基*且 1 “a ) 为从 L . W " U2 ， Wa ] 到标准基 「 T 0 i t h » A ] 的转移矩 
阵.通过计算求 L 在基 [iih u £ . h 3 ] 下的表示矩阵 S . 

4.令 L 为从 R 3 到 R 1 的线性算子，定义为 Ujc ) = At ， 其中 


并令 



求从基 [ A，h v 3 ] 到 [ A , f 2 , 色] 的转移矩阵，并利用它求 L 在 [ v " & v 3 ] 下的表示矩阵 

5. 令 L 为1%上的算子^定义为 


LC /? Cjc )> = xp 1 ix ) + ^ for ) 
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Ca ) 求 L 在〔〗，心下的表示矩阵九 

( b ) 求 L 在[1， X ， 1+ P ] 下的表示矩阵压 

( c ) 求矩阵 S , 使得 J 3 = S — y \ S . 

( d ) 若 ^(^) = a D H - aur + a,a + ^>, 计算 L "( pCr )). 

S * 令 V 为由1, f 张成的 C [ fl , 6] 的子空间，并令 D 为1/上的微分算子、 

< a ) 求坐标从有序基[1， e % 变换到有序基 [1, cosh ^, sinhi ] 的转移矩阵玟 [ cosK ^^- i -+ ), 

Binhjc^^Ce 1 — e _ * ), 

(匕)求0在[1， coshx , slnKiG 下的表示矩阵 A . 

( c ) 求 D 在[1， eS 厂 1 ]下的表示矩阵 
( d 〕 验证 B - S - MS , 

7. 证明；若 A 相似于 B , 且 S 相似于 C , 则 A 相似于 C , 

&， ^ tA ^ S ^ AS , 其中 A 为对角元是 An A a ，… ，夂 的对角矩阵. 

( a ) iE 明 At , i —K n . 

( b 〕 证明: ^ jf = cn * i + a z s e + , J®J 

A fc JC = afiAt Ji + a s Ah 2 + … - ha B ASs , 

( e ) 设对；=1，…， n , 有 U 丨 < 1. 当太― oo 时，会怎样？试说明. 

9. 设 A =； ST , 其中 S 为非奇异的.证明 B 相似于 A . 

10. 令 A 和 B 为 Tt X « 矩阵.证明：若 A 相似于 S ， 则存在矩阵 S 和其中 S 为非奇异的，使得 

A = ST 且 B =7 S 

11 . 证明： 若 A 和5为相似矩阵，则 < kt 04)= det〈BX 
12 - 令 A 和 J 3 为相似矩阵. 

( a ) 证明 A T 和 B T 为相似的. （ b ) 证明 A A 和对每一正整数 A 均相似. 

13. 证明：若 A 相似于且戾为非竒异的，则 B 必然也为非奇异的，且浹― 1 和相似， 

U . 令 A 和 B 为相似矩阵，并令 A 为任意标量. 

U ) 证明 A-XI 和 J 3 —AJ 为相似的. （ b ) 证明 det ( A - AD = detCB -= AD . 

15. f * X 打矩阵 A 的迹 （ trace ) [记为 trM )] 为其对角元素的和 > 即 

tr ( j 4) = an +aaa + + 0 ^ 

(幻证明 tr ( AB ) = tKBA )、 （ b ) 证明：若 A 和13相似 T 则 tKA ) = tr < B ). 

MATLAB 练习 

1■用 MATLAB 命令 

W = triu < one 3(5>) 和 x = [1 : 5]' 

生成矩阵 W 和向盘 x . W 的列向鼋可用于 构造一 有序基 

F = [h?i r w 3 ] 

令 U R 5 — R G 为线性箕子，使得 

L ( W ! ) — W 21 L ( w 2 ) = m ? 5 , LCw a ) = w 4 

且 

) — 4^1 +3^ + 2 恥 -\- w t 



_ 
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L ( w 5 ) =旳 + 十 + 3% + 

U ) 求 L 在 F 下的表示矩阵 A ， 并将其输人 MATLAB , 

( b ) 利用 MATLAB 计算 z 在 F 下的坐标向埴 
( c > 用 A 计箅 L ( jt ) 在 F 下的坐标向最 

( d > 汉为从 F 到圮的标准基的转移矩阵■用研计算 LU ) 在标准基下的坐标问里. 

L 令 A = triu(anes(5)) * tril(ones ( 5 〉） 若 L 为线性算 f -， 定义为对所有 R " 中的 jr T 有 LU ) = ^ U ， 则 A 为 
L 在 JR 5 的标准基 K 的表示矩阵，用 

U — hankeXCones (5 T i ) ，1 * 5) 

构造 5 X 5 矩阵 L 7* 用 MATLAB 函数 rank 验证 t / 的列向堡为线性无 关的. 因此 E：=[ Hl ，， u ” 

为 R 5 的一组有 序基. 矩阵 t / 为从 E 到标准基的转移矩阵. 

Ca ) 用 MATIJVBi 卜算 L 在 E 下的表示矩阵 J 3. (矩阵 S 应可使用 A , 1/和 U 1 求得 +) 

( b ) 用命令 


V = toeplitzCCl ,0山1 -1 ]) 

生成另一 矩阵. 用 MATLAB 验证 V 为非竒 异的. 这是虫 TV 的列向董是线性无关的，且构成 R 5 的有 
序基昃 用 MATLAB 计算 L 在 F 下的表示矩阵 C . (矩阵 C 应可利用 A , V 和 V - 1 求得 .> 

CcOU ) 和 ( b ) 中的矩阵 B 和 C 应为相 似的. 为什么？试说明，用 MATLAB 计算从 F 到 E 的转移矩阵 S . 用 
S . S ^ S - 1 计算矩阵 C . 与你在 （ b ) 中求得的结果进行比较. 

3•令 


A = toeplitzCl * 7) t S compan(onesC8, L )> 

并令 S _ i * A * S . 矩阵 A 和 B 为相似的.用 MATLAB 验证这两个矩阵有如下的性质, 

(a)det<B) = deK^) Cb>B T = S T i 4 T (5 T >- 1 

(c)B ^S~ ] A (d)B a =S ''A 9 S 

Ce ) B -3 J = S - 1 CA -3 f )5 Cf ) det ( jB -30^ det { A -3 I ) 


( gJtrO ^^ tiKAK 注意，矩阵 A 的迹可用 MATLAB 命令 trace 来计算 .） 
这些性质对一般的两个相似矩阵也是成立的.（见 L 3 节练习 11-15. > 


测试题\——判断正误 


下列每一命题如果总是成立则冋答真，否则回答假,如果命题为真，说明或证明你的结论.如果命题为 
假， 举例说明命 题并不 总是成立的. 

h 令 U 圮― R fl 为线性算子，若 L ( a ) = L (; t z ), 则向虽 A 和&必相等， 

2■若。和乙 2 均为向量空间 V 上的线性算子，则 k + L 2 也是向 M 空间 V 上的线性箅子，其中 L + & 为一映 
射， 定义为对所有的 vev , 

CLi +L 2 )Cv) = L 1 ( v > + L ? ( v ) 

3 -若 L : V — 7为一线性 算子 ， K jr 6 kerCL ) t 则对所有的 有 L ( v + jf ) = LCv ), 

4 . 若 L 将所有圮中的每一向 Mjc 旋转60%然后关于 I 轴作对称，而！^也进行间样的两个操作*但以相反 
的顺序进行，则 

5. 齐次坐标系（见 4. 2节中计算机图形和动画的应用）中的所有向量 I 构成的集合为 R 1 的一个子空间. 

6. 令 U R Z 4 R 2 为线性算子，并令 A 为 L 的标准表示矩阵.若对所有的工6 1/定义为 

L z Uy - LCL ( jt )) 

_ 则 L 2 也是线性算子 * 且它的标准表示矩阵为 A 夂 

7. 令 £7=0* 為，…， ；] 为 IT 的〜组有序基 ■ 若 L ” R "- R % 且心： IT—IT 在 E 下有相同的表示矩阵 T 则 
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Li — * 

8,令 L : 为线性算子 T 若 A 为 L 的标准表示矩阵，则当 巨仅当 《 Xri 矩阵 B 相似于/\时> S 也为 L 的 

表示矩阵+ 

^ 令 B 和 C 为 《 X n 矩阵 k 若 A 相似于月，且 B 相似于 C , 则 A 相似于 C . 

10,任何两个迹相同的矩阵相似，[这个命题为 4 . 3节练习15中 （ b ) 的逆 .] 


测试题 


h 确定下列是否为 R 2 上的线性算子， 

<a>L 为算子，定义为 L( jc ) = ( La ， jci ) T , 
(b)L 为算子，定义为 U:c> = (m 2 , 

2. 令 JL 为 R 3 上的线性算子，并令 


若 



Uv .) 



求 Ld ) 的值. 

3. 令 L 为 R 3 上的线性算子，定义为 


且 Uv z ) 


31 


并令 S = Span (( I , 0, 1) T >. 

U ) 求 L 的核. 

⑹求 L ( S ). 

4,令 L 为 K 3 上的线性算子，定义为 



尤 z 一 

- ir 

L(x) ^ 

工 S - 

，12 


^3 - 

' A ， 


求 L 的值域. 

5.令 L : R 5 — R 1 定义为 


Ux ) 


L ( x ) 


LI ] + JT^J 


Jti ' 

J 0\ — ^2 
L3jT] + 2Xi. 


求矩阵儿使得对 R z 中的每一 ^有 LOr 〉= Ar . 

6. 令 L 为 V 上的线性算子 t 它将向贵逆时针旋转30°,然后关于 jy 轴作对称.求 L 的标准表示矩阵1 

7. 令 L 为圮上的平移箅子，定义为 


L ( x ) = x + a ， 其中 a 


a 


求 l 在齐次坐标系下的表示矩阵. 
8■令 
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丄 



并令 L 为将 R 3 中的向世逆时针旋转 45 e 的线性 算子. 求 L 相应于有序基 [ u ] , 叫]的表示矩阵. 
9 ‘令 


u ， G ]， 一0 及 v C ]， v C : 

并令 l 为圮上的线性算子，它在基 [ U1 , 下的表示矩阵为 

厂2 11 

A — 

L3 2 \ 

<&) 求从[朽， v 2 ] 到[叫， B 2] 的转移矩阵, 

(b> 求 L 在 [Vn r z ] 下的表示矩阵 . 

10.令 A 和 ZJ 为相似矩阵+ 

( a ) 证明 detCA )- det ( B ). 

( b ) 证明 5 若 A 为任意标童， HJdetCA-AJ) = det ( B - AD . 




我们可以通过定义一个标量积或内积在向量空间上增加结构的概念.因为对每一对向量， 
这种乘积得到一个标量.而不是第三个向量，因此，它并不是真正的向量乘法.例如，在 R 2 
中，可以定义两个向量: t 和 y 的标量积为可以认为 tt 2 中的向量为从原点出发的有向线 
段.不难证明，两个线段的夹角为直角的充要条件是两个向量对应的标量积为零> 一般地，若 
V 为定义了标量稅的向量空间，且 V 中的两个向量的标量积为零，则称它们夂交 
(orthogonal)* 

可以将正交性理解为任何定义了内积的向量空间中垂直 （ perpendicularky ) 槪念的推广.为 
看到这样做的重要意义，考虑如下的问题. 令/为 一通过原点的直线，并令 Q 不是 i 上的点. 
求 Z 上离 Q 点最近的点 P . 这个问题中所求的点 P 的特征 
是， QP 垂直于 OP (见图 5. 0. 1). 如果将直线丨看成 R 2 的 
一个子空间，且 v = 0 Q 为 R z 中的向量，则问题化为在子 
空间中求一向量使得它最“接近” V . 解 p 的特征将是 P 与 
v — p 正交(见图 5.0.1). 通过在向童空间中引入内积，我 
们可以考虑 一- 般的最小二象 （least squares ) 问题.在这些问 
题中，给定了一个 V 中的向置 v 和一个子空间识.我们希 
望在 W 中寻找与 v 最 “接近 ，，的向量，解 p 必与 V — p 正交 • 图 5,0.1 

这 个正交 性条件提供了 求解最 小二乘 问题的 关键.最小二乘 问题常 常出现在很多涉及数据拟合 



國 


的统计应用中. 


5.1 R " 中的标麗积 


两个叱中的向量; I ：和^可以看成是 rtXl 矩阵.然后，我们可以构造矩阵乘积 fy . 这个乘 
积为一个 1 X 1 矩阵，可看 成一个 R 1 中的向董，或者更简单地，看成一个实数 * 乘积称为 x 
和 y 的 标量积 （scalar product). 特别地， 若 …， ^«) T t 且 …， ，则 

jr T y = +工 2 力+…十工上 

►例1若 


一 3' 

-2 

及 y = 

■r 

3 

L 1 一 


_2. 
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则 


'4- 

x T y = (3, —2,1) 3 =3^4 — 2 

lx 


3 -I- 1 - 2 = 8 


#和 R 3 中的 标最积 


为看出标置积的几何意义，我们首先仅考虑 R 2 和 R \ R 2 和 R 3 中的向量可表示为有向线 
段.给定一个 R 2 或 W 中的向量 X ，它的 欧几里得长度 ( EudiclearUerigtli ) 可通过标量积定义： 

f v ^ T+^T jc € R 2 

lv^r+^r+^r jf g r 3 


x\\ - {x T x) i/z 


给定两个非零向量 JT 和可将它们看成是由同一点起始 
的两条有向线段.于是这两个向量的夹角可以定义为两条 
线段的夹角反我们可以通过度量向量^和 J 的终点之间的 
连线长度来度量两个向量的距离（见图 5.L1). 于是，我们 
有如下的定义. 

定义令 x 和 j 均为 R 2 或 R 3 中的向量. jt 和 y 间的 
_距离定义为数值 IU—y II . 



► 例 2 若 Jt=(3, 4，及3^=( — 1, 7) T , 则 jt 和 J 间的距离为 


1 j? — x || = 1 二 3) £ -P(7 ― 4) 2 = 5 4 

求两个向量的夹角可以使用如下的定理. 

定理 5. ：!• 1 若 r 和）？为 K 2 或 R 3 中的两个非零向量， 且泛 为它们的夹角，则 

x T y = || jc || || ^ || cos & ⑴ 

证如图 5. 1.1 中，向量 X ， J 及 J ： 可以构成一个三角彤.由余弦定理我们有 

= iur + || — 2 iuii u jiu _ 

由此得到 

II X II II y III cds<9= yC |] x II z -h II y II 2 — II J — ^ II 2 ) 

ur + ii 幻 r — jo ) 

- y < iixii 2 + + 

- r T j _ 

若 i 和 j 为非零向量，则可以通过构造以下单位向量给出它们的方向： 

w = tV 及 ^ TTT " 


若0为 JC 和 y 的夹角，则 
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。。和 rarfii ^ uTv 

向贵X和间的夹角的余弦可以简单地通过它们相应的方向向貴 u 的标量 积得到 

►例 3 令X和 y 为例2中的向量.这些向景的方向可以用单位向量 


1 

「3 _ 
5 

Xrr 1 

r_ 1 i 

JTs 


4 

T_ 


7 

L 5V2. 


来表示.这两个向量间的夹角0的余弦为 


CQSS 


丄 
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于是。=号* 4 

推论 S . 1*2( 柯西-施瓦茨不等式）若 jt 和/为 R 2 或 R a 中的向董，則 

I I < II ^ II II y (I ⑵ 

当且仅当其中一个向量为 o , 或一个向量为另一个向量的倍數时，等号成立. 

证由 （1) 可得不等式.若其中一个向置为0，则 （2) 的两边均为 a 若所有向量均非零, 
则当且仅当⑺士 1时，由 （1) 可得 （2) 中等式成立.但这意味着向量方向相同或相反，因 
此，其中一个向量必然为另一个向量的倍数. _ 

若;则由定理5, 1,1知，其中一个向童为零向量或者 COS 0= O . 若 COS 0= O , 则向量 
间的夹角为直角. 

定义若 则 RH 或 R 3 ) 中的向量 x 和: y 称为正交的 （ orthogonal ). 

►例4 ( a ) 向 M 0 和圮中的任何向量正交. 


cb) 向量「2和 [―二 



_ Z~ 



( c ) 向量 

一 3 1 

- L 

和 

L ：1 


在圯中正交. 

在圯中正交. 


标置和向置投影 


标量积可用于求一个向量在另一个向量方向上的分量.令 x 
和少为 R 3 或 W 中的非零向量.我们希望将向暈^写为形如 p + 
z 的形式，其中 P 为 JP 方向的，且^与 P 正交（见图 5.1.2) .为 
此，令 w=(l/ II j || )_v. 因此 w 为方向的单位向量（长度为 1). 
我们希望求〜使得辻与 Z = 正交.要使 P 和 z 正 
交》标量 a 必满足 



图 5, L 2 
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。 = II „ II _ IMI II y II cose _ x T j_ 

1 … I cos0 — 1 卜 ii - rn 

标量 or 称为 无 到 J 的标 量投影 (scalar projection ), 且向童 p 称为 jt 到 y 的向 量投影 (vector 
projection ), 

^ 到 y 的标量 投影； " — 

x T y 

a ~JJI 

x 到 J 的向量投影： 1 

p=aU ^ a JJf y ^74 y 



记号若巧和朽为 3 维空间的两个点，我们将用记号 Pi 忾表示从朽到的向量 - 
若 n 为一非零向量，且 n 为一定点，使得和~正交的点 f 的集合构成了一个过 p e 


的3维空间中的平面; T . 向量 N 和平面 n ： 称为相互垂直 （ normd )， 向最 N 称为平面 it 的法向 


量.当且仅当 ^ 

CP"oP) t N ― 0 

时，点 ： y ， z ) 在平面 / r 上.若 iV =( a ， 6， c ) T , 且/^ =(工。， ： y D » 4)，则这个方程可写为 

a(x — To ) + biy — jo ) 十 — = 0 

►例6求过点（2，_1， 3) 并和向量 3，/> T 垂直的平面方程. 

解 l \ P = U - 2 t : y + 1, z —3) t . 方程为 C^?) T N = 0， 或 

2 U —2) + 3(； y + l ) +4 U — 3) = 0 < 

E J 中两个线性无关向量 jc 和 y 的张成对应于 3 维空间中过原点的平面.为求出平面的方 
程，我们必须求出垂直于平面的向量.在 2. 3节中，我们知道两个向量的向貴积与每个向量都 
垂直.若取作为向景，则平面方程由下式给出： 

屮工 + n^y 十 = 0 

►例7求通过点尺=(1，1，2)， P 2 = (2, 3, 3), P 3 = (3, —3, 3) 的平面 方程. 

解令 

_r 

[2031 x = p [ K ^ 2 , y = P ] P ^ 
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法向童 iV 必与 r 和 y 正交.如果令 


- 6^ 

N = x X j ^ 1 

L — 8_ 

则 N 为过给定点的平面的法 向量. 于是我们可用任意一点确定平面 方程. 利用点可以看 
出平面方程为 


6 Cx — 1) + (,y — 1) — 8(之一 2) 0 4 

►例 S 求点 （2, 0) 到平面 i +2： y + k =0 的距离. 

解向量2, 2 ) T 与平面垂直，且平面过原点.令 v =(2, 0, 0) T . 从(2, 0, 0) 
到平面的距离 d 仅为 v 到 iV 的标量投影的绝对值.因此 


若和^为 R 3 中的非零向量，且$为两个向量的夹角，则 


于是可得 


cosd 


ir^ffyi 


sin ^ = y/l — cos 2 5 


1 一 


U r yV 

= vn 

^ [I £ |[ V ' 

2 — (jr] y ) 2 

I^ll 2 11>!1 2 ' 


lull 

IIjHI 


因此 


il ^11 II y II Si^= vT^mi jl 2 二 U T jO £ 

=-h j ：2 + X3>+ 3^2 + 3^) — (Xiyi ~\~jc^yz + 

= + (工 3 yi — xiy 3 ) z +1 工❿ ^ Xiy v Y 

= WxXy \\ 

这样， 对 R 3 中的任意非芩向量 Jc * y , 

1U X j 卜 || ^11 II y [| sir^ 

若 r 或 y 为零向貴，则因此 xXj ? 的范数为 o . 

it 中的正交性 

对 R 2 和 f 中给出的所有定义均可以推广到中.事实上，若 JteH % 则/的欧 几里得 
长度 定义为 

|| x 1| - U T x )" 2 二 + 

若 jt 和^为中的两个向量，则向量之闻的距离为 || ^一 jHI . 

柯西-施瓦茨不等式在 IT 中也成立.（我们将在 5. 4节中给出证明 .） 因此，对 IT 中的任何 
非零向量^和: y ，有 

uflJTi 


酬 


—1< 


<1 


(3) 



注意到 （3)， 硭中两 个向量间的夹角的定义可以推广到 IT 中.因此，两个 IT 中的向量 jc 和 
的夹角0定义为 


cos ^ UTTTT 4 0< ^ <7r 

在谈及两个向量间的夹角时.通常将向量缩放为单位向貴比较简便.如果令 


U = 



且 



则 W 和 V 的夹角0显然与 X 和的夹角 相同， 并且它的余弦可以通过简单地计算两个单位向量 
的标量积求得. 


若则向量 r 和 J 称为正交的 （ ordKjgomh 通常，用记号丄表示正交*因此，若 Jt 和 j 
为正交的，我们将写为 jc 丄 f 在 IT 中定义的向最和标量投影也可采用与 It 2 中相同的定义方式. 
若 r 和 y 为中的向量，则 


|| 丨 + 丨 || 2 =(文 + ^) T (x + j ) = !l x || z + 2 x T y + II y || 

当无和 J 正 交时， 方程 （4) 即称为毕 达哥拉斯定律 （Pythagorean Law ). 

II X -h J? || 2 = II II 2 + II J 1 3 

毕达哥拉斯定律是毕达哥拉斯定理的推广.当 Jt 和 J 为粑 中正交的向 
量时，我们可以用这些向贵以及它们的和 : t + j 构成如图 5. 1.4 所示的直角 
三角形.毕达哥拉斯定律建立了三角形各边之间的关系.亊实上，如果令 
a= UI1 ， h \\y\\, c - [U + ^|| 

则 


^ a z ~ hb 2 (著名的毕达哥拉斯定理) 


(4) 



在很多应用中，两个非零向量间夹角的余弦都用于衡量向量的方向是如何接近的标准.若 
COS 0 接近1,则两个向量的夹角就会很小，于是向量方向十分接近.一个接近零的余弦值将表 
示两个向量的夹角接近直角. 


应用 h 再次考察信息检索 


在 1.4 节中，我们考虑了搜索含有关键字的文挡的数据库的问题，若在集合中有 m 个可 
能的搜索关鍵字和 n 个文档，则数据库可以表示为一个 mXn 矩阵 A . A 的每一列表示一个数 
据库中的文档.第 j 列元素对应于第 j 个文档中关键字的相对頻率. 

改进的搜索方法应可以处理词汇的不同和语言的复杂性. 两个主要问题是多义词 
(polysemyM — 个单词有多个意义）和同义词 （ synonymy ) (多个单词有相同的意义）.一方面》 
一些搜索的关键字可能有多个意义，并可能出现在和你指定的搜索完全无关的上下文中.例 
如，单词 calciiliis 可能频繁出现在数学文章和牙科医学文章中*另一方面，很多单词又有相同 
意义，且在很多文章中均可能使用同义词，而不使用给定的搜索词.例如，寻找一个关于狂犬 
病的文章时你可能使用单词 dogs ; 然而，文章的作者通常更喜欢在文章中使用 canhies . 为解 
决这些问题，我们需要寻找与给定搜索单词列表最接近的文章，而不必符合列表中的每一单 
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词.我们想要从数据库矩阵中选出最接近搜索向量的列向量.为此 * 使用两个向量的夹角来衡 
量两个向量的匹配程度 * 

在实际中，因为有太多可能的关键字和太多用以搜索的文章.所以 m 和均非常大.为 
简化，我们考虑一个例子，其中 w = 及 rt = 8•假设一个网站有八个学习线性代数的模块， 
且每一模块分别放置在不同的网页中.可能的搜索单词列表包括 

determinants , eigenvalues t linear , matrices , numerical f 
orthogonality , spaces * systems , transformations , vector 


(这个关键字列表是按本书聿节英文名称編排的表 1 给出了在每一模块中关键字出现的频率. 
该表的第（2, 6) 元素为5，表示关键字 eigenvalues 在第6个楔块中出现了 5次. 

表 1 关键字频車 


关键字 1 




模 

块 




Ml 

M 2 

M 3 

Ml 

M 5 


M 7 

MS 

determinants , 

0 

6 

3 

Q 

1 

0 

J 

] 

eigenvalues 

0 

0 

0 

0 

0 

5 

3 

2 

linear 

s 

4 

4 

5 

4 

0 

3 

3 

matrices 

6 

5 

3 

3 

4 

4 

3 

2 

numerical 


0 

0 

0 

3 

0 

4 

S 

orthogonality 

0 

0 

0 

0 

4 

6 

0 

2 

spaces 

1 0 

Q 

5 

2 

3 

3 

0 

1 

systems | 

5 

3 

3 

2 

4 

2 

1 

1 

trflnsformatioins 

| 0 

0 

0 

5 

1 

3 

1 

0 

vector 

0 

4 

4 

Z 

4 

1 

0 

3 


数据庠矩阵是将表格的各列缩放成单位列向置后得到的.因此，若 A 为对应表1的矩阵， 
则数据库矩阵 Q 的各列可由下式确定： 


9 ；= 


11 ^ || 


+ j = 1 ,**■ ,8 


为搜索关键字 orthogotialhy , spaces » vector , 我们构造一个搜索向量它除了对应于搜 


索行的三行不是0外，其他元素均为 0. 为得到单位搜索向量，我们将对应于搜索单词的各行 
乘以 I ,例如，数据库矩阵 Q 和搜索向量 jc (每一个元素均四舍五入保留3位小数）为 


Q 


U 000 

0. 594 

CL 327 

0. 000 

0. 100 

0. 000 

0, 000 

0. 000 

0. 000 

0. 000 

d 539 

0. 396 

0, 436 

0. 574 

0. 400 

0. 647 

0. 495 

0* 327 

0. 344 

0, 400 

0. 000 

0. 000 

0. 000 

0. 000 

0. 300 

0. 000 

0. 000 

0- 000 

0. 000 

a. 400 

a ooo 

0. 000 

a 546 

0. 229 

0. 300 

0. 539 

0, 297 

0, 327 

0. 229 

0. 400 

0. 000 

0. 000 

0. 000 

0, 574 

0. 100 

0. 000 

0, 396 

0. 436 

0. 344 

0. 400 


0 , 000 

0. 147 

0. 154" 


u oocr 

0. 500 

0. 442 

0, 309 


0. ooo 

0 . 000 

0. 442 

0. 463 


o. ooo 

0 . 400 

0. 442 

0. 309 


o* ooo 

0 . 000 

0. 590 

0. 463 

,x = 

o ‘ ooo 

0. 600 

0 . 000 

0 .細 


0 . 577 

a 300 

0 , 000 

0- 154 


10.577 

0, 200 

0, 147 

0. 154 


0- 000 

0-300 

0. 147 

0 . 000 


0 - 000 

0 . 100 

0 * 000 

CL 463_ 


• 0 . 577J 
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若令则 

yi ~ qjx = cosOi 

其中氐为单 位向量 x 和 q , 之间的夹角. 对我们的 例子， 

y = CO , oocua 229,0. 567, 0. 331,0. 635,0. 577,0. 000 , 0 . 535 ) T 
由于: >^==0. 635 为 j 中最接近 1 的元棄，这说明搜索向量 x 最接近的方向，因此，模块 5 是 
最匹配搜索标准的一个.接下来最好的匹配为模块6(> = 0. 577) 和3(%=0. 567). 若一个文 
挡不包含任何搜索单词，则对应的数据库矩阵的列向量将与搜索向量止交.注意到.模块1和 
7不包含三个搜索关键字中的任何一个，因此有 

yi ^ q J X Q 和 y 7 = = 0 

这个例子说明了一些数据库搜索的基本思想.利用现代矩阵方法，可以将搜索过程显著改 
进.我们可以加快搜索速度，并同时纠正由于多义词和同义词而出现的错误，这些新的技术称 
为潜语义索引 （latent semantic indexing ， LSI ), 它依赖于矩阵分解，奇异值分解 （singular 
value decomposition ) ,这方面的内容将在 6. 5节中讨论- 

还有很多涉及向量间夹角的重要应用.特别地，统计学家用两个向暈间夹角的余弦来衡量 
两个向量之间的相关程度. 


应用2:统计学——相关矩阵和协方差矩阵 


假设我们要计算一个班级的考试成绩和作业成绩之间的相关程度.作为一个例子，我们考 
虑马萨诸塞大学达特茅斯分校一个数学班的作1成绩和考试成绩.该班整个学期的作业成绩在 
表2的第二列中给出，第三列为整个学期两次测验的总成缋，最后一列为期末考试成缋.对每 
种情况，最好成绩均为200分.最后一行为班级平均分的汇总. 


表2 1利6年秧数学成绩 


嗲 生 

成 m 

作业 

麵 

期末 

S ] 

198 

200 

19 S 

S 2 

160 

165 

165 

S 3 

158 

158 

133 

S 4 

150 

1€5 

91 

S 5 

175 

1 S 2 

151 

S 6 

134 

135 

101 

S 7 

IS 2 

1 S 6 

80 

平均 

161 

163 

m 


我们希望通过对每一个測试或作业成绩集合的比较来衡量学生的成绩.为看到两个成绩集 
合的相关程度，并考虑到某些难度的差异，需要将每一个测试的成绩调整为均值为 0. 若将每 
_ 一列中的元棄减去每一个成缋的平均分，则变换后的每一个成绩的均值均为 0. 我们将变换后 
的成绩存储在一个矩阵中： 
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X — 


' 37 

37 

-1 

2 

一 3 

— 5 

-11 

2 

14 

19 

— 27 

-28 

.-9 

— 27 


34 

2 

40 

20 


— 30 
-51. 


X 的列向董表示三个成绩集合中的每一成绩相对于均值的偏差*由 X 的列向量给出的三个数 
据集合的均值均为0，且它们的和均为 0* 为比较两个成绩集合，我们计算 X 中相应于两个列 
向量之间的夹角的余弦.余弦值接近1表示这两个成绩集合是高度相关的.例如，作业成绩和 
考试成绩的相关度为 


COS 沒 


y 丁 y 

unhfeii 


sss 0* 92 


最好的相关度1对应于两个变换后的成绩集合是成比例的.因此，对一个变换后具有好的相关 
度的向量，应满足 


Xi = ttJCi (a > 0) 

若将心和 x 2 的对应坐标组成数对，则每一个有序对均位于直线 y = 上. 尽管我们給出的例 
子中的向置 A 和心并没有十分好的相关度，但系数 0.92 仍说明这两个成绩集合高度相关. 
图 5. 1-5 给出了实际数对与直线的接近程度.图中直线的斜率可由 

xjx ^ 2625 


确定 . 这种斜率的选择得到了 
习 7-) 

如果将 A 和^缩放为以下单位向量 ; 


" ^ ~ 25^6 ^ h 05 

个对数据点的最优最小二乘 （least squares ) 拟合 


(见 5.3 节练 


Ui 



和 



则向量之间的夹角的余弦仍然保持不变，并且它可以简单地通过标董积算得.将三个变 
换后的成缋集合用这种方法缩放并存储为一个矩阵： 


U = 


^ 0, 74 
— 0 . 02 
— 0. 06 
— 0» 22 
0. 28 
— 0,54 
■一0. 18 


0. 65 
0.03 
— 0.09 
0.03 
0.33 
U 
一 0.47 


0. 62 _ 
0. 33 
0,02 
一 0, 38 
0. 19 
一 0, 2.9 
- 0. 49. 


若令 C = U T t /， 则 
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1 0* 92 0. 83— 

C = 0. 92 1 0, 83 

_0.83 0. 83 1 _ 

且 C 的第 （G j ) 元素表示第：个成绩集合和第 j 个成绩集合的相关程度.矩阵 C 称为相关矩阵 
(correlation matrix ), 

由于相关系数均为正的，所以例子中的三个成绩集合均为正相关的 （positively 
correlated ). 负相关系数表示两个数据集合为负相关的 （negatively correlated ) ,而0相关系数 
表示它们是不相关的 （ uncorrehted ), 因此，若两个成绩集合对应的相对平均值的偏差向量是 
不相关的，则它们是正交的. 

另外一个和相关矩阵联系聚密的重要统计量为协方差矩阵 （ covariance matrix). 給定表示 
某变量工的 n 个数据点，我们计算数据点的平均值王，并构造相对平均值的偏差向量 A 方差 
(variance) 定义为 





±^ = 
1 


x T x 
n — 1 


且标准差 s 定义为方差的平方根.若有关于一个变量的两个含有《个数据的数据 集合^ 和 X 2 ， 
则可以构造这两个集合相对平均值的偏差向置 A 和协方差 （ covariance ) 定义为 

covCXi ,X 2 ) = 

n 一 1 

如果有多于两个数据集合，则可以构造一个矩阵 X ，它的每一列表示每一数据集合相对平均值 
的偏差向量，再构造一个协方差矩阵 （covariance matrix ) St 

S- ^--X T X 
n — 1 


三个数学成绩集合的协方差矩阵为 
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文学 

法语 

英语 

数学 

辨别 

音乐 

1 

0, &3 

0. 7S 

0-70 

0* 66 

0.63 

0,83 

1 

0.67 

0* 67 

a 石5 

0, 57 

0-7 S 

0+67 

1 

0> 64 

0.54 

0. 51 

0, 70 

0. 67 

0.64 

I 

0 + 45 

0.51 

0. 66 

0. 65 

0* S 4 

0. 45 

1 

0, 40 

0.63 

0. 57 

0. B 1 

0*51 

0, 40 

1 


利用该表及其他数据集合，斯皮尔曼发现了在不同学科的测试成绩中存在一个相关层 
次.他得到结论：“各个不同分支的智力活动中均有一个公共的基本函数（或一组基本函 
数）…… ' 尽管斯皮尔曼没有给出这些 ® 数的名称，但其他人已经使用言语理解、空间、知 
觉、联想记忆等描述假设因素的木语. _ 

假设因素可以使用称为要素分析 （principal component analysis ) 的数学方法来分离.其基 
本思想就是构造相对平均值的偏差矩阵 X ,并将它因式分解为乘积 UW , 其中 U 的各列相应于 
假设因素.然而，实际中 X 的列向董是正相关的，假设因素应为不相关的.因此 t / 的列向量 
应当相互正交（即当时，«>,=0). 17的每一列中的元素衡董了由每一列所表示的毎一名 
学生表现出的特定的智力水平，矩阵 w 衡量了每一个按照假设因素进行的测试的外延. 

要素向量可以使用协方差矩阵得到.由于它依赖于5的特征值 ( eigenvalues ) 和 

特征向量 （ eigenvectors )， 我们将在第6章中讨论这个问题的细节.在 6 * 5节中 t 我们将再次 


S 


_ 37 

_ 1 

— 3 

- 11 

14 

— 27 

37 

2 

-5 

2 

19 

-28 

L 65 

34 

2 

— 40 

20 

— 30 
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417. 7 437. 5 725.7 

437. 5 546. 0 830, 0 

725* 7 830, 0 1814. 3 J 

S 的对角线元素为三个成绩集合的方差，而非对角线元素为协方差. 

为说明相关矩阵和协方差矩阵的重要性，下面考虑一个心理学的应用 


理学——因素分析和要素分析 


因素分析开始于20世纪初，当时心理学家正致力于确定智力产生的因素.这个领域中一 
个较为公认的先驱者是心理学家查尔斯 ■ 斯皮尔曼 （ChaHes Spearman ). 在1904年的一篇论文 
中，斯皮尔曼分析了一个预科学校的一系列测试成绩.这些测试来自于一个有23名学生的班 
级的一些基本科 g , 同时也包含辨别能力.斯皮尔曼给出的相关矩阵汇总在表3中. 


表3斯皮尔曼的相 关矩阵 


学语语学别乐 
文法英 数辨在 
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考察这个例子，并学习一种重要的分解方法，称为奇异值分解 （singular value decomposition ), 
这是要素分析中的主要方法. 

参考文献 

1» Spearman* C T General Inteiligence f , Objectively Determined and Measured* American journal of 
Psychology^ IS, 1904. 

2. Hotelling ， H . , Analysis of a Complex of Statistical Variables in Principal Components ”, Journal «/ 
Educational Psychology j 26 , 1933* 

3. MaxwelU A , E * f Multivariate Analysis in Behavioral Research ♦ Chapman and Hall，London t 1977, 

练习 

l . 求下列向 M 之间的夹角. 

(a)v=(2, 1, 3) T * »r=(6, 3 t 9) t (b)v— C2, 一 3) T , m?=(3, 2) T 

<c)v^C4 t l) T t w=C3, 2) T Cd)v=C —2 t 3, 1) T , iv= Cl , 2, 4) T 

l 对练习 1 中的每一对向 S , 求 v 到 v 的标量投影，并求 v 到 w 的向置投影. 

3. 对下列每一对向爾 x 和 y , 求 Jt 到 y 的向盘投影 p , 井验证 p 和 Jt — p 是正交的. 

(a)*=(3 ， 4) T , j=(l, 0) T Cb)jc=(3 ， 5) T , y=(l t 1) T 

(c)x =i =(£ t 4, 3) T t j?=Cl* It 1) T Cd)je= (2, —5, 4) T , y= <! , 2, —1) T 

4. 令 jc 和: y 为 R 2 中的线性无关向董+若 II ； * || =2且 || =3,那么我们可以从 I 中得到什么结论呢？ 

5. 求直线上距点 （5, 2) 最近的点. 

S . 求直线^ = 2^ + 1上距点 2) 最近的点. 

7. 求点 （1, 2) 到直线4尤一 3 ；y = 0 的距离. 

8. 对下列 情形求通过点 P 。 且垂直于向 M JV 的平面的方程. 

U)N=(2, 4, 3 ) T t P 0 = <D t 0 t 0) db)IH=C—3, 6, 2) T , P 0 = (4, 2, —5) 

(0)^(0, 0* 1) T , P 0 = (3 t 2 t 4) 

9. 求过点/^=<2， 3, 1), P s ^(5 t 4, 3 ) t P s -(3 r 4, 4) 的平面的方程. 

[2 l 2 l 求从点 a , 1, 1) 到平面2^+以+^-0的距离. 

1L 求从点【2，_2)到平面 

6U-U + 2(y-3) + 3(z-h4) = 0 

的距离」 

12, 设 A = U lt 而） T , 严 （y ir 力） d ) t 为 R ? 中的任意向量，证明， 

( a ) jt 1 x >0 Cb ) jf T jr = y T jf ( c ) jt T (; y + z ) = Jt T 

13. 若 i ^ 和 v 为 R 2 中的向盘 + 证明 || w + vr <(|| H || + \\v\\ )S 并由此得到 || «- hvI ^ I | w || + i | f II ,何时 
取等号？给出不等式的几何解释. 

14-令力，&为 R a 中的向 M . 若七丄&， 且&丄 是否町得&丄&?证明你的答案. 

15. 令 A 为一 2 X 2 矩阵，它的列向遣 q 和 t 线性无关， 若〜和 A 可以构成一 
个高度为 A 的平行四边形 P 〈如右 图），址明 * 

(a) ^ [[ a z II 2 = || fli (I Ml II 2 ^ (.aja 2 

( b ) P 的面积 = 丨 detCA ) I , 

16, 若 x, j 为纪中线性无关的向童 T 则可用它们在对应于 spanU * jO 的过原点 
的平面上构造一平行四边形 P . 证明 
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P 的面积 =II xXy \\ 

17■设 


x — 

( a ) 求 x 和 y 间的夹角* 

( b ) 求 x 和 j 间的距离. 

18. 令 Jt 和 j 为 IT 中的向量，并定义 

P = 和 t = X - p 

Ca ) 证明 p 丄因此 p 为 x 到： v 上的向量投影 （vector projection ) ， 也即 + 其中 p 和 s 为 Jt 的正交 
分蚩.且 P 为 J 的标童倍数- 
( b ) 若 |1 H =6及 || i || =8,求 1 U 1 I . 

19' 利用应用1中的数据库矩阵 Q ， 搜索关键字 orthogonality , spaces , vector ， 仅在此时将关键字 
orthogonality 的权置为其他关键字权的两倍.它的8个模块中，哪个和给定的搜索备件最匹配？ [ 提示： 
搜索 向童中 * 对应于搜索关键字的权使用2, 1, 1，然后将向童缅放为单位向莆，] 

20. 对五个小学生进行英语、数学和科学的能力测试，他们的成绩在下表中给出.求相关矩阵并说明这三个成 
绩的集合是如何相关的. 



21. 设 f 是固定实数，并令 

c cosi » — sinf t x = Cc»cs ■, cs 3 T '*■, T ) T 

证明 J ： 是 Rd 中的单位向萤. 

提示： 

i + / +? +■■■ 兰 ~7" [2TH 



5.2 正交子空间 

令 A 为一机矩阵，并令 x eJV ( A ), 为 A 的零空间.由于 Ar ^ CI , 我们有 

a i } x \ +心工2 +…+〜工„ 0 ⑴ 

其中01,…， m . 方程 （1) 说明， A 与 A T 的第!个 列向置正交，其中 f = l , …， m . 由于 
和 A T 的每一个列向量正交，所以它和 A 1 的列向量的任何线性组合也正交.因此，若: 
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的列空间中的任何一个向最，则 xTy ^ O . 于是， N ( A ) 中的每一向 最都和 A T 的列空间中的任 
何向量正交.当 R ” 的两个子空间具有这个性质时，称它们是正 交的. 

定义设 X 和 Y 为 R ” 的子空间，若对每一 及）都有 Jt T jr =0, 则称 X 和 Y 为正 
交的 （ orthogonal ). 若 X 和 Y 是正交的，我们记为 X 丄 Y . 

►例1令 X 为由 h 张成的 R 3 的子空间，并令 Y 为由 e 2 张成的子空间.若且夕€ 
则这些向量必形如 


Xi " 



0 

和 y = 

yz 

. 0 . 


-0. 


故 

x T y = xi •0 + 0*;y 2 +0*0 = 0 

因此， x 丄 y . 4 

正交子空间的概念并不总是和我们直观概念中的垂直一样.例如，教室的墙壁和地板“看 
起来”是正交的，但是 X ： y 平面和 ： y Z 平面并不是正交的子空间.事实上，可以考虑向量 x ,= 
(1, 1, 0) T & x 2 = (0, 1, 1> T , 它们分别在 :cy 和:^平面上.由于 

xjx 2 = l*0-hl*l+0»l = l 

所以子空间不是正交的.下一个例子说明，对应于2轴的子空间和对应于 x ： y 平面的子空间是正 
交的. 

►例2令 X 为由 A 和&张成的 R 3 的子空间，并令 y 为由心张成的子空间.若 Jtex ， 且 


则 

x T y = x\ •0 + j：* • 0 + 0 • = 0 

因此 X 丄 Y . 此外，若 z 为 R 3 中的任意向量，它正交于 y 中的每一个向量，则 Z 丄 e 3 , 并有 

Z 3 = = 0 

但是，若 Q =0, 则 zex . 因此 X 为 R 3 中所有与 Y 中的每一 
向量正交的向 量集合 (见图 5. 2. 1). ◄ 

定义令 Y 为 R ” 的子 空间. R ” 中所有与 Y 中的每一向量 
正交的向量集合记为因此 

y - 1 = {x G R " I x T y = 0,对每一 y E y ) 

集合 Y * 1 ■称为 y 的正交补 （orthogonal complement ). 

注意例 1 中给出的 R 3 的子空 MX=Span (句）和 y=Span (办） 图 5. 2.1 

是正交的，但它们并不互为正交补.事实上， 

X x = Span (€ 2 ,而 1^丄= Span (幻， e 3 ) 

注1•若 X 和 Y 为 R ” 中的正交子空间，则 xny ={ o }. 

2.若 y 为 R " 的子空间，则也是 R ” 的子 空间. 

证 1. 设 jcexny , R XJ _ y , 则 II jc || 2 = x t x = 0 ， 因此 Jt =0. 

2 . 设 jc € y x , 且《为一个标量，则对任意 yey ， 
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(ax) r y = aix 1 y) = cr - Q — 0 

因此，欲若 A 和 x 2 为1^的元素，则对每一个存 

( jc ] - \-x z ) J y ^ xjy + x^y — 0 + 0 = 0 

于是 jt ] 十因此，为 IT 的子空间. _ 

基本子空间 

令 A 为一 TnX ” 矩阵.我们在第3章中看到，一个向量在 A 的列空间中的充要条 
件是对某 xGR M ， 有 b = Ax . 如果将 A 看成是将 R" 映射为 IT 的线性变换，则 A 的列空间和_ 
A 的值域是相同的.我们记 A 的值域为 i?(A ). 则 

R ( A )^ {6 6 R " I & =儿 c ， 对某6 R n } 

= A 的列空间 

A T 的列空间 /S(A T ) 为 IT 的一个子 空间： 

RiA T ) = {y ^ W \ y ^ A T x, 对某 r e IT} 

除了 i?(A T ) 的列空间包含 R” 中的向 ttGXl 矩阵)而不是”元组外，它和 A 的行空间在本质上是 
相同的*因此，： v6K(A T ) 的充要条件为 ，在 A 的行空间中.我们已经看到 i?(A T ) 丄 ZV(A). 下 
面的定理说明， AKA) 事实上是 2?(A T ) 的正交补. 

定理 5 .2« 1( 基本子空间定理）若 A 为一抓 Xn 矩阵，则； V(A) = R(A T ) 丄，且 N(A T )=i?(A) 丄. 

证我们已经看到 AKA) 丄 i?(A T )， 这意味着 另一方面， 若 x 为 

i?(A f )i 中的任何向童，则 x 和 A T 的每一个列向量正交，因此， Ax = d , 于是 Jt 必为 A/(A) 中 
的元素，由此 N(A>=i?(A T >、 这个证明并不依赖于 A 的维数.特别地 • 这个结论在矩阵 
B = 时也是成立的.故 

NCA T ) = N<B) - (A ) 丄 _ 

►例 3 令 

厂1 01 

A = 

-2 OJ 

A 的列空间包含所有形如 

[;>□ 

的向量.注意到，若 Jt 为 R 2 中的任怠向景，旦6 =如，则 

-G ：][：；]=£]-□ 

A T 的零空间包含所有形如〆 一2, 1广的向童.由于 （1, 2厂和（一 2， I) T 是正交的，可得 
R(A) 中的每一向量将和 iV(A T ) 中的每一向量正交.和 N(A) 之间也有相同的联系， 
K(A T ) 包含所有形如 at 的向量 f 且 iV(A> 包含所有形如和 2 的向量.由于 h 和〃 2 是正交的， 

可得 J?(A T ). 的每一向量和 N(A) 中的每一向量正交. ，_ 

定理5, 2.】是本章中极为重要的定理之 一. 在 5. 3节中，我们将看到 iV(A T )=J?(A)i 对 
求解最小二乘问题至关重要.为进行表述，我们将利用定理 5. 2.1 证明下面的定理，并将利用 
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这个定理依次建立两个更为重要的关于正交子空间的定理. 

定理 5. 2_2若 SSR n 的一个予空间，则 dimS + dimS 1 此外，若 { x " …，为 S 

的一组基，为 S 丄的一 组基，则，…， x ,， X 出 ，…， jc h } 为 IT 的一组基. 
证若3 = {0}，贝 i 

ditnS + dimS 丄= 0 + w — n 

若 s 关{則，则令 u lf …，为 S 的一组基，并定义X为一个 rXn 矩阵，对每一个 i, 它的 
第 f 行是根据构造，矩阵 X 的秩为 h 且 i ?( X T ) = S . 利用定理5, 2.1, 有 

S L = /?( X T )' L = NCX ) 

由定理 3. 6. 5可得 

dimS- 1 — dimNCX) = n — r 

为证明 a , JC r+l , A} 为 IT 的一组基，只要证明这 n 个向量线性无关即可.假设 

C } X ] + …+ Cr x r + + …+ c ^ x ,, = 0 

令 y — c ^^ - \- c r x t 及 H - hc „ x n . 则我们有 

y - hz = 0 
y =— i 

因此: K 和 s 均为 snsi 中的元素.但是 SflS 丄={0}+因此 

CiXi H - h cjc r = 0 

Cr + iX ^ H - lc M x n ^ 0 

由于 A , …* A 是线性无关的，故 

ci = c 2 — = iv = 0 

类似地， A +I ，…，为线性尤关的，因此 

Cr+l = Ch -2 =…= C n = 0 

所以 A ，…，心为线性无关的，并构成了『的一组基. ■ 

给定粑中的一个子空间 S, 我们将利用定理 5.2.2 证明，每一 均可以惟-地表示 

[2171 为 j +定 的和，其中 yes 且 zesi. 

定义若 C 7 和 V 为一个向量空间祀的子空间，且每一个 wGW 可以惟一地写为一个和 
B + V , 其中 u € U , JL v 6 V , 则我们 称见为 t ； 与 V 的直和 （direct sum )， 并记作 W = U ㊉ V . 
定理 5. 2. 3 若 S 为 IT 的一个子空间，则 

R n = S © S 1 

证若5=彳0}或5=&%这个结果是显然的.当 dimS = r (0< r <”） 时，由定理5,2.2, 
每一向量 xGR rt 可表示为 

jc — ci jci H - 十 c r x r 4- ch-iX^i +- h c„x„ 

其中 U ] t …， jO 为 S 的一组基.且 Um ， …， JO 为以的一组基.若令 
W ^ CiXi + — -^- c r x r 和 V = + *** -^- c n x H 

则 《6 S ， v 6 S 1 1 且 x = w + v . 为证明惟一■性，假设 A ： 还可以写为和 J +之， 其中 >€ S ， 且 
S \ 因此 
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+ 


少+ 


y 


但 ii — yes ， 且 


■ 


v€S 丄， 所以它们每一个均在 SflS 丄中.由于 

s c\ s ± = { 0 } 

故可得 

u = y fP v = z 
定理 S .2.4 若 S 为 R” 的一个子空间， JW ( S - L ) X = S . 

证若； ces ， 则 X正交于 S 丄中的 每一个因此， x €( s 丄） 丄，于是 scr(s 丄）丄.另一方 
面，假设 t 为 (Si ) i 的任意元素.由定理5.2.3,我们可以将 I写为和 “ + V , 其中 II 6 S , 且 
V 6 S 1 . 由于 veSJ ■，故它与均为正交的.由此可得 

0 = v T « = v r w + v T v = v T v 

从而 v=0. 因此， z = ueS 9 于是5=(5丄）丄. _ 

由定理 5. 2. 4可得，若 丁为一 子空间 S 的正交补，则 S 也为: T 的正交补，我们简称 S 和 
了互为正交补.特别地，由定理 5. 2.1 可得， /V(A) 和 i?(A T ) 互为正交补，且 N(A T ) 和 i?(A) 
也互为正交补.因此，我们将记 

AKA> X =/?(A T ) 和 N ( A T ) ± = R ( A ) 

回顾方程组 = 相容的充要条件是尺 G 4). 由于 i?(A) = N(A T )^, 我们有如下的结 
论，它是定理 5. 2.1 的推论. 

推论 S.2.S 若 A 为一 mXri 矩阵，且 IT ,则或者存在一个向量 R ” 使得 Ax = 6, 
或者存在一个向量 yER m 使得 ATj^O 且 y T b ^0. 

当 R(A) 为 R 3 的二维子空间时，推论 5.2.5 如图 5.2.2 所示. 

图中角0为直角的充要条件是尺 ( A ). 

►例4令 

1 1 2， 

A = 0 1 1 

.1 3 4. 

求 A/(A), i?(A T ), iV(A T ) 和尺 (A) 的基： 

解我们可以通过将 A 化为行最简形来求 N(A) 和尺 (A T ) 的基： 


AM 7 ) 



1 1 V 


1 1 2' 


1 0 r 

0 1 1 

— ► 

0 1 1 


0 1 1 

■1 3 4. 


.0 2 2. 


.0 0 0_ 


图 5. 2 . 2 

由于 （1, 0, 1) 和 (0, 1， 1) 构成了 A 的行空间的一组基，可得（1，0, 1) T 和（0, 1， 1) T 构成 
了 K ( A T ) 的一 组基. 若 xeN ( A ), 由 A 的行最简形可得 

工1 +工3 = 0 

Xi -hx 3 = 0 


因此 
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~ Xt =—工 3 

令而 = a ， 我们看到 N ( A ) 由所有形如 ^(一1， 一1, 1 ) T 的向量组成.注意， （一1, -U U T 
_ 与 （1, 0, 1)1和（0，1， 1 ) T 正交. 

为求 i ?(/ V ) 和 N ( A T > 的基，将 4 T 化简为行最 简形： 


，i 0 r 


~i 0 r 


■i o r 

1 1 3 


0 1 2 


0 1 2 

_2 1 4_ 


_0 1 2. 


_0 0 0‘ 


因此（1，0, 1) T 和（0，1, 2 ) T 构成了 i?(A ) 的一组基.若 xeN ( A T ), 则 
一 因此， JV(A T ) 为由（一1，一2, 1) T 张成的 R 3 的子空间.注意，（一 1， -2, 1> T 与 
(1, 0， 1) T 和 （0, 1, 2 ) T 正交. 4 

我们在第3章中看到^行空间和列空间有相同的维数.若 A 的秩为则 

dimiSCA) = dimJ?(A T ) — r 

事实上， A 可以用于构造一个 i?(A T ) 和 i?(A) 之间的一一对应关系. 

我们可将一 / nXrt 矩阵 A 看成是从 R" 到 FT 的线性变换. 


jc 6 ^ 6 

由于 i ?( A T ) 和 iV ( A > 在 FT 中互为正交补， 


每一个向量 JC 6 R " 可以写为和 

R " 

-i?(A T )©NCA) 

X = 

由此可得，对每 一 JreK % 


^ 6 J?U T ), iG NCA) 

因此 

Ajc 

— Ay + Az = Ay 

i?(A) = 

= { Ajc I 

x € R n } = {Ay \ y e K(A T )} 


于是，如果将 A 的定义域限制为犮 （ A T >， 则 A 将 i ?( A T ) 映上到 J ?( A ). 此外，这个映射是一 
-的，事实上， 如果&， x 2 e /?( A T ) ，且 

Ari = Ax z 


则 

因此 


A(Xi — x ?) — 0 

R ( A T ) f | NCA ) 


由于 J ?( A T )(1 N ( A ) = {0}， 可得4=右，因此，我们可认为 A 确定了一个 J ?( A T ) 和 J ?( A ) 之间的 
一一 对应关系.由于每一 恰对应一个因此可以定义一个从 i ?( A ) 到 i ?( A T ) 的 

[2201 逆变换.事实上，如果将每一 mX n 矩阵 A 看成是从 K ( A T ) 到的线性变换，则它可逆. 


►例5 


令 A 


°1 J ?( A T > 是由 e , 和 q 张成的，且是 由&张 成的.任何向量 

0」 


jc € R 3 可写为和 
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其中 


y ~ ( 工 i ，： r 2 ,0) T 6 且 i = CO,0,j： 3 ) t ^ NCA ) 

如果我们仅考虑向量斤 2? CA T ), 贝 IJ 


X 、 

尤 2 
0 


Ay 


r 2 ^：i 

-3 a 


此时 i ?( A ) = K 2 , 且从 i ?( A ) 到丑(43的逆变换定义为 

\\ bx 

b r6t1 


，办 2 ■ 


J bz 

L 0 : 


练习 


对下列每一矩阵，求子 空间則 A T )， N < A ) , i ? C 4) 和 N ( A T > 的一组基, 

「4 -21 


(a)A 


3 


SJ 


(bM = 


rl 3 1- 

[_2 4 0- 


(cM 


L 3 4 j 


CdM 


r] 0 0 01 

0 111 
0 0 1 1 

.112 2. 


2. 令 S 为由 ; c = (U - I , 1) T 张成的 R 3 的子空间， 

( a ) 求 Si 的一组基. 

( b ) 给出 S 和5^的_ 个几何 描述. 

3. 00令 S 为由向量 r ^ Cn，m a ) t 和3^(%, ％) T 张成的 R 1 的子空间.令 


L^i yi : yj 」 

证明 S ‘ = N ( A )* 

( b ) 求由 （1， 2， 1) T 和 （1, —1, 2) T 张成的 H 3 子空间的正交补. 

4. 令 S 为由 々=(1，0, — 2, 1) [ 和々 = (0, 1， 3* —2) T 张成的史的子空间.求 Si 的一组基， 

5 . 令 A 为一 3 X 2 矩阵. 其秩为 2. 给出 i ? C 4) 和； VG 4 T > 的几何描述，并用几何方法说明子空间是如何关 
联的. 

6* 是否可能有一个矩阵，使得(3，1, 2) 在它的行空间中，且 （£, U 1) T 在它的零空间中？试说明. 

7- 令 a> 为一个 mXn 矩阵4的#零列向#.是否 可使％ 在 N < A T ) 中？试 说明. 

S . 令 S 为由 X 』， 々张 成的 R " 的子 空间. 证明的充要条件是，丄足，其中 f = U …，夂 

9. 若 A 是一秩为 r 的矩阵， NOU 和 N < A T ) 的维数是多少？试说明. 

10. 证明推论 5.2.5. 

11. 证明： 若 A 为 一^ iX « 矩阵则或者 = 或者存在一个使得/}关0.当 JV ( A ) 为 

R a 的一个二维子空间时，绘制一个类似图 5. 2_ 2的图，用几何方法说明这个结论. 

12 -令 A 为一 mX „ 矩阵，试说明为什么下列命题是正确的. 
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< a ) 任何 R rt 中的向世 jf 可惟一地写为一个和 j + “其中，且 teJ 2【 A T >. 

( b ) 任何向错 iiER " 时惟一地写为一个和 《 + v , 其中 a V eR ( A ). 

13. 令 A 为 - 饥 Xn 矩阵，证明【 

( a ) 若 jte ~04 T A )， 则 Ajc 在 J ? C 4) 和 JV ( A T > 中. 

CbJjVC ^ T A ) = N ( A ). 

< c ) A 和有相同的秩. 

( d ) 若 A 存在线性无关的列，则乂是非奇异的. 

14. 令 A 为一 mXn 矩阵，丑为一 uXr 矩阵，且 C ^ AB . 证明： 

{ a ) MB ) 为 N < C ) 的一个子空间. 

a > JV ( C ；^ 为 ATCB ) i 的子空间，从而 HCO 为的一个子空间. 

15. 令 U 和 V 为向貴空间 W 的子空间.若 17= U ® V t 证明 UnV =( W . 

IS . 令 A 是一秩为 r 的 mXrt 矩阵,并令 U , 为 J ? M T > 的一组基-证明 <知，，…，的一 
组基. 

17.令 jc 和 y 为 IT 中线性无关的向进，并令 S = Spati (; c , 30. 我们可以用向盈 r 和: y , 通过令 

A = jcj t 4- yx r 

来定义一个矩阵 A . 

( a > 证明 A 为对 称的， 

< b ) 证明 NiAy ^ S 1 . 

( c ) 证明 d 的秩必为1 

5, 3最小二乘问题 


数学和统计建模中的一个基本方法是，根据最小二乘 （least squares ) 拟合平面上的点集 * 
最小二乘曲线的图形通常是基本类型的函数，例如线性函数、多项式或 
三角多项式.由于数据可能会有测量误差或试验误差 * 我们不要求曲线 
通过所有数据点.事实上，我们需要在所有数据点处的 y 值和逼近曲线 
相应点处的^值之间误差的平方和最小意义下的最佳曲线. 

最小二乘技术是由勒让德 （ A . 鼠 Legendre ) 和髙斯 （Carl FdedHch 
Gauss ) 独立地提出的.尽管有明确的钲据表明，在高斯还是一个学生的 
时候，早于勒让德的文章九年就已经提出这种方法并使用它进行了天文 
计算，然而有关这个主题的第一篇文章是勒让德在1806年发表的. 

_图 5. 3.1 给出了髙斯的肖像. 



图 S . 3. 1 高斯 


应用 I :天文学^—高斯的谷神星轨道计算 


1801年1月1日，意大利天文学家 G . Piazzi 发现了谷神星.他在6个星期中跟踪这颗小 
行星，伹由于太阳的千扰，这颗小行星不见了_很多著名的天文学家发表了文章，预測谷神星 
的轨道.高斯也发表了一个预测，但是他预测的轨道和其他人有相当大的差异_谷神星在 
1801年12月7 H 被一个观测者再度发现，并在1802年1月1日又被另一观测者发现.这两种 
情况均和高斯预测的位置十分接近 • 高斯立刻在天文学界赢得了威望，并在一段时间内，他被 
公认为是知名的天文学家而不是数学家.他成功的关键就在于使用了最小二乘法. 
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趄定方程组的最小二乘解 

最小二乘问题一般可化为一个超定的线性方程组.回顾 一下， 一个趙定方程组含有的方程 
数多于变 量数. 这种方程组通常是不相容的*因此，给定一个 mXn 的方程组 Ajt = 其中 
衍>〜一般我们不能期望找到一个向量使得 Ac 等于&事实上，可以寻找一个向量X, 
使得 /b: “最 接近” 正如所期望的，正交性在求 x 的过程中扮演了重要的角色. 

给定一个方程组 = 其中 A 为一个771 XWm> n ) 矩阵，并且则对每一 jteiT， 
可以构造一个残差 （residual) 

Kr) =卜 Ax 

&和 Ax 间的距离为 

|| ft — Av || = [| r(jt) [| 

我们希望寻找一个向量 re R % 便得 || r(x) || 是最小的，最小化 || r(；0 | 等价于最小化 
II r ( x ) II、达到最小值的向貴 i 称为方程组 Ajc = fc 的最小二乘解 （least squares solution), 

若元为方程组 = & 的最小二乘解，且 p==Ai， 则 p 就是 A 的列空间中和 fr 最接近的向 
量.下面的定理保证了这个最接近的向量 p 不仅是存在的，而且还是惟一的.另外，它给出了 
该向童的一个重要特征. 

定理&3,1 令 S 为 IT 的一个子空间+对每一 在 S 中均存在一个惟一的元素 p 

和&最接近，即对任意有 

II 办一 y II > II 旮一 p II 

此外， s 中給定的向量 p 和向量 々eir 最接近的充要条件是办 一pes 丄. 

证由于 ir=s ㊉ si, jr w 中的每一元素6可以惟一地表 示为一 个和 

b ^ p -\- z 

其中夕 es 且 zesi. 若 j 为 S 中的任何其他元索，则 

lit—j II 2 =11 (卜沪）+ (；>—， r 

由于 P —：ves, 且 £i™p = 5：6 屮，则由毕达哥拉斯定律有 

\\b-yv = iu—pr + 

a 此 

II t — 3? II > II fe — p I! 

于是 ， 若 H. fr-pes 1 , 则 P 为 S 中最接近 b 的元素.反之，若 g6S， 且 d—g 任 S 1 ， 则 
由前面的讨沦（当时）知 

II 办一分 II > II 炒 一 P II 鼸 

现在考虑&在子空间 S 中的特殊惰形，我们冇 

=p + : T P 6 S, ^ 6 S 1 
及 

办=&十0 

由直和表示的惟一性，有 

P = h i £ — 0 
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一个向量 i 为的最小二乘解的充要条件是为 i ? CA ) 中最接近&的向量.向量 
p 称为办在 R ( A) 上的投影 （projection ), 由定理 5. 3. 1有 

b — p = b 一 Ax = rCi) 

必为 i ?( AH 中的元素.因此 i 为最小二乘问题的解的充要条件是 

r ( i > 6 R ( A )^ (1) 

(见图 5.3.2). 



—— J 、⑷ 

P 


图 5, 3.2 

如何寻找满足条件（1>的向量 i 呢？关键是求解由定理给出的最小二乘问题， 


它表明 


K<A> J -= NCA T ) 


一 个向量 i 是方程组八;^ = &的最小二乘解，当且仅当 

r ( x ) e NCA T ) 


或等价地， 


0 ^ A T r<i) ^A T {b-Ax) 


因此，为求解最小二乘问题 ^ = h 我们必须求解 

A T Ajf ^ A r b ⑵ 

方程 （2) 表示的 nXn 线性方程组称 为正规方程组 （normal equations). —般地，正规方程组可 
能存在多个解；然而，若 i 和 f 均为解，则由于在 i ?( A) 中的投影 p 是惟一的，故 

A jc = = p 

下面的定理指明在何种条件下最小二乘问题将有惟一解， 

定理5,3,2 若 A 是一秩为？！的 mXn 矩阵，则正规方程组 

A T A^ = A T b 


有惟一解 

x ^ ( A T Ar l A T b 

且三为方程组惟一的最小二乘解. 

证 我们首先证明 A T A 为非奇异的_为此， 令 z 为 

A t Ajc = 0 <3) 

的一个解，则 Ajs 6 AKA t ), 显然，丄.由于 AKA T ) nN ( A T )i = {0}， 可 
得 yU = 0. 若 A 的秩为”,则 A 的列向量是线性无关的，因此 * Ajf = 0 仅有平凡解 • 故 t =0, 
且 (3) 仅有平凡解.由定理 1.5. 2, A T A 为非奇异的.由此可得为正规方程组 
的惟一解，进而，方程组& = &有惟一的最小二 乘解. _ 



正 交性 


199 


投影向量 


p — Ax - A(A T ArM T & 

为況 （ A ) 中的元素，并在最小二乘意义下最接近氬矩阵 P =( A t A }^ A j 称为投影矩阵 
(projection matrix ). 


应用2:弹赘常数 


虎克定律指出，弹簧受力时变化的长度和受力的大小成正比.因此，若 F 为受到的力， 
且 x 为弹簧在外力作用下的伸长长度.比例常数 it 称为弹簧常数 （ spr i n g Cons tam ), 
—些学物理的学生希望确定一个给定的弹簧的弹簧常数.他们使用3、5和8磅的力拉伸 
弹黃，弹簧分别伸长4、7和11英寸.利用虎克定律，他们给出了下列方程绍 ： 

4^= 3 
lk ^ 5 


11 A - 8 

方程组显然是不相容的，因为每一个方程均得到不同的 t 学生决定使用方程组的最小二乘 
解，而不是其中的任何一个值. 


(4,7,11) 

PI 

a ) =-(4,7,11) 

5 


LnJ 


_8 ‘ 


1 姆=135 


►例1求方程组 


的最小二乘解. 

解该方程组的正规方程组是 


k 〜 0. 726 

工1 + 工 z 口 3 

— 2 x x + Sxi =1 
2 x { — xi —Z 



它可化简为一个 2 X 2 方程组 



这个 2 X 2 方程组的解为 玆)' 


— 7 
11 


][：；]= [:] 


< 


科学家们经常收集数据，并尝试寻找变量之间的函数关系.例如，数据可能是液体的温度 
T 。， I ，…，1\,分别对应测量的时间 t 。， ^ V 若温度丁可以表示为一个时间 f 的函 
数，这个函数就可用于预测以后的温度.如果数据包含平面上的^ + 1个点，则可以找到一个 
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不超过《次的多项式通过所有的点*这个多项式称 为插值多项式 （interpolating polynomial ), 
事实上，由于数据通常包含试验误差，因此不能要求函数通过所有的点.实际上，并不严格通 
过所有点的低次多项式往往真正描述了变量间的 关系. 例如，如果变骨间的实际关系为线性 
_的，但数据含有很小的误差，使用插值多项式可能会更糟糕（见图 5. 3.3). 



图 5,3,3 


给定数据表 



Xi 

^2 

» 4 * 


y 

yi 


4 i C- 



我们希望寻找一个线性函数 
在最小二乘意义下最好地拟合数据，若我们要求 


yi = Co -h Ci Xi i — 1 ， w 

可得到一个有两个变量的 m 个方程. 


1 工 2 

'■ ■ 

i * 

[;;]= 

~yi~ 

y2 

% 

■ 

_1 




系数为 （4) 的最小二乘解的线性函数称为数据的最优线性最小二乘拟合函数. 
►例2给定数据 


X 

0 

3 

6 

y 

r 1 

4 

5 


im 求最优线性最小二乘拟合函数. 

解 对这个例子，方程组 (4) 变为 


(4> 
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其中 


Ac = y 


A 


0 _ 


C (, 

■Ci J 


及 > 


正规方程组为 
化简为 


A y Ac = A 


"3 9Uc 0 
-9 45 jU 


该方程组的解为 ( 


:][:]{] 

)* W 此，最优线性最小二乘拟合为 


(5) 


4.2 


例2也可使用微积分计算.残差为 

r(c) = y — Ac 


且 


II Kc) ]| ^ 

= D — + Oci )] s + [4 — (Co + )] 2 + [5 — (co + Sq 

= f(c Q t c x ) 

因此，可看成是两个变量的函数 /( r a ， 这个函数的最小值将在其偏导数为零的 
点处取得. 


11 . 
3 c 0 

IX 

3 c , 


-2(10 3 r 0 一 9 c ! ) — 0 

6(14 — 3 ^ - \ScO = 0 


将方程两端同除以一 2,则可得到与 <5)相同的方程组 
(见图 5. 3.4). 

若数据看起来不像线性函数，则可以使用一个髙次 
的多项式.为求出数据 



[L r { c )\^ d ^ d \^ d \ 
图 5, 3.4 


X 

工 1 

工 1 

■ * ■辱 


y 

y\ 

yt 

* ** 

ym 


采用 D 次多项式的最优最小二乘拟合系数^ ， 


* Q 


,必须求方程组 


■] 


… 工厂 




~yi~ 

1 


… xl 




yi 

* 

«- 

1 


tr 

… 工抑」 






( 6 ) 


的最小二乘解. 


[2281 




应用 3: 坐标测量 


很多工业产品，例如渔竿、圆盘和管子，形状均为圆形的.公司通常会雇用质量控制工程 
[2291 师来测试这些生产线上的产品是否符合工业标准.使用传感器可以记录工业产品圆周上点的坐 
标.为确定这些点和一个画的接近程度，我们可以根据这些数据，用最小二乘拟合一个圆，并 
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为拟合一个圆 

ix—ci y + —q) 2 =〆 (7> 

到 n 个样本坐标对 （々， 0 2 ,力）， … t U “ y 丄 我们 需要确 定圆心 < d ， G ) 和半径 n 
改写方程（7)，得到 

2xc' 十 2yc 2 + (r 2 — c\ — cl') 二： r 2 + y 
如果令 c 3 = 〆 一 c 〗 一 d * 则方程可写为 

lxc x + 2yc 2 + c 3 = 工 2 + y 

将每一数据点代入方程，我们将得到超定方程组 


^ 2y： I - 




r 2 丄 2 -| 

2 工 2 2y 2 1 


_Cl ] 





r 

= 

>■ 

# 

2x„ 2y n 1 ■ 




+ y\. 


—旦求得了最小二乘解 C , 则最小二乘圆的圆心 （ n ， 和半径可由 

r = + rf + d 

确定.为衡量样本点与圆的接近程度，我们可以构造一个剩佘向量 r 

n = P —（X: — a) 2 — (y { — £ = 1，…， w 

于是，可以使用 II HI 作为这些点与圆的接近程度的一个度量， _ 

练习 


1. 求下列方程组的最小二乘解. 

( a ) Xi + jc 2 (b) — -h^r 2 —10 

Zx \ — 3* r 2 =1 2 jt 3 =5 

Ojx —2 —2j： t —20 

2. 对练习 1 中的每一解夂 


( c ) x \ + a：2 + —4 

一 xi + ^ + Xz '0 

—+ Jj —1 

Ji + —2 


( a ) 求投影 p = A A ( b > 求残差 r ( i ). 

3. 对下列每一方程组 = h 求所有的最小二乘解1 


t 

i 

- 1 2~ 


■3] 


-113- 

I 

— 2- 

( a)A = 

2 4 

, b= 

2 

( b)A = 

—1 3 1 

, b= 

0 

[ 

-一 1 一 2 - 


-1 - 


-12 4- 

i 

^ 8 - 


4. 对练习3中的每一个方程组，确定&到的投影 p ， 并验证与 A 的每一列向盘正交. 

5. 求数据 


X 

— l 

0 

11 

2 

y 

0 

1 

3 1 

9 


的最优线性最小二乘拟合兩数， 

( b ) 在一个坐标系下画出你在 （ a ) 中得到的线性函数和数据. 
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S * 求一个二次多项式，对练习5中的数据进行最优最小二乘拟合.画出你的函数在点0, 1, 2的值， 
并画草图. 

7. 给定点集 （"Tlf A )， （而》力），…，（而，>)，令 

X = Cxi tJCj ， … *x lt ) T y = (y ： ，： y 2 ，… p j w ) T 

一 1 十 — 1 

X = v ^ y = ^ h yi 

并令为给定点的最优线性最小二乘拟合 函数. 证明：若王= 0,则 

^ = y 且 

x 

8* 练习7屮的点 （ S , $ >称为点集的质心 (center of mass )* 证明最小二乘直线必过质心.[提示：使用变 M 替 
换^=尤—将问题转化为均值为0的新自变量的问题 .] 

9. 令 A 是一秩为《的故乂打矩阵，并令 FsACfA )— 1 #, 

U > 证明对每一办 GK ( A ) 有押 = fr . 用投影对其进行说明 - 
( b ) 若，证明孙=0, 

(0若及04)为妒中一个过原点的平面，给出 U >*( b ) 的几何描述. 

10. 令 A 是一秩为3的 8 X 5 矩阵，并令 I ?为 N ( A T ) 中的一非零向 S . 

U ) 证明方程组 Aat = 6 必为不相容的. 

( b ) 方程组 Ajc = b 有多少个最小二乘解？试说明. 

1 L 令 P = A ( 泌 TAJHAT , 其中 A 是一秩 为^1 的 mXrt 矩阵+ 

( a ) 证明 P S = P , 

Cb ) 证明 P * = P ， 其中是=1，2，…. 

( c ) 址明 F 为对称的.[提 示： 若 S 为非奇异的， MCB- , ) r = CB T )- J J 
12. 证明；若 



贝以为 方程组 = & 的最小二乘解，且 r 为剩余 向量. 

13 .令 AEITA , 且令 i 为最小二乘问题 Ajc 二 ft 的一个解.证明一个向 M 也为一个解的充要条件是，对 

某向量 有 + [提示： N ( A T A )-= N ( A >.] 

[23 TI 14* 求圆的方程，使得该最优最小二乘圆拟合点（_1, _2), (0, 2,4), (1-1 1 -4), (2-4, 一： L 6). 

5.4 内积空间 

标景积不仅在…中有用，而且对很多情况都有用.为将这个概念推广到其他向量空间， 
我们引人如下的定义. 

定义和例子 

定义 一个向 量空间 V 上的内积 （inner product ) 妁 V 上的运算，它将\^中的向量^:和} 
与一个实数 U ， y > 关联，并满足下列 条件： 

I * < jt , x >^0, 等号成立的充要条件是 
E . 对 V 中所有的 jc 和 y ， 有 U ， y ) = < y ^ x ). 
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1, 对 V 中所有的 z 及所有的标量和卢，有 ( 战 + 办， z}=aix^ z>-hp<y^ z>. 

—■个定义广内积的向 量空间 V 称为内积空间 (inner product space )* 

向量空间 R ” 

» H 中的标准内积就是标量积 

< x , y ) = x 7 y 

给定一个元素为正的向量 h % 我们也可定义 R " 上的一个内积为 

n 

< x , y ) = 

元素叫称为权 （ weights ). 

向* 空间 

给定 IT 〜中的 A 和 B ， 我们可以定义一个内积为 

m n 

<A ， B> = U 

i=l 

留给读者去验证 (2) 确实定义了一个上的内积. 

向置空间 C [ a p bl 
在 C [ a ，6] 中，我们可以定义内积为 

</ ，尺 〉= I /Cx)g(x)dbc 

注意到 

</，/> = rC/(x» 2 dx>0 

J a 

若对 [ a ，6] 中的某个心， / U 。） 关0,则由于 （/( d ) 2 为连续的，故存在一个包含点^的 
[ a , 的子区间 h 使得对 f 中的所有 I ， </{ x )) z >(/(^)) V ^ 若令，表示/的长度，则 
可得 

</，/> ^ J\/(^)) a <b：> Jc/U)) 2 ^^ >0 

所以，若</，/)-0,则/( I )必在 U ， 幻上恒等于零.留给读者去验证 （3) 满足内积定义中的 
其他两个条件. 

若 wU ) 为 [ a , 幻上的一个正的连续函数，则 

尺 ( 工 ) C4) 

也定义了一个 C 幻上的内积 * 函数加 （ x ) 称为权函数 （wdght function ). 因此，可以在（: 
[ a , 幻上定义不同的内积. 

向量空间 

令力，心 ，…， A 为不同的实数.对每 一对匕 中的多项式，定义 

<p,q) = (5) 

i-1 

容易看到， （5) 满足内积定义中的条件 n 和 ni . 为证明 I 成立，注意到 


⑴ 


( 2 ) 


⑶ 

[2321 
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n 

< prp > ^ 

1 

若 </?, p >=0， 则 : At ■■*， A 必为 po )= o 的根.因为 〆 X ) 是不超过次的多项式，故 
它必为零多项式. ^ 

若 w ( x ) 为一正函数，则 

n 

<P^q> = y] pijrjyq^^wijCj) 

i = I 

也定义了尺上的一个内积. 

内积空间的基本性质 


5.1 节中给出的 R 17 中的标量积的结论也可以推广到内积空间中，特别地，若 v 为内积空 
间 V "中的一个向量 ， v 的长度 （ length ) 或范教 （ norm ) 定义为 


II v II = 

如果两个向量《和 V 满足 <a, v>=0, 则称它们为 正交的 （ orthogonal ). 类似于 IT 中，一对正 
_交向量将满足毕达哥拉斯定律. 

定理 5.4.1( 毕达哥拉斯定律）若 u 和 v 为一个内积空间 V 中的正交向量 T 则 

iu + hi 2 = fi « ir + ( Mi 2 


证 


II w + V II 2 = <« + v t u + v) 

— { u , u ) + 2( w ， v > + < v ， v > 

- ii«r + imi z ■ 

在 R 3 中，它完全类似图 5* 4.1 所示的毕达哥拉斯定理. 

►例1考虑向量空间 C [一 1，1]，其上按照 （3) 定义内积.则向量1 
和： r 是正交的，因为 

(1 *x) = J 1 ， j：dx = 0 
为确定这些向量的长度，我们计箅 

<1,1) = { 二 1 * 此 = 2 

= \ jc. z djc ^- 

J 一 I O 

由此可得 

II 1 II = = V 2 

l | x || =(仏工”⑽ 

由于1和: T 是正交的，它们满足毕达哥拉斯 定律： 

Ili + xIM - II1 T + IUII 2 -2 十香=音 
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读者可以验证 

II 1 + x || 2 — 〈 l+xtl +h = J (1 + jr) z dr — ^ 

►例2对向量空间 C [— 心 7 T ], 若我们使用一个常数权函数切=1/7：来定义内积 
则可得到 

< cosxtsinx > = 一 cosxsini tLc — 0 
Jr J.，》 

(cosx, cosx > — — I COSXCOSX dz — 1 

(sirLr ， sinjr> = 丄 [ sirucsim dx = 1 

7T J-W 


( 6 ) 


因此 cosx 和 sifLT 为相应于这种内积的正交单位向量.由毕达哥拉斯定律可得 

|| cosx + sinx ]| — y /2 . 

内积 (6) 在应用三角函数逼近一般函数的傅里叶分析中扮演着关键的角色，我们将在 5.5 
节中看到一些这种应用. 

对向量空间 R mx % 由内积 (2) 定义的范数称为弗罗贝尼乌斯 ( Frobenhis ) 范教，并记为 ( M f . 
因此，若 A € R ™ XH .则 


A|| F - (< A , A )>^ 2 - (2 S 

、 i "=l J I 


►例 3 若 



「1 1] 


1 r 

A ^ , 

1 2 ! 
_3 3」 

且 

3 0 

_一3 4_ 


则 

(力， = 1 + 1*1 十 1*3 十 2*0 + 3 •—3 + 3*4 = 6 

因此 A 和 B 不是正交的 . 这些矩阵的范数定义为 

|| A|[ F - (i + 1 + 1 + 4 + 9 + 9) 1/5 = 5 

|| B = (1 + 1 + 9 + 0 + 9 + 1SV /2 =6 < 

►例4在忾中，用 (5) 定义一个内积，其中 = G —1)/4,纟=1，2,…，匕则 函数〆 工）= 
红的长度为 

— 

I ) 2 = v ^30 


/ S ^ 1/2 . S 

|(4x|| ^ {{AxAx)V n = ^ 16xf j = — 


4 


定义若 w 和 v 为内相空间 V 中的向量 ， JL 則 b 到 v 的标置投彩 (scalar projection ) 为 

<«, v > 
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且 W 到 v 的向 量投影 （vector projection ) 为 

p=a (iV) = feS v ⑺ 

观察 若 V 关 0, 且 p 为 w 到 v 的向暈投影，则 
I . u — p 和 p 是正交的. 
n - u = P 的充要条件为 n 为一个标量乘以 v , 

证观察1+由于 


= ( itr ’ r^r 卜 （ t ^ t ) 2<v ， v> 


且 


由此可得 


— 卜 ^^ 


(u — p f p ) = < ti , p > — ( p,py = = 0 

故 ii — p 和 p 为正交的. 

观察 D . 若》=#， 则 《到1 的向量投影为 

p = 苦手， = “ 

反之， 若評 p , 由 （7) 可得 

u ^ 卹，其中卢= ■ 
观察 I 和 U 在建立下面的定理时非常有用. 

定理 5,4* 2( 柯西-施瓦茨不等式）若 U 和 V 为内积空间 V 中的两个向量，則 

I <« ， V) |< || u II II V II <8) 

[236] 等式成立的充要条件是《和 v 为线性相关的. 

证 若 v =0, 则 

! <u,v) | = 0= || u[\ II v II 

若 v 关0,则令为《到 v 的向量投影.由于 p 和 II 一 p 正交，由毕达哥拉斯定律可得 

II p r + iu-^r - II 

因此 

au , v>y 


IMI 


Up II 


«ir - \\ u - p \\ 


<(u,v>y = IMI 2 || [k HI 2 IMI 2 < IMI 2 II v || 


(9) 


于是 

由此 

I <U,v) |< [| It I! II V II 

(9) 中等式成立的充要条件是 《 = p. 由观察 n 可得 CS) 中等式成立的充要条件是 v =0, 或者 II 
为 v 的倍数，简单地说，等式成立的充要条件是为线性相关的， ■ 
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柯西-施瓦茨不等式的一个结论是，若 w 和 v 为非零向童，则 

< u f v ) 


- l < inrirHrrr<l 

因此，存在 [0. d 中惟一的角度 I 使得 

cos 卜 II 

于是方程 (10) 可以用于定义两个非零向量 w 和 v 间的夹角， 

范数 


l!«il II v!i 


<MtV> 


CIO) 


范数 ( n 0 r m ) 在数学中有一个与内积无关的意义，且应当验证它在这里的用法. 

定义设 v 为一个向量空间.若对每一向量 vev , 存在一个与之 
相关联的实数 [|v II ,称为 v 的范数 （norm)， 它 满足： 

I , || v(| ^0,其十等式成立的充要条件为 
H . 对任一标量 h IUv II ^ \ a \ || v || , 

HI * 对所有的 v， W^Vf || v + h ^ || < || v|| + || w|| . 

则称 V 为 线性賦范空间 （normed linear space), 第 三个条件称为 三角不等式 C triangle 



inequality ) (见图5, 4, 2). 

定理 5*4.3 如果^为一内积空间，则对任意的 v 6 V ， 方程 


II v II = VTV 7 u > 


定义了 V 上的一个范数. 

证易见，定义中的条件 I 和 E 是满足的.我们将其留给读者验证，下面证明条件 HI 是满 


足的. 


\\ U+ V ]| 2 —(« +v> 

= <«*«> + 2< h , v) + <v，v> 

< ii h r + 2iuii iMi -f lur (柯西-施瓦茨> 

-dun + IMI) E 


因此 

ll« + vH < \\u，\) + !l V ]| _ 

可以在给定向董空间中定义很多不同的 范数. 例如 * 在 R " 中，我们可以对每一1=(心， 
*-t x n y , 定义 

iu n , = I ^ I 

容易验证 II • II 1 定义了一个 R " 上的范数*另一个 R tf 中的重要范数为一致范数 （uniform norm ) 
或无穷范數 （infidty norni ) ， 定义为 

\\ x \\ = max ! Xi ! 

Ki<ii 

更为一般地，我们可以在 R a 上定义一个范数：对任一实数 

11 r ||， = ( S I ^ 


_ 
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特别地，若则 


IU 


y « , 1/2 _ 

II 2 = ( 石卜 ■ I” = ^/< x , x ) 


范数 II * II 2为 R " 上由内积诱导的范数. 若；! 乒2，则|| ■ || p 并不对应于任何内积.当范数 
不是由内积诱导时，毕达哥拉斯定律并不成立.例如， 

r-4' 


龙1 


.2 J 


和 A 


2」 


为正交的 i 然而， 
但 


^381 


II !| L + II ^ 11^ = 4 + 16 = 20 

II 兄1 + 工3 II ^ = 16 


另一方面，若使用 II • lh ， 贝 IJ 

II Xi li 2 + II JC 2 II 2 = 5 H - 20 = 25 = II Xi + jc 2 \\\ 

►例 5 令 Jf 为纪中的向童 U ，—5, 3) t * 求 llxlh , II jet || £ 及 || jr ll … 

II II 1 ^ I 4 | + |— 5 |+| 3 | = 12 


II x || V16 + 25 + 9 = 5^2 

|| x || ™ = max ( |4| t | — 5|*|3|)^5 4 

也可以在 R m > -上定义很多不同的矩阵范数.在第7章中确定线性方程组的敏感性时，我 
们将学习其他类型的矩阵范数. 

一般地，范数给出了一神方法来度量两个向量的距离， 

定义令 jc 和 j 为一个线性赋范空间中的向量. Jt ■和 j 的距离定义为数值 tl y^x || . 

很多应用问题中，均需要求子空间 S 中距向量空间 V 中的给定向量 v 最近的向量.如果在 
V 中使用由内积诱导的范数，则最近的向量可以通过计算向量 v 到子空间 S 的向量投影得到， 
这种类型的问题将在下一节中讨论. 


练习 

1♦令 x=< — TU _1， 1 ， 1) T 及 > = (1， I t _3) T . 证明 jt 丄又 计算 1| jc || 2 » II II £ « ||j+ylU 并验证毕 
达哿拉斯定律成立. 

2. 令太二<1, K 1， D T 及 y =( S ， 2，2, 0) T * 

和 y 间的夹角灸 
仏>求^到 y 的向通投影 p . 

( c ) 验证 jr _ p 和 p 正交. 

Cd) 计算 |U — Pll 2 , \\ p \\ t , II Jelh 并验证毕达哥拉斯定律成立* 

3. 在方程 （1) 中，用权向定义一个 R 3 的内积 * 并令 jt =(1， 1，IV 及 ( —5, 1 ， 3) T . 

(a) 证明 x 和 f 相应于这个内积是正交的. 

00计算相应于这个内积的值|彳 X || 和 || j || . 
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4. 给定 



「1 Z 21 


r — 4 l 

1- 

A ^ 

10 2! 

和 B = 

-3 3 

2 


_3 1 1 」 


.1-2 

一 2 - 


求下 列值： 

( a ) <A ，扮 Cb ) || A II F Cc ) II Bf | ，- Cd ) (I A + B\\ P 

S * 诳明方程 Q ) 定义了 Ru " 上的一个内积， 

6. 证明由方程<3)定义的内积满足内积定义中的后两个条件， 

7* 在 C [0, 1] 中，用 （3) 定义内积，求： 

Ca ) T e ( b ) ( x r sin ^ tjr ) ( cKj : 2 * t 3 > 

S - 在 C [0» 1] 中，用 （3) 定义内积，考虑向最1和 jr . 

U ) 求1和 j ： 间的夹角久 

( b ) 求1到: r 的向进投影 p ， 并验证 I — />和/?正交. 

( c ) 计算! | 卜 p II , \\ pl \ t Hill t 并验证毕达哥拉斯定律成立. 

9, 在 C 1： 一 71， k ] 中，用（ 6 > 定义内积，证明 cosmr 和 simia ： 是正交的，且均为单位向童.求这两个向 M 之间的 
距离* 

10. 证明函数^和 P 在中用 （5) 定义的内积下是正交的，其中名 = —3)/2, …， 5. 

11- 在朽中用练习10定义的内积，其范数定义为 


求： 

( a ) || x || Cb ) || 2 || 

12. 若 V 为内积空间，证明 


满足范数定义中的前两个条件. 

13. 证明 


定义了 R n 上的一个范数. 

14. 证明 

定义了 P 上的一个范数. 

15. 对下列每 一 R 3 中的向盘，求 hll l 和 IMU . 

Ca)j?=C"3 f 4, 0) T (b)^— C —1 P —1_ 2) T (c)jc=(1, 1 ， 1) T 

16 . 令 jt =(5» 2, 4 ) T 及 J ^(3 t 3, 2”. 求 IIjc — jHh ，| Jf—J II 2 和 II Jf 一 J 1 U . 在什么范数下，这两个向 
最最接近？在什么范数下 * 它们离得最远？ 

17 -令; ^ 和 J 为一内积空间中的向置. 证明： 若 r 丄则和 J 的距离为 

CIUT + IMP )": 

is . 证明：若《或 v 为内积空间中的向置 T 满足毕达哥拉斯定律 iiwr+ II wf 2 ,则赵和》•必为正 
交的, 


II P II = 


g [/* U )] 2 } 


1/2 


( ck 和 P 之间的距离 


vCvTv ) 


II I L — 2 1 


II 〜 _ max I 


[2391 
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在 IT 中利用内积 

< x iy > - 

给出一个计算两个向包:…，石） T 和 j =<； y ">) T 之间的距离的公式 • 

20. 令 A 为非奇矩阵，对 IT 中的每个向里 jr , 定义 

|| JC |U = II Aif 1“ Cli> 

证明 （11) 定义了 IT 上的一个范数. 

21 . 令 证明 l | jr | U <! U || a , 

22. 征明 IUK 提示：将写为 aa + a 办的形式，并利用三角不等式 .] 

23. 给出一个非零向蛩的例子，使得 

f | JT II — = II Jf IN ^ If Jf II 1 

2 4. 证明对任何向童空间的一个范数， 

\\ - y \\ = II v |[ 

25. 诞明一賦范向置空间中的任意向量^和^满足 

|| U + vU >i llutl ^ \\v\\ I 

26. 证明一内积空间 V 中的任何向贵《和 V ，满足 

||«+v|| i + ||«-vr = 2H«|| Z +2HH1 2 
给出向盘空间 R 2 上对这个结论的一个几何解释. 

27. 练习26的结论对不是由内积诱导的范数并不成立.在 R / 中给出使用 |1 * II ，的一个例子， 

28. 确定下列是否定义了 幻上的范数. 

⑷ || / II = | /U) | + | /(*) | Cb) || /|| =£ I /(x) I dx 

Cc ) \\ f \\ - max I / ⑴ I 

29 - 令 ji ^ R % 证明： 

U) || r || ] II Jf || » Ch) || x |l z<ffn 11 ^ » 

_ 给出 R 1 空间中的向最的例子，使 U ) 和 （ b ) 中的等号成立. 

30 - 画出圮中点集 （ A , 心）= /的 草阁，满足： 

Ca ) LI x lh = 1 ( b ) || jc li 1 — 1 Cc > H jc || ^ ^1 

31. 令 i < 是形如 



的 riXn 矩阵，其中 c 2 + s 2 = ： L 证明 llK || r = 石. 

32. nXii 矩阵的迹（记为 tr ( C )) 是矩阵对角元素的和 * 即 

tr ( C ) = c u + c 22 + "- + 

若 A 和 S 为 mXn 矩阵， 证明： 

U) II A||^-trCA T A) 
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Cb > II A+B || 卜 | ⑷ | ^ + 2 tr ( A T B )+ \\B\\l 
33. 考虑定义了内积 U ， jr >= Jt T y 的向董空间 R "_ 对任意的 hXti 矩阵4^ 证明： 

(a) 〈 Ajf, y) — (x r A T y) Cb)<A T Ax, x> = || Ae H 8 

5^5 正交集 

在 R 2 中， 一 般使用标准基 U ，&} 比使用其他基（如 {(2, 1>' 〔 3, 5) T }) 更为简便.例 
如，容易求得相应干标准基的坐标（^， a ) t . 标准基中的元素是正交的单位向量.在使用内 
积空间 V 时，通常需要有由相互正交的单位向量构成的一 组基. 这祥不仅方便了求向量的坐 
标，同时也方便了求解最小二乘问题. 

定义令 A ，朽，…， L 为一内积空间1/中的非零■向量.若当时有< v , ，= 0，则 
{ v t ,巧，…，丨称为向量的正交集 （orthogonal set ). 

►例1集合{(1 ， h 1)' (2, 1，一 3)' (4，一5，1) 7 }为 R 3 中的一个正交集，因为 

(1山1)(2山 一 3 ) T =0 
(1,1，1)(4, 一5，1 ) T =0 

(2,1，一3)(4,一 5，1 ) T =0 < 

定理 5. 5*1 若彳 V 】， v 3 ， …， v n ) 为一内积空间 V 中非零向量的正交集，则 v , ，吟，.■，， v B 
是线性无关的. 

证假设 Vl , …，为相互正交的非零向量，且 

V , + c 2 v 2 + … + C „ l % = 0 

若 Kj < n ， 则方程 （1) 两端同时与向量 t 作内积，我们看到 

Ci{Vj 7 Vi) + £：2 < Vj t Vz ) + …+ C〆 Vj ， h > = 0 
Cj II Vj \\ z =0 

因此所有的标 ftq ， 必为 0. 

定义规范正交的 （ orthonomial ) 向 f 集合是单位向量的正交集. 

集合{叫，心，…，是规范正交集的充要条件为 

<,U i9 Uj) — dij 

其中 

「1， 

[ o , 

给定任意的正交非零向童集合彳^， v 2 ，…， v n U 可以通过定义 

w ( ir ^ r ) Vf ， i = i,2 ，*' n 

构造一个规范正交集.读者可以验证« 2 ,…，为规范正交集， 

>例2在例 1 中我们看到，若 v ,=( l ， 1， 1 ) T ，h = (2, 1, _3) t Sv 3 = U , —5, 1) T , 
则 { A ， R ， v 3 } 为 R 3 中的一个正交集.为构造规范正交集，令 

“ 1 = ( t ^ f) Vi ^ <1,la)T 


Cl ) 


■國 


214 


第 5 章 


k 2 ― 

fij—— r : 

= j_C 2 ，】，一 3 ) t 


v fi v z [[ / 

VTI 

Ui = 

( it „ II )v 3 = 

=—L:( 4 f - 5 , 1 ) T 


\ li v 3 II / 

742 


►例3在 C [— 7^ tt ] 上定义内积 

= — [ f ( j ：) g ( x )( h ： (2) 

7 T J 一 it 

集合 (1 ， COSsT * cos 2 x ， …， COSH 幻为一个正交向量集合，由于对任意正 整数） 和&，有 

< 1, cosfcc > 一 cos ^ brdj ： = 0 

n J - x 

(cosj'^r ,cosfcc > — 丄 J cqsjjt cosAxdr — 0 (j ^ k) 

函数 cos > r ， cos 2 j ^ …， cosnx 已经是单位向量，因为 

< cosAx , cos^c > ——— cos 2 Axdr = 1, k — l,2 T -**,n 

7 T J -* 

为构造一个规范正交集，我们仅需要在1的方向上求出单位向童. 

111|| ? = <1,1> =丄[ Ida : = 2 

兀 J -* 

因此，1/在为一个单位 向量、 且 {1/ VS \ cosj :， cos 2: e , cosn * r > S _ 个规范正交的向量集 
合. 4 

由定理 m 若 B 二 { Ul ， …, 为一个内积空间 V 中的规范正交集，则 B 为子空 
间 StSpanUH w z , …，的一组基.我们称 B 为 S 的一组规范正交基 （orthonotmal basis ). 
一般地，使用规范正交基比使用一般的基要方便得多.特别地，非常容易计算一个给定的向量 
v 在规范正交基下的坐标.一旦坐标确定了，就可以用它们计算 II v |L 

Hi 

定理 5,5-2 令…， w « 丨为一个内我空间 V 的规范正交基.若 v 二 Dd ， 则 q = 

£=1 

(v, Ui>, 

证 

. h . h n 

<VtU.) = ( ,W ') ^ ,Ut) ^ ^ Ci ■ 

'/»1 * / =1 

作为定理 5. S .2 的推论，我们给出两个非常重要的结论. 

rt 

推论 S .5.3 令，…， lU 为一个内积空间 V 的规范正交基.若 m 

i = l 

则 

i-J 

RT 

<«, V > — 


证由定理 5+5* 2,有 



正交性 


v t Ui> = 6 ,， i = 1 ，… ,n 


〈 u,v> = = 2 〜 <“i， v > = ^a.<v ， n.> = Yla^i ■ 

'-i f 』叫 t=\ i = i 

推论 5. 5. 4( 帕塞瓦尔公式） 若 { u It …， ttj 为一个内积空间 V 的一组规范正交基，且 

Jf 

v = ，则 


II v r ^ s 


证若 v 二公 d ， 则由推论 5. 5. 3, 


v II 2 = {y^v) — 2 


►例4向量 




构成了 R 2 的一组规范正交基.若 jreR 3 , 则 


T „ _ ^1 — X 2 


由定理 5. 5. 2可得 


^ Kl ^ 且 x t We 

42 




再由推论 5. 5. 4可得 


工1十 A 




►例 s 给定 ilA /?， coWx } 为 C [一 TT ， TT ] 中的一个规范正交集（内积与例 3 中定义的相同 ） T 
不求原函数1计算 f sir /^ tb ： 的值* 


解 由于 


由帕塞瓦尔公式，有 


正交矩阵 


. 3 1 — cos2x 11,/ 1 \ ^ 


sm*x dr — k il sin 5 j ： \\ 2 = n (^ + -^- j — ^ 


列向量构成 R ” 中的一组规范正交基的 nXn 矩阵是特别重要的. 

定义若 一个？ iXn 矩阵 Q 的列向量构成 R n 中的一组规范正交基，则称 Q 为正交矩阵 
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(orthogonal matrix ). 

_ 定理 IS . 5 —个 nXn 矩阵 Q 是正交矩阵的充要条件为 Q T <3= J . 

证由定义，一个” X ”矩阵 Q 是正交矩阵的充要条件为它的列向量满足 

— 

然而，为矩阵 Q T Q 的(“ >) 元素. 因此， Q 是正 交矩阵的充要条件为 Q T Q = J . ■ 

由定理可得，若 Q 为一正交矩阵，则 Q 可逆 ， a Q -^ 

►例6对任意固定的矩阵 


Q 


cos 沒 —— sin ^* 
L sin 汐 cosd^ 


是正交的，且 


Q -1 = Q T 


[- 


cos ^ sin 0" 
sin 沒 cosd- 


例6中的矩阵 Q 可看成是一个从#到 R z 的线性变换，其作用是将每一向量旋转一个角 
度沒，而向量的长度保持不变（见 4.2 节中的例 2). 类似地， Q — 1 可看成是一个旋转角度为一泛 
的旋转 C 见图 5. 5.1). 

一般地，乘以一个正交矩阵时 t 内积保持不变[即 < J » r ， y ) = ( Qx , Qy >]. 这是成立的， 

因为 

iQxiQy) — {Qy) r Qx — y T Q T Qx = y T x = <x f y) 

特别地，若 r =： V ， 则 II OHI z = IUII Z ， 因此 II & II = II Jc || , 即乘以一个正交短阵仍保持向 
量的长度. 




[2451 m 

正交矩阵的性质若 Q 为一 正交矩阵，则： 

< a ) Q 的列向量构成了 R ff 的一组规范正交基， 

( b ) Q T Q = J . 

Cc)Q T = Q 

( d ) (Q^ ， Qy> = <j«r, y), 

(e) || Qc [] 2 = || x || 

置换矩阵 

置 换矩阵 （permutation matrix ) 是将单位矩阵的各列重新排列得到的矩阵.显然，置换矩 
阵为正交矩阵.若 P 为一个将单位矩阵的各列重新按照（ I ，…， h ) 进行排列得到的罝换矩 
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阵，则 P =( s ， …， e k J . 若 A 为一矩阵，则 

AP = { Ae ki ,^, Ae k ) = (〜》-.、气） 
A 右乘 F 就是将 A 的各列重新按照 （h, …， （ B ) 排列. 例如，^ 


则 



且 


no 1 cr 

P = 0 0 1 

-1 0 o_ 


AP 


-3 1 r 

-3 1 2 」 


由于 P =( e s ，…，为正交的，故 


p-i = pT 


p t 的第 h 列将为第 h 列将为 Q ， 依此类推.因此，为一置换 矩阵. 户 7 可直接由 r 的 
各列按照（ I ，…， O 重新排列 得到. 一般地 • 一个置换矩阵可由 J 对其各行或各列重新 
排列得到. 

若 Q 为置换矩阵，它由 f 的各行按照<1, I ，…，重新排列得到，且 S 为一 《 Xr 矩 
阵，则 



( 




V 

QB — 

L_ n 一 1 

B - 

* 

看 

e r k B 

— 

L 


m §\ 


因此， QS 为将 B 的各行按照(6, …，重新排列得到的矩阵.例如，若 


Q- 

~o 

l 

0 

0 

r 

0 

a. b - 

■i r 

2 2 


_o 

1 

o_ 


_3 3 - 


则 


■3 3^ 

QB = 1 1 

.2 2. 

一般地， 若 P 为一 nXn 置换矩阵 , «Xr 矩阵 B 左乘 P 会将 B 的各行重排， mXrt 矩阵 A 右乘 
尸会将 A 的各列重排. 

规范正交集与最小二乘问题 

在求解最小二乘问题时，正交性扮演了重要的角色.回顾一下，若 A 是一秩为71的 mXn 
矩阵，则最小二乘问题 h = 有惟一解 i ， 它可通过求解正规方程组 AVU = A T 6 得到.投影 
为 i ?( A ) 中最接近&的向量，当 A 的列向量构成了 IT 中的一个正交集时，最小二乘问 



218 


第 5 聿 


题很容易求解. 

定理 5 .5.6若 A 的列向量构成了 R " 中的规范正交集，则最小二乘问题的解为 

x = A T b 


证 A T A 的 ( i ， 乃元素由 A T 的第 t •行和 A 的第 j 列 得到. 因此， （ i , P 元素实际上就是 
A 的第 i 列和第 j 列的标量积.由于 A 的列向量为正交的，由此可得 

A = (.Sy ) = / 

因此，正规方程组化简为 

jc = A T b _ 

如果 A 的各列不正交会怎样呢？下一节我们将学习求只 ( A ) 的一组规范正交基的方法.通 
过这个方法，我们将 A 分解为乘积 QK , 其中 Q 有一个规范正交的列向量集合，尺为上三角形 
矩阵.利用这个分解，最小二乘问题可以快速且精确地求解. 

如果我们有尺 04) 的一组规范正交基，则投影 p == Af 可用基元素 确定. 事实上，这是在内 
积空间 V 的子空间 S 中，寻找与 V 中给定向量 JT 最接近的向量 p 的常见最小二乘问题的特殊 
[2471 情形.如果 S 有一组规范正交基，则这个问题很容易求解.我们首先证明下面的定理. 

定理 S .5.7 令 S 为一个内积空间 V 的子空间，并令令{叫， a 2 ，…，仏}为 S 的一 
组规范正交基.若 


其中对每一 f ， 


P = 

i -1 

c, = <X,II,> 


则 p— (见图 5. 5.2). 

证我们将首先证明对每一 i , (P_x) 丄 《•• 

(Uifp — x) = (Ui ， p) — 


(: f ， > y c i^i I 


Ci 


=^Cj<Ui ,Uj) — Ci 
i = l 
= 0 


(3) 

(4) 



图 5.5.2 


所以 p — X 和所有的 w 正交. 若 yes ， 则 


y = 2 印《， 


因此 


■ 


(p — x,y> = = ^ai^p-x.Ui) = 0 

若上面的结论是显然的，因为由定理5.5.2, p — x =0. 若 x 乐 S ， 则 p 为 S 中和 x 
最接近的元素. 
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定理 5* 8 在定理 5. 5. 7的假设下 ， p 为 S 中最接近的元素，也就是说，对 S 尹的任 
何 y 尹 P ， 都有 

II ^ It > H P - A ： II [248] 

证 若且则 」 

|| — x || 2 = || (y— p) + (p — x) || 5 

由于 J 一 P 6 S , 由定理 5. 5* 7及毕达哥拉斯定律可得 

II — X || 2 = II y — p II 2 -h II j7 - Jt p > il p — 丨 P 

因此 ， II y—x (I > || p—x || . ■ 

由 （3) 和 （4) 定义的向量 p 称为 jt 到 S 上的投影 ( proiection ). 

推论 5，艮9令 S 为 IT 的一个非零子空间，并令若，的，丨为 S 的一组 
规范正交基，且17=(%，《 2 ，…， «*), 则&到 S 上的投影 p 为 

P - UlTb 

证 由定理 5* 5. 8可得，6到 S 上的投影为 


其中 


p = Ci«i -h c z u t + *■* + cjtiijt = Uc 


因此， 


"^1 _ 


u\b 



ulb 

i 

i «< 

# 


噚 

■ 

■ 1 

c k _ 




l^b 


p - UU T b ■ 

推论5*5.9中的矩阵171/ : 为到1^的子空间 S 上的投影矩阵.为将任意向童66 R m 投影 
到 S , 我们仅需求 S 的规范正交基 U , ，叫，…，《、}，构造 UU T ， 然后用 UU 1 乘以 6. 

若 P 为到 IT 的子空间 S 上的投影矩阵.则对任意6到 S 上的投影 p 是惟一的. 


若 Q 也是到 S 的投影矩阵，则 


由此可得 


Qb = p — Pfr 


q } — Qej = Pej — Pj , j 二 l，"、m 
故有因此到 IT 的子空间 S 上的投影矩阵是惟一的. 

►例7令5为圮中所有形如 U ， ^ 0) T 的向 M 的集合.求 S 中最接 
近向量你=(5，3, 4) T 的向量 p (见图 5* 5. 3>. 

解令 《] 二 （1, 0, 0) T 及崦=(0，1， 0) T . 显然，蝌和 n 2 构成 S 的 
一组规范正交基.现在 

Cl = w T u x ^ 5 
ct — w T « z — 3 



[2491 
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可以看出向量 p 恰恰就是我们所期望的： 

p — 5m, H-3ii 2 = <5,3,0> T 
同时， P 还可使用投影矩阵 *7 U T 计算得到： 


p ^ UU T w = 0 I 0 3= 3 < 

s> 0 0 」 U 」 [ 0 _ 

函数逼近 

在很多实际问题中，需要利用一些特殊类型的函数集合对. 个 连续函数进行逼近.通常， 
我们使用一个不超过 n 次的多项式进行逼近，利用定理 5. 5. 8,我们可以得到最优最小二乘 
逼近. 

►例8求在区间[0, 1] 上 e * 的一个最优线性最小二乘逼近函数. 

解令 S 为所有在 C [0, 1] 中的线性函数的子空间.尽管函数1和工张成 S ， 但它们并不 
正交.我们寻找一个形如的函数和1正交 • 

<1 ,x — a > = (jc — a ) dj ： = ―― a 
Jo i. 


因此 a 


由于 Hi 一+ || 由此可得 

Ui Car) — 1 及 & Cr) = ( 工 一 


[2501 构成5的_组规范正交基. 
令 


dx — e — 1 
Jo 

Cz =J Ms C ^: ) d：r — C 3 ^ e) 


pix ) — C % Ui < x ) + c 2 m 2 ( x ) 


Ce — 1) • 1 


- \~^/S (3 — e ) \^12 



0.5 L 0 

图 5. 4 


(4 e — 10) + 6(3 — e)x 


为 [0, 1] 上 f 的最优线性最小二乘逼近函数（见图 5. 5. 4), ， 

用三角多项式通近 

三角多项式用于逼近周期 函数- 所谓 w 次三角多项式 （trigonometric polynomial )， 是一个 
形如 〜為 ... 


{ a k co&kjc + b k sinAj :) 


的函数. 

我们已经看到函数集合 
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I COSJ ： f COs 2 jC , COS 73 X . _ 

^/2 [251] 

构成了相应于内积 （2) 的一个规范正交集.我们留给读者验证，若函数 

sinx t &in2^c ， •.. f sinTir 

加入到这个集合中，它仍然是规范正交集.因此，可以利用定理 5. 5. 8寻找一个最优最小二乘 
意义的不超过 n 次的三角多项式，来逼近一个周期为 h 的连续周期函数 / U ), 注意到 


所以，如果 

且 


(’’iU 


</ ， i>4 




<f A) = -T 


Uk = </，cosD = 丄 J /(aOcosjfexdr 
b k = (/,sin^r> = 士 f /C.r)sin^i：dr 


其中 A = 2,〜则这些系数确定了 / 的最优最小二乘逼近.〜和 心就是 人们熟知的傅 

里叶系数 (Fourier coefficients ), 它们出现在很多涉及函数的三角级数逼近的应用中. 

我们将 /(X) 看成一个沿直线运动的物体在时刻 z 时的位置，并 令&为 /的„次傅里叶逼 
近.如果令 

^ 和 — tan -1 ^ j 

则 


a a coskz + b k sinAx — f — cos&r + — sin&r 

Vr * r t 


=r k cOs(kz — 私 > 


因此/以）的运动可表示 为简清 运动的叠加、 

在信号处理应用问题中，使用复形式的三角逼近表示很有用.在此，我们用实傅里叶系数 
〜和匕 定义复傅里叶系数 

Ck — 去也 ) = /( 工 Mcosia ： - isinAjOdb: 

= /( 工)知 dx (A > 

后面的等式由恒等式 

e ie = cos ^+ isin ^ 

得到.我们还定义二*为 G 的复共轭.因此 

c- k = c k = ~(a* + i6 t ) ^ 0> 


0 ) 
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此外，如果要求〜和&*，则 

— C k +C-* 且 b k ^ iCci — C _ k 、 

便用这些恒等球，可以得到 

^ = Cc* ~h C- k }cos4a: + i(c* — c™*) ainjfcr 
=^a k QO^kx + b k sin>tr 


因此，三角多项式 


可以写为复形式 


n 

― 学 + (a* cosAx + b^sinkz ) 


夂 ( 工 ） = 

k^-n 


应用 h 信号处理 


离散傅里叶变换 

图 5.5.5 a 中所示的函数 /( x ) 对应于一个含有噪声的信号，其中，自变量 x 表示时间，且 
信号的値绘制为一个时间的函数.这里.使用起始时间为0很方便.因此，我们选择[0, 2幻 
为内积区间，而不取[一 TTt fT ]. 

我们使用一个三角多项式 


来逼近函数 /Gr>. 


LU ) = 2 °〆 



a ) 有嗓声的信号 



正如前面巳经讨论的，三角逼近使得我们可以将函数表示为一■个简谐波的叠加.第 A 个简 
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谐波可写为 n cQs(kx~^ k ). 6 称为角频率 （angular frequency). 如果在々增加时 c * 迅速趋向于 
0, 则称信号是光滑 （ smooth) 的 • 如果在频率较大时一些系数仍然不变小， S 形将变成 
图 5.5.5a 中有噪声的形状 . 我们可通过将这些系数设为 0 来对信号进行过滤 . 图 5.5.5b 给出 
了将源信号中的一些高頻部分抑制后得到的光滑函数 . 

在实际的信号处理应用中，我们没有信号函数 /( 工）的数学公式；而只有信号在时间序列 _ 

: r 。， 心，处的 采样， 其中 a = 函数/由 N 个采样值 表示： 

3^0 = /< 工0 ) ， yi = /( 工 1 ) ，… ，加 -1 = /( 工 N - i ) 

[注： ： y w = /(2 Tr )=-/(0)=： y 。.] 在这种情况下，我们无法使用积分计算傅里叶系数 • 如不使用 



而是用数值积分法一梯形法则一一来逼近这个积分.近似式为 

1 n-i 

d k == ⑸ 

系数 A 为傅里叶系数的逼近 . 采样点数 iV 越大， A 和 c, 越接近 . 

如果令 

叫 = e _ 劈 = cos 劈 - i sin 劈 

则方程 （ 5 ) 可以写为 

, 1 V ^ 國 

有限序列彳么， 4 ，…， > 称为 { ： y 。， ，."，义 v -1 ) 的离散傅里叶变换 （discrete Fourier 
transform). 离散傅里叶变换可表示为一个矩阵向量乘法 . 例如，若 N = 4 ， 则系数为 

d 0 = + (：yo + + 3^2 + ^ ) 

1 3 

d A — j(：yo + w\yi + ttflyz + 

+tu4 yz + >3) 

4 

d 3 — |(> + myt +w^y2 + col > 

如果令 

z = jy = ，夕 1 -》) T 

则向量 d^id 0 , d zt 可通过将 z 乘以矩阵 
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得到.矩阵 F 4 称为傅里叶矩阵. 

在有 N 个采样数据 y 。， 》，••+， : yu 的情形下，系数可通过令 

z = 和 d ^ f_ v z 

计算，其中3^(九， ： y ” …， Xnt i ) T . 且为 NXN 矩阵， 其 ( j , W 元素由 

给出.通过将 F . w 乘以向量 s 来计算离散傅里叶系数 d 的方法称为 DFT 算法. DFT 算法中需要使 

用 M 的倍数次算术运算（因为使用了复算术运算，所以粗略地需要使用 8 iV 2 次算术运算）. 

在信号处理应用中， IV 通常非常大，因此 DFT 的计算过程即使使用现代计算能力强大的 
计算机也会十分缓慢且代价高昂.信号处理领域的一个变革是 1965 年由 J. W, Codey 和 
J. W. Tukey 引入了一种十分高效的计算离散傅里叶变換的方法.事实上， 1965 年 Cooley- 
Tiikey 的文章是对 1805 年高斯提出的方法的重新发现. 

快速傅里叶变换 


Coo 】 ey 和 Tukey 的方法称为快速傅里叶变换 （fast Fourier transform ) ，或简写为 FFT ， 这 
是一种计算离散傅里叶变換的高效算法.它利用了傅里叶矩阵的特殊性质.下面以 N =4 为例 
_进行说明.将 F 4 的各列重新排列，使得它的奇数列全都在偶数列的前面.这个重新排列等价 
于 F 4 右乘置换矩阵 

ri 0 0 


P, 


0 0 10 
0 10 0 
U 0 0 0 1 J 


如果令则 
将进行 2 X 2 分块，可得 


— FiP^Pjz = FiP t w 



- 1 1 

1 1 ^ 


1 一 1 

> + 

— 1 1 

1 1 

一 1 —i 


L 1 -1 

L e ~ i - 


第 （1, 1) 和 （2, 1) 块均等于傅里叶矩阵 F £ , 且如果令 

01 




j 

i - 


LD — 

则第 （1, 2) 和 (2, 2) 块分别为和一 GF 2 . 计算傅里叶变换的系数现在可以通过分块乘法实现. 




? 2 

LF 2 — Da -11^2 


'F 2 w, + D z F g ^"| 
. F Z Wy — D 2 F 2 W 2 -I 


计算过程简化为计算两个长度为 2 的傅里叶变换.如果令％ = F 2 %， 旦叱 = D 2 ( F 2 %)， 则 

d 4 = 

-9 l — ?2 - 

上面所描述的过程一般只在采样点为偶数时才是可用的.比如说，如果 JV = 2 m ， 且将矩 
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阵 F 2 „ 变换为奇数列在前，则重新排列后的傅里叶矩阵 可分成 mXm 的块 

F 2 tn P im - \^ m 

LF m — 

其中为对角矩阵，其 ( j ， j ) 元素为4：； 1 ,则离散傅里叶变换可通过两个长度为 m 的变换求得. 
进而，如果 m 也是偶数，则每一个长度为 m 的变换可以使用两个长度为 | 的变换计算，依此类推. 


如果初始时 JV 为2的一个幕， 不妨设为 N =2\ 则可以递归地使用这个递歧过程 A 次.计 
算 FFT 的算术运算次数与 NA = iVbg 2 /V 成正比.事实上， FFT 实际的算术运算次数近似地为 
5 Mog 2 N . 这个过程的计算是如何显著加速的呢？如果考虑048 57 S 的情形，则 
DFT 算法需要 = S 次运算，即近似地有 S.8 万亿次 运算. 然而， FFT 算法仅需要 

100 N =100 - 或近似地]亿次运算.这两个运算次数的比值为 


BN 2 

SNkig^V 


= 0. 08 * 1 048 576 


- 83 886 


此时 FFT 算法要比 DFT 算法快几乎84 000倍. 


练习 


h 下列哪些向景集合构成中的规范正交基？ 


( a ) {Q , 0) T , CO , 1) 7 } C b ) I { , +) ， ^ ) } Cc ) { C 1 ^ — JJ T ’ (1，1) T ) 

⑷ Kf ，+) T . K * f ) T ) 

2 ■令 


1 

1 

■ 丄- 
3^2 


~2~ 

T 


^ 丄- 

v ? 

Ul = 1 

I 

3 V 2 | 

* m = 

2 

T 

1 i 

t u 3 = 

i 

fvf 

1 

— 4 | 

_ u ^. 


Li 」 


- 0, 


< a ) 证明 « 3 } 构成圯的一组规范正交基. 

( b ) 令;〗， 1) T . 利用定理5.5,2,将; r 写为 I ,叫和由的线性组合的形式，并利用帕塞瓦尔公式计 
算 IU II • 

3, 令 S 为圯的子空间，它由练习2中的向董由和 《 a 张成，令 x =( l , 2， 2)' 求 X 到 S 的投影 p . 证明 
(P — X )丄吣且 （ P _ Jf > 丄吣. 

4. 令0为一个给定的实数，并令 

^ _ [ cosS i a x ^ r s ^i 

U ) 证明 U ,， jrW 为圯的一组规范正交基. 

( b ) 给定一个 R 2 中的向童 > 将它写为线性组合 


< c ) 验诬 


4 + 4= I! ^ II ? = y]+yl 



226 


第 5 聿 


5. 令 u ] 和 u s 为 R 2 中的一组规范正交基 T 并令 u 为 R 2 的一个单位向 ft . 若 h t u] = +，求丨/七 | 的值 

6. 令彳斯 T 岭，为内积空间 V 的一组规范正交基，并令 

u *ii H - 2 uz + 2 «j 且 v = B ] -h 7 wj 

求下列各值. 

{ a) < a ， v>, 

Cb ) IUII 和 IM 1 ■ 

(C)U 和 V 的夹角沒. 

7. 令彳味 ， } 为内积空间 V "的一组规范正交基.若< =(1*( 1 +0<12 + (^«3为一个向里，满足 || J || = 5, 

<« i » = 且 jU _ b 3 ， 则（]， o 可能的取值是什么？ 

8. 函数构成 / C[-L d 中的一组规范正交集.若 

fix } = 3 cosx + 2 sinx 和 g (^ r ) = cosj: —— sinr 

用推论 5. 5. 3求 

</，茗〉= / Cjr ) gCjc)dLr 

9* 集合 

S = 1 C03X t cos2x, cos3^r t oqs4 x J 

为 C [一 it ] 上用 <2) 定义内积的内积空间中的一个规范正交集 _ 

U ) 用三角恒等式将函数 s 〖 n 4 写成 S 中元素的线性组合. 

( b ) 用 （ a ) 中的结论及定理 5. 5. 2求下列枳 分值： 

< i ) I siddx 0 i )| sin 11 xcos 2 i dx 

( iii ) J " stn 4 xcos 3 ：r dz “ V )J cos 4 x dx 

10. 写出傅里叶矩阵 F s . 证明坷分解为分块形式 i 

D | F 4 - 

Lf, - d , f 4 _ 

1 L 证明正交矩晬的转置仍为正交矩阵. 

12. 若 Q 为一” Xn 正交矩阵，且 j 和 j 为 IT 中的非零向量，则比较命和 Qy 间的夹角与； r 和，的夹角，能 
得出什么结论？证明你的结论 + 

13. 令 Q 为 一 Ti 正交矩阵.利用数学归纳法证明下列结论. 

UHcry -^^ cQ ^ r ^ icry 1 , 其中 m 为任意正整数. 

( b ) II CTx II t IUII ,其中 

14. 令 H 为 tr 中的一单位向姐，且令 f /= f _2 U K T . 证明 H 为正交且对称的，故是自逆的， 

15. 令0为一正交矩阵，且令 d = dbt < Q >* 证明 | d | =L 

16. 证明两个正交矩阵的乘积也是一个正交矩阵.两个罝換矩阵的乘积是否仍然是置换矩阵？试说明. 

17. 共有多少个的置换矩阵？ 

18. 证明： 若 P 为一对称的置换矩阵，则户* = 且产* +| =灸 

19. 证明： 若 LT 为一 n X n 的正交矩阵，则 

Hi uj +U 2 «2 + 4- w„wj = I 
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20. 利用数学归纳法证明 t 若矩阵 Q 为上三角矩阵和正交矩阵，则吣=士 ）= 1, …, 

■令 


厂丄 

T 

丄 

T 

A = 


L 2 

U > 证明 A 的列向量构成了 R d 的一个正交集. 

Cb) 对下列&的选择，求最小二乘问题 = 的解+ 
Cf)*=C4, O t 0, 0) T (ii)6=(I, 2, 3* 4) T 

22 .令 A 为练习 21 中给出的矩阵. 


2 

J_ 

T 

J _ 

T 

1 

(iii)*=a, 1, 2 ， 2) T 


U ) 求 IT 中的向最到 R ( A ) 的投影矩阵 P . 

(b) 对练习 21(b) 中的每一个解，计算七，并将其和尸&比较. 
23•令 A 为练习21中给出的矩阵. 

(幻求的一组规范正交基. 


( b ) 求圮中的向置到 N ( A T ) 的投影矩阵 a 

24.令 A 为一 mXn 矩阵 f 令 P 为将 IT 中的向童映上到 J ? C 4> 的投影矩阵 T 并令 Q 为将 H ” 中的向置映上到 
尺 （ A T ) 的投影矩阵，诬明， 


WI - P 为从映上到 N ( A T ) 的投影矩阵. 
a ) J — Q 为从 IT 映上到 WCA ) 的投影矩阵. 


25.令 P 为 R ™ 的子空间 S 对应的投影矩阵.诋明* 
(a)P ! -P Cb)P T ^P 


26,令 A 为一 mXn 矩阵，其列向董两两正交，并令 &61 T . 证明：若 J 为方程组 /U = &的最小二乘解，则 


a - 




令 r 为内积空间 V 中的一个向童， P 为 v 到 V 的一个 n 维子空间 S 上的投影.证明在什么 
条件下等式成立？ 

28-令 v 为内积空间 V 中的一个向 M , p 为 v 到 V 的一个 n 维子空间 S 上的投影*证明 || p | 2 = < p , v >, 

2^. 考虑向 S 空间 C [一 1， l ] t 其上定义内积 


</ ， f) = J /<!) 裒 Cj)djr 

及范数 

Jl/Ji = (</，/» 1/3 

U ) 证明向敢 1 和 i 是疋交的. 

( b ) 计算 || ill 和 IUII . 

fc ) 利用线性函数 = + 求函数 i 1/3 在区间[_1， 1] 上的最小二乘逼近 * 

(<1)绘制和^(工>在[—1, 1] 上的草图. 

30. 考虑内积空间 C [0_ 1]* 其上定义内积 

〈 / ，贫〉 = j^/(jr)g<3c)da: 


[258] 
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令 S 为由向 M 1和 £ x - l 张成的子空间. 

Ca ) 证明1和 2x -\ 是正交的， 

( b ) 求 imi 和 || &一 in . 

利用子空间 S 中的函数求函数的最优最小二乘逼近. 

31■令 


S = (1/, cosar t cos 2 x ,-" ,cosTtr f sirLrtsm 2 1 x t **- ^ sinrec } 

证明 S 为 C[_h n ] 中用 （2) 定义内积的一组规范正交集， 

32. 求函数 /( x )= I I f 在 [ — it , ? t ] 上由不超过2次的三角多项式给出的最小二乘通近， 

33. 令 （ jc _ ，心，…，心， 右 +1 ，…，右}为内积空间 V 的一组规范正交基 * 令 S ! 为 A 张成的子空间, 
井令艮为心^，' ^ A 张成的子空间.证明^丄氏， 

34. 令 x 为练习33中的内积空间 V 的一个元索，并令 Pl 和 p z 分别为^:到和 S 3 上的投影，证明： 

CaJjr^pi + p 2 - 

( b ) 若 xeSf ， 则仍=0，因此 S 丄 =5” 

35 . 令 S 为内积空间 V 的一子空间 ， 令彳 * ，…， X *}为 S 的一组正交基, 且令 jceV . 证明用 S 中的元素给出 
的 x 的最优最小二乘逼近为 


P 


frf Txi7xJ Xi 


36^ 若一个(实的或复的)标黾 u 满足/ = u 则称该标量为 n 次单位根. 

U ) 证明：若 u 为 n 次单位根且 u # l , 则 l + U +d + .» + U _- t =-0. 

[提示 1 — “）（1 + li + M 1 + … + »" _l X ] 

fb ) 令他 =,,利用欧拉公式（^ = CO 沾十 i S in 3) 证明 叫是? 1 次单位根， 

< c > 证明： 若 j 和是正整数，且则 L Z 和似均为 n 次单位根. 
37.令叫，和^如练习36中所定义.若 F rt 是/^乂打傅里叶矩阵,则它的0, W 元素为 


令仏为一矩阵.定义为 


g * — = tT x 

证明 F„G n 的元索为 l + « a ： H -< H«) I H - \-Uzr~\ 

38* 利用练习 3 S 和 37 的结沧证明是非奇异的，且 

K 1 — 丄 G„ — — F rt 
n n 

其中 f 是 /) 元素为/,的复共轭的矩阵. 

5.6 格拉姆-施密特正交化过程 

本节我们将学习对一个给定的 n 维内积空间 V 如何构造一组规范正交基.这个方法用到了 
[2591 将一组一般的基 Uu …， Jcj 变换为一组规范正交基{价，叫，…， 《 rt 丨的投影. 

我们将构造 W ， 使得 

Span ( w _ ，…，吣）= Span ( Jt ” …， x >) 
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其中 A = …， n . 为开始这个过程，令 

«1 




. II 




⑴ 


因为是 Jti 方向上的单位向量，所以 SpanCw !) = Span ( jC ]), 令久为心到 Span(JTi > = Span (« i ) 
上的投影向量. 

Pl — <JC 2 ,Mi )U X 

由定理 5. 5-7* 

注意到 A — 式0,因为 


Xz ^ pi 


( x t — pi ) 丄铋 1 

— { X 2 I «1 ) 


II jfi 1! 


Xi +:c 2 


且 A 和&线性无关，若令 


(jfa — Pi > 


( 2 ) 


(3) 


U2= llx^^li 

则叫为 和向量 u 】 正交的一个单位向量，由（1)、（ 2 )和（ 3 )可得 SpaiUwM »2) CSpanUi ， 為）•由 
于 Mi 和 h 2 是线性无关的，可得 h 2 } 为 Span ( A ， x 2 ) 的一组规范正交基》因此 SpanU ! ， x 2 ')=^ 
Span (« i , Uz ). 

为构造 w 3 , 继续使用相同的方法 * 令 p 2 为 A 到 SpanUi ， jf 2 )= Span ( w 1 , 叫）上的投影向量， 

pz — ,« 1>111 + < x ” w 2 > w 2 

并令 


u 3 = 

依此类推（见图 5. 6*1), 

定理 S , 6.1( 格拉姆-施密特过程） 
积空间 V 的一组基.令 

( 1 


II ― P 2 || 


( Jf 3 一 内> 


剛 


令 { jfi ， 心，…，为一内 



xy~ih 


Ki 


\ IU || 




并递归地定义…，队为 


Pi 

Span(jf lT yi) 

图 5 U 


= - ii — - irC^m — 几)，务==1，…， — 1 

II — pt || 


其中 

p k = <JTh_i ，《1 )«1 4 - ， W 2 >1*2 + … + tl* k )u k 

为到 Span(Bi , u 2 ，…，上的投影向量 * 集合 

{Ui ， “ 2 ，， "tW n } 

即为 V 的一组规范正交基. 

证我们将使用归纳法进行 论证. 显然， Span ( u 1 )^ SpaaCjf 1 )* 假设叫，的， 

经构造好，使得 Ui ， …， “ jti 为一规范正交集，且 

SpanClfi ,«2 ,■“，《*) = SpanCxj t x 2 ， … A) 


，吣已 
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由于 pi 为 Wi ，《2 * …，吣的线性组合，可得 P * 6 SpanC^i , — * A ) ，且 JC *+] — 6 

SpanCjtj , …* 义出）， 

* 

^4-1 - P* = — 2d 

r=-i 

由于 A ，…，心 +1 为 线性无关的，可得 a +1 — p * 非零，并由定理 5.5.7， 它和每一个 
均正交.因此彳《1， w 2 ， …， i ^ +1 } 为 SpanUi ，…， x * +1 丨中的一个规范正交向量 
集.由于…， w * +1 线性无关.它们构成了 SpanU !， …，的一组基，因此 

SpanCii ! 9 *** , 11 ^^) — SpanCjTi ，”， tXjH-i ) 

由数学归纳法可得 彳叫， …，为 V 的一组规范正交基 . ■ 

►例1 如果 F 3 中的内积定义为 

3 

ip ^ q'y ^ XJpC ^) g < J ： i ) 

i-i 

[2611 其中 A = — 1, 4=0且而=1，求巧的一组规范正交基. 

解从基 <1, I , /} 开始，我们可以使用格拉姆 k 施密特过程生成一组规菹正交基. 

|| 1 || 2 = < ltl > = 3 


因此 


令 


故 

于是 


Wl = ( ttf ) 1 ^ 

" i = ( x ^)i = ^ 1 'i +0 *i +1 '^ = 0 

X — px JC 且 II j :— 沪 1 || 2 = < 工，工 > = 2 


最后， 

11 工 2 — 夕2 II 2 = l 工 2 _ l d _ 音)= 3 

由此 

有关正交多项式的详细内容将在 5. 7节中深人研究. 

►例2令 




正交牲 


Z31 


A 


一 1 41 

4 一 2 
4 2 

-1 0」 

求 A 的列空间的一组规范正交基. 

解 A 的列向最为线性无关的，由此构成了 R 4 的3维子空间的_组基.可以使用如下的 
格拉姆〜施密特过程构造一组规范正交基.令 
rn — H fli II ~ 2 

1 …/ 1 1 1 1 \ T 
qi ^ ( m ’ T ) 

^ flj f (fi ) = = 3 

Pi = ^12^I — 3^1 

/ 5 5 S 5 \ T 

02 = rm ，一 

ii a — pi ii =5 

pi > 




丄丄丄_丄， 
\ 2 ， 2 ， 2 ’ 2 ) 


r 2 Z = 

r i3 =<fl 3 必 > = qja 2 = 2, r 2a = <«a = ql<h = — 2 

P2 ~+ 广 = C 2 t 0*0 i 2)^ 

fl 3 — P 2 — (2 f — 2121 一 2)t 

^$3 ^ Jl fla " Pi I ! ^ 4 

& = i <a ^ P2) = d — H—D 

向量 A ， A , t 构成了 i ?( A ) 的一组规范正交基. 《 

如果跟踪格拉姆-施密特过程中的所有内积和范数，我们可以得到矩阵 A 的一个有用的因 
式分解.对例2中给出的矩阵，若用 q 构造一个矩阵 


1 

1 

>L1 

广 12 

nr 


-2 

3 

T 

R = 1 

1 

0 

广 22 


= 

0 

5 

— 2 

1 

lO 

0 

r ^3- 


.0 

0 

4 = 


并令 


Q = ( 令1，兑£，^3 ) 


2112 112 

I 

-2 1-2 1-2 
12 lyly 
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则容易验证 QJ ?= A . 这个结果由下面的定理证明. 

定理5 .化 2( 格拉姆-施密特 QK 分解）若 A 是一 秩为? I 的 mXn 矩阵，则 A 可分解为乘积 
Q /?， 其中 Q 为一各列向量正交的 m Xn 姐阵，1 J ? 为一 rt X n 上三角矩阵，其对角元素均为 
(2631 正. [注：必为非奇异的，因为 det ( JO >0.] 

证令 A ，…，为定理5, 6. 1中定义的投影向量，且令{仏，心，…，丨为由袼拉 
姆-施密特过程得到的 J ?( A ) 的规范正交基.定义 

r u = II ai || 

% = II a k — pi-i || , k 2, — 

且 

^ q]a h ^ i — 1, — — 1, k = 2, — 

由格拉姆-施密特过程， 

r u Qi — fli (4) 

a k — r 1Jt qi — 广撕 一 … 一 , k 2,-* r « 

方程组 (4) 可写为 

~ ^ii Qi 

= ^1Z ^22^2 

如果令 

并定义 i ? 为上三角矩阵 


则乘积 Qi ? 的第 j 列将为 

Qrj — r^Qi -r r 2 j q 2 + "" 4 - = a i 

其中 j == l ，…，因此， 

QR = (a 】， a 2 ， … -a n ) = A ■ 

►例 3 计箅矩阵 

-1 — 2 — 

2 ° 

2 -4 

L4 0 

_的格拉姆-施密特 Qi ? 分解. 

解 

第1 步：令 



1 = r in qi H - \-r m q R 

Q — (gi 必 *… 
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第2 步：令 


== }| a t j | — 5 


A 


— —a I 
rn 



T 


na =gia 2 2 


第 3 步：令 


p\ =^n E ^, = 一 2 兮 1 


屯一 Pi 



16 8 s T 

9 I 

0 0 / 


rzz ^ II a 2 — p { II = 4 


Q 2 


~r^2 — pi ) 
^22 


l 2 

卜 I ， 



r is = 1， r 2 3 ― —— 1 

Pi -hn^z = 丨 一 a = 



rn ^ II ^ — Pi II = 2 


T WY 


^3 


r S 3 


(A — p z ) 


/_ 4 2 

l T’T 


i) T 


每一步中 ，我们均求得了 Q 的一列和只的一列.故因式分解为 


r 1 
"o" 



4 



A ; QK -= 


Z 

百 

2 



2 

y 

2 


r 5 -2 r 

0 4—1 ， 

S > 0 2_ 


1 ! _ J _ 

J T ^ "5 


我们在 5.5 节中看到，如果 mXn 矩阵 A 的各列构成一个 规范正 交集，则的最小二 
乘解就是若 A 的秩为 n , 但它的列向量并不能构成 IT 中的一个规范正交集，则⑽ 
分解可用于 求解最 小二乘问题. 

定理 S •氬 3 若 A 是一 秩为？ 1的矩阵，则如=6的最小二乘解为其 t 
Q 和 K 为定理 5. 6. 2中给出的因式分解矩阵.解元可以使用回代法求解 = 得到. 

证令 i 为由定理 5. 3. 2 保证的最小二乘 问题办 的解. 故& 为正规方程组 

A^Ax = A T b 

的解.若 A 可分解为乘积 Qi ?, 这个方程组化为 

(QR) T QRor - (QR) T fe 


[f65l 


或 



234 


第 5 幸 


R T (Q T Q)Rx = R T Q T b 
由于 Q 的各列正交，可得 Q T Q = J , 因此 

R T Rx - R T Q T b 

由于及 T 是可逆的，该式可化简为 

Rx — 或 x ^ R- 1 Q T £r 

►例 4 求 

rl - 2 - r - 

2 0 1 

2-4 2 

-4 0 (L 

的最小二乘解. 

解 该方程组的系数矩阵在例 3 中进行了分解.利用那个因式分解，我们有 

厂 1 2 2 41 


L 5 5 5 TJ 

方程组 Rx ^ b 容易使用回代法求解 t 



-2 

1 

—r 

0 

4 

— 1 

一 1 

_0 

0 

2 

2. 


_ 其解为 0, 1)' 


Q v b 


5 5 

2_ J_ 

T T 

4 2 


Lr 3 j 


1 

1 

L 一 2」 



改进的格拉姆-施密特过程 

在第7章中，我们将考虑求解最小二乘问题的计算机方法.在使用例4中的 QR 方法及有 
限位精度的算术运算计算时，一般得不到准确的解.实际中，由于在计算 A ，仏，…， t 过程 
中的舍人误差，很可能损失正交性.我们可以使用改进的格拉姆-施密特方法来达到更好的数 
值精度.在改进版本中，向量 h 和以前一样 构造： 

g, = TOT ai 

然而，其余的 向量％ a 则修正为和&正交的向量.这可通过从向量化中减去&到… 
上的投影得到. 

a ( k u = a* —— , k — 

第二步，我们取 
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向童 A 已经和 A 正交.然后，将其余的向量修正为和 g 2 正交. 

a : 2 ) = - ( 彳 ， k = 3,…， ra 

便用类似的方法可成功求得％，％，…，最后一步，仅需令 

9 - = u ^ J a ^ 

就得到一个正交集{⑥，…，仏}.如下的算法总结了这个过程. 

算法 5. 6. 4( 改进的格拉姆-施密特过程） 

厂对 A = 1，2,… •〜 集合 

= II a k || 

一对 j = k + l f k + 2,…，集合 
^ ^ olaj 

a s 口 a ，— r ^k 

^ 循环结束 
^循环结束 

如果将改进的格拉姆-施密特过程应用于一个秩为的 mXn 矩阵 A 的列向董，则正如前 
面所述，可得到 A 的 QR 分解.这个分解即可用于求解最小二乘问题然而，这神情况 _ 
下不应直接计算事实上_应该通过使用改进的格拉姆-施密特过程并修改来变换&，就 
像它是 A 的附加的最后一列. 


练习 


1. 对下列矩阵，使用格 拉姆施 密特过程求 i ?( A ) 的一组规范正交基. 


( a ) A ^ r 1 



( b ) A =「 5 " 

Li 10」 


2-将练习1中的各矩阵分解为乘积 Qi ?， 其中 Q 为一正交矩阵，且 I ?为上三角的， 

3. 给定 R 3 的基{<1，2, -2> T , <4, 3, 2) T ， （1，2, 1> T K 利用格拉姆-施密特过程得到一组规范正交基, 

4, 考虑向董空间 C[—h 1]，其中内积定义为 

< / tg) = | /Cx) ^<x)dj ： 


求由 l t 戈和/张成的子空间的〜组规菹正交基. 

5 .令 



-2 1- 


iz - 

A = 

1 1 

-2 1- 

和 b = | 

6 

A 8 . 


U ) 使用格 拉姆〜 施密特过程求 A 的列空间的一组规范正交基. 


a ) 将 A 分解为乘积 QR , 其中 Q 的列向里为一规范正交集，且 K 为上三角的. 
( c ) 求最小二乘问题 
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的解. 

6* 重复练习5,使用 





「3 —1~| 

，0_ 

A = 

4 2 和 A = 

20 


-0 2」 

,10. 


7 -向童 A = + ]，1， 一 〗） T 和沁 = j ( l , 1，3, 5) 1 构成 IT 的一个 规范疋交集. 通过求 


「… 1 
Ll l 3 5」 

的零空间的规范正交基, 将它 扩展为 f 的一组规范正交基* [提 示： 首先求零空间的一组基，然后使用格 
拉姆-施密特过程 .] 

8. 使用格拉姆一施密特过程,求由 ji ^ C 4 t 2* 2 f D T f Jt 2 二 C 2 r G , 0， 2) T 和 x 3 = ( l , 1, — 1， 1) T 张成的 
R J 的子空间的一组规范正交基. 

9. 使用改进的格拉姆-施密特过程重复练习8,并比较它们的结果. 

]0*令 A 为一 m X 2 矩阵. 证明： 若经典的格拉姆-施密特过程和改进的格拉姆-施密特过程都应用于4的列 
向童，则两种算法将产生完全相同的 QR 分解，即使在用有限稍度算术进行计箅时也是如此（证明两种算 
法将进行完全相同的算术计算）， 

3 L 令 A 为一 mX 3 矩阵*令 Qf ? 为将经典格拉姆-施密特过程应用于 A 的列向置时得到的 Qi ? 分解 .令颂为 
使用改进的格拉姆-施密特过程时得到的分解，证明 t 若使用精确算术进行计算，那么我们将有 

Q=Q 且 R^R 

并证明当用有限精度算术进行计箅时 * 以# 不必等于〜且因 此心和 t 将不必与以和免相同， 

12. 如果将格拉姆-施密特过程用于向貴集{ V !，朽*朽}会如何？其中 vj 和巧 为线性无关的，而 t ^ eSpanh , 巧入 
该过程是否会失败？如果是.为什么？试说明+ 

13. 令 A 是一秩为 n 的加/»矩阵，并令若 Q 和 i ? 为将格拉姆-施密特过程应用于 A 的列向 M 求得的 
矩阵，且 

P q g] + c t q 2 +-- 

为6到上的投影. 证明： 

[268] ( a 〕 e = Q _& ( b ) p - QQ T b fc ) OQ T = A ( W 1 A T 

14. 令 U 为 IT 的一 m 维子空间，并令 V 为 U 的一 i 维子空间，其中 0< A < m . 

U ) 证明任何 V 的规范正交基 { v ! , v a , v * 丨可以扩展成形如 { v ] ， v s ，… h T n+i p •丨的 1/ 的一 

组规范正交基. 

( b > 证明：若识 = Span ( v * +1 ， v*+n …， v ra ), 则 

15. (维数定理）令 U 和 V 为 IT 的子空间.当 t ； nV ={0} 时，我们有如下的维数 关系： 

dimff 7 + V ) = dim U + dim V 

(见 3. 4 节练习 18. ) 使用练习 14 中的结论证明更一般的 定理： 

dimCU + V ) = dimt ； 十 dimV - dim(U f | 

f 5. 7 正交多项式 

我们已经看到如何使用多项式进行数据拟合以及逼近连续函数.由于这神问题均为最小二乘 
问题，它们均可通过选取逼近函数的一组正交基进行简化.这使我们得到正交多项式的概念， 
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本节我们研究一族与 CDn 幻上的不同内积相关的正交多项式.我们将肴到每一类中的多 
项式均满足一个三项的递推 关系. 这个递推关系在计算机应用中十分 有用. 每一特定的正交多 
项式族均在很多数学领域中有着重要的应用.我们称这些多项式为经典多项式，并对它们进行 
较为详细的研究.特别地，经典多项式是很多数学物理问题的偏微分方程的解中某胜特定二阶 
线性微分方程的解. 

正交序列 

由于定理 5. 6.1 是使用归纳法证明的，所以格拉姆-施密特过程对可数集合是成立的_因 
此， 若 x " x ” …为向董空间 V 中的一个向置序列，且々， Jt 2 ， …，心对每一个 n 均是线性 
无关的，则格拉姆-施密特过程可以用于构造一个序列 Wl , ^，…，其中 （ a ,， 叫，…}是一个 
规范正交集，且 

SpaxiCj ：! , jr 2 = SpanCwi ,« 2 , w „) 

对每一 w 成立.特别地，从序列1，工，工 2 ，…可以构造一个规范正交序列 （ orthonormal 
sequence )/ v (怎) ，夕] ( jc )， ■**, 

令 P 为所有多项式构成的向童空间，并定义 P 上的内积 <,) 为 

| p ix ^ qix^-wixydx (1) 

其中加 ( x ) 为一正连续函数.区间可以为开的或闭的，且可以是有限的或无限的.然而，如果 

p ( x ) u ?( x)dx 

是不适定的，则我们要求它对每一 f 6 P 均收敛. [2691 

定义令办（1)， ， …为一多續式序列 s 对每一 1 ' 有 deg 丸 （工）= f . 若当 ij 时， 

(pi ( a :) t/Jj Cjt ) > = 0 ，则 { 久 ( x ) 丨称为正交多项式序列（ sequence of orthogonal polynomials ). 若 
(pi f 知，则(工) } 称为规范正交多项式序列 （sequence of ortho normal polynomial s ), 

定理 5.7*1 若和， …为一正交多项式序列，则 
…， Ah 构成了 的一组基， 
u . 十 （即 a 和每一次数小于 w 的多项式正交 ）， 

证由定理 5. 5.1, 如，仏，…，在 P , 中是线性无关的，由于 dim ^ = 〜 这 M 个向 
童必构成了 中的一组基，令 〆I )为任意次数小于/ I 的多项式.则 

II —1 

p ( x ) = 工） 

因此 

( H— 1 | Pf — 丄 

Pn^^Cipi) = ^ 0 

1 [-o 

故 ■ 

若 Pp …， 九 - W 为' 中的一正交集，且 
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则 


为饩中的一组规范正交基.于是，若多6匕，则 

fl-i 


湯 (Mrinr W (jir) A 


U <Pi 小 > pi 

类似地，若 /€ C [>, 幻，则用尺中的元素得到的 / 的最优最小二乘逼近为 

p ~h ( a ， a> a 

其中九， Ait …， 久 - i 为正交多项式. 

正交多项式序列的另外一个好的特性是，它们满足一个三项递推关系. 

定理 S ，7*2 令 p n , p ” …为一正交多項式序列.对每一 “令 a 表示 h 的首系数，并定 
义为零多项式.则 

= Car ^^h-i )p n (jc) ™ a K 7 nPn-\ (« ^ 0> 

其中 of fl =n = l ，且 


n 一 ，工 P 『 i > 丫 

爲 -“ j ’ I 


T^£r> ❹ ” 


证由于九，声 1 ， 


九 +1 构成 P rt+2 的一组基，我们可记 

JCpnCjc} = 


其中 




{ jCp n yp k ) 

< Pk ^ Pk > 


( 2 ) 


(3) 


对任何用 （1) 定义的内积.有 

( x / ， g ) = 

</， 视 > 

特别地 T 有 


< p A 、 xph > 

由定理 5. 7.1 可得，若— 1， 

则 



— <^ p ^ pk > 一 

(, p H ^ Xp k ) 

< pk ^ Pk ) 

< Pkrpk > 


因此， （2) 化简为 

Xp n (^y = CV-ri 尹 C 工） + C a , n p n (jc) Cn^ p^l Cj ：) 

这可改写为 

C Bp ^i />^i (j：) = C J ： — c ^ M ) p n <x) — p„^i (x) 

比较 (4) 中两端的多项式的首系数，我们看到 


(4) 


^ Pf . n+I ^ n +1 ~ 
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由 （4) 有 




a 斗 1 




(5) 


于是 


Qn+l <Ar tp^} ) ~ {p rt ? <JC — c„, n )p„) — c nt ^ < p n > 

0~ ipn *Xp R > — Q ， p n } 


由 （3) 可得 




(p n ，jcp n ) 
， A « > 


^ Ar+I 


( Pti-\ J P»-\ ) C FP.l?— 1 = <.^p a *p^i > 
^{pn^OCp^ > 

A ， Ai 

因此，由 （5) 我们有 




^Pw-1 ，/ 


y n 这， 



在定理 5. 7.2 中，使用递推关系生成正交多项式序列时，在每一步中，我们选择的非零首 
系数 1 是任意的.这是合理的，因为 / VM 的任何非零倍数也和九，…，九正交.例如，如 
果选择+为1，则递推关系将化简为 


Ah ~1( 工 ） = (j： — /3^l)p n (x) — Ynpn-l (^) 

经典正交多项式 

我们首先看一些例子.由于它们的重要性，我们从最简单的勒让德多项式开始讨论经典多 
项式. 

勒让徳多项式 

勒让德多项式在内积 

(p,q) = J t ) g(:)dx 

意义下正交.令1\(: r ) 表示次数为71的勒让德多项式.若选择首系数，使得对每一 n 有 
p , a ) = i ， 则勒让德多项式的递推公式为 

(7 /十 DfVn (jt) = (2n ~h — nP^j 

利用这个公式，很容易得到勒让德多项式的序列，这个多项式序列的前五项是 

PoU) 

Pj (工〕= j ： 


PzU) = 如 3 工 2 - 1 ) 
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P,U) =j<5x 3 — 3 工） 

Pa (^:) — -i-C 35^ 4 — 30x £ + 3> 

切比雪夫多项式 

切比雪夫多项式在内积 

ip^q) ~ J pix)q(x) (1 — ) _1/a d^; 

意义下正交.习惯上使用规范化的首系数，使得对4 = 1，2,…有& = 1,且％ = . 切比 

雪夫多项式记为 » 它有如下有趣的性质： 

T tt { cosO ) — cosnB 

这个性质再加上三角恒等式 

cosCrt + 1)^ — 2cos^cosn0 — cosCw — 1)6 

可得到递推关系 

T x ( 工） = zT 。 （ : r) 

T lH - 1 <^)= 2xT„ (x) h (x) ， n^l 

雅可比多项式 

勒让德多项式和切比雪夫多项式均为雅可比多项式的特例.雅可比多项式在内积 
ip t q) = | p{x)qix) (1 — ^>*<1 + xyd^o 

意义下正交，其中 A ， #>一1. 

埃尔米特多项式 

埃尔米特多项式定义在 K 间（一 m ， ％)上.它们在内积 

r™ 一 2 

(p,q) = ^(jr)g<j ： )e _;r dx 

J —DO 

意义下正交.埃尔米特多项式的递推关系为 

(^) — 2xH n ix ) — 2nH^i ( jt ) 

拉盖尔多项式 

拉盖尔多项式定义在区间（0, 上，且在内积 

(p = J 

意义下正交，其中 A > — : L 拉盖尔多项式的递推关系为 

<?| + 1 )1-^(^) = iZn -hA + 1 — 工 )I^ A) (x) — (n + A)L 二 ( 工） 

切比雪夫多项式、埃尔米特多项式和拉盖尔多项式的比较汇总在表1中* 
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表1 


切比雪夫多项式 

埃尔米恃多项式 

拉盖尔多项式 

^2^T„ — T n ：i t 

千 ] =2jrHn _ 2fiH n - 1 


Xq — 1 

ff a =l 


Ti^j- 

H^2x 


T 2 =2^~l 


一： r+2 

T 3 = 4r a — 3 工 

H a -=8j： 3 — 12i 

1 一 1Sj;+6 


数值积分 


正交多项式的一个重要应用出现在数值积分中.为近似计算 

j /⑹ 

我们首先利用插值多项式逼近 /( j ：)* 可以使用拉格朗日插值公式 （ Lagrange's interpolation 
formula ) 求得一个多项式 PU )， 它和函数/(工）在区间[>，中的 w 个点: c , ,…，义处相等 ： 

EH 

Fix ') = 2/(工儿(工） 

其中拉格朗曰函数 L 定义为 

JX ( 工 一 j ：』 ） 

/-I 

L , U ) = ^- 

IX 

积分 （6) 可以近似为 


其中 


P ( x ) w ( a ：) dj ： = A /) 

J a TTi 


⑺ 


A r = J i — 

可以证明，当 / U ) 为次数小于 《 的多项式时，（7> 将给出积分的精确值.若合理选取点 
々，…，公式 （7) 将对更高次的多项式给出精确值，事实上，可以证明，若 p ” fi ,， fi ” …为 
一个在内积 （1) 下正交的多项式序列，且点:^，…，心为九 Cr ) 的零点 f 则公式 （7) 将对所有次 
数小 于加的 多项式绐出精确值.下面的定理保证了九的根均为实根，且在开区问 U , 幻内. _ 
定理5,7*3若 A , 九，…为内积 （1) 意义下的正交多項式序列，则 p rt (工）的所有零 
点均为实数，且在区间 U， 办）内. 

证令 a •…， ‘为 对改变符号的 hU )， 函数在 Oi , 6) 内的零点.因此 AU ) 必有因子 
f 其中岛为奇数， —1，…， W - 我们记 

p H (^) = (^r — Xi > ij (J ： — x 2 >* 2 … （工一工 m )*_g(x) 

其中 《 U ) 在（〜 6) 内不改变符号，且对；=1,…， 切有 g ( A ) 垆 0. 显然， m < n . 我们将证明 
令 
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乘积 


p n O)r (工 ） = (: c — — 工之）*2 +1 … （工一 4)、+1分（工） 

对每一 z 将 仅含有 U — a ) 的偶数次方，由此将在 Ga , 6 ) 内不改变符号.因此 

{ p H * r > = J 户„<工）广（工）切（工） dx 赛0 

由 于九和 所有次数小于 n 的多项式正交，由此可得 deg ( r (: c 〉）= m>i _ 

彤如 （ 7 ) 的数值积分公式 （其 中右为正交多项式的根）称为高斯叙分公式 （Gaussian 
quadrature formulas ). 关于该公式对次数小于 h 的多项式也是精确的证明可在很多大学数值 
分析教科书中找到. 

事实上，并不需要进行 〃次 积分来计算积分系数 Ai ，…， A b . 它们可以通过求解一个 
线性方程组得到.练习 16 说明了如何在一个积分法则下，使用勒让徳多项式的根近 

似计算 f 


练习 

1. 使用递推公式计箅： ( a)To T,t H s , 

2* 令趴 （工），丸 （工 >和&(工)为在内积 

<〆:)★)> 

意义下正交的多项式.若所有多项式的首系数均为1，利用定理5.7.2求力<^〉和九（：1：). 

3. 证明切比雪夫多项式有下列性质， 

Ca 3 2 T m - T m ^ H Cx ) + T m _„ C ^) P 其中 m > rt . 

Cb)T Bt CT J ,U» = T w (x), 

4. 求在内积 

</*g> = I 3 f{jo>g{x)Ax 

意义下 t L-u 1]上 e " 的最优积分最小二乘逼近. 

5 . 令 p 。， p ,， …为一正交多项式序列，并令 a ，为 p , 的首系数.证明 

|[ ^ II 2 = a - : - » P „> 

6. 令 7\( z ) 是次数为 n 的切比雪夫多项式，并定义 

= — T ；( x ) 
n 

其中 2 t —. 

( a ) 求 U Q U ), AU > 和 EJ 2 0 cX 
a ) 若： r = co ^， 证明 


7 , 令如练习 6 中所定义，其中7!>1，井定义 L ^ Or ) = 0. 证明 ; 
= 其中》>0. 
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(^[/„(^> — 2 xl 7„_, — zix ) ，其中 

S - 证明练习 6 中定义的 U 在内积 

<^*0> = ^ pU ) q(^(l - 

意乂下是 IE 交的-序列 K 称为第二类切比#夫多項式 （Chebyshev polynomials of second kind ). 

9 - 对 n =0， 1， 2* 证明 勒让德多项式 P , U ) 满足二阶方程 

(1 — x i )y r — 2xy f + 方 Cu 十 l)y = Q 

10. 证明下列等式. 

Ca)H ； ix) = 2nH lt - i (x) t n = 0 ， 1， …. 

Cb ) H ^( jc ) — 2 ^ H r H { jc }+ 2 nH n C ^) = 0, n =0 t 1* 

11. 给定一个函数 / Or )， 它过点 （1，2)，（2, 一 1)，（3, 4)， 用这些给定点作为/的插值点，利用拉格朗曰 
插值公式构造一个二次插值多项式. 

12. 证 明； 若/<工> 为次数小于 n 的多项式，则 / U ) 必等于（ 7 )中的插值多项式 p (: 于是 （7) 中给出了 
f / U ) 加（工）叔的精确值. 

13. 使用勒仕德多项式的零点，求一个两点积分公式 

J ■ / <^>dx 55s A| /Cj：i ) + A t / <jc ；) 

14. U ) 对多少次的多项式，练习13中给出的枳分公式是稍 确的？ 

( b ) 使用练习13中的公式近似计箅 

仫(/+3/ + 1) 如和 f 二 

这个近似值和稍确值比较起来如何？ 

15. 令 : d . m …， a 为区间[一 K 1] 内的不同点，并令 

A , = | L , Cx)dxt i ~ 1 ,…, rt 

其中 L 为点 a * 心，…， a 的拉格朗日函数. 

U ) 说明为什么积分公式 

fix^dx = & /( 々） + 木 /( 而） +… +A«/Xx,) 

在 /< d 是一次数小 T n 的多项式时将为积分的精确值. 

0>)将这个积分公式应用于一个次数为0的多项式，逝明 

+ A ; + … + A „ — £ 

16+令 a * &为勒让德多 项式忆 的根.若 A , 如练习15中所定义，则积分公式 

!「 I / Cx)cLc = Ai /Cxi ) + j 4 2 f(jct ) + *•*+ A „ f ( jr m ) 

将对次数小于 2 n 的多项式给出精确值. 

( a ) 若 Kj < 2 n . 证明 

+ m + = a , Pj > -0 

( b ) 利用 （ a ) 部分和练习 IS 的结论，建立一个 TiXn 非齐次线性方程组*并求系数…， A u . 

17.令 QbC^K Q , Cx ), …为一个规范正交多项式序列，即它是一个正交多项式序列，且对每 一 是 
有 II Qt II =1. 

U ) 在使用规范正交多项式序列的情况下，定理 5.7. Z 中的递推公式可以化简成什么？ _ 
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( b ) 令 A 为0„的一个根，证明 A 必满足矩阵方程 


> flfl 

决 £*2 

* * » 

■ 4 ■ 

* * ■ 


-Qb<A) - 

Qi Q) 

• 

* 

• 

^ A 

-Qd(a) - 

QiCA) 

ffjf-s a^-i 

Ott— 1 ^3b — 


Q^2 (A) 

jQ^iCA). 


-Q『i a)_ 


其中 m 和艮为递推公式的系数. 

MATLAB 练’习 


1■令 


^ [0 ! 4,4, — 4 ♦ 1 tl] f 和 y = ones (9* i ) 

( a ) 使用 MATLAB 函数 norm 计算 || jf [|* || y II 和 |! x + y ||的值，并验证三角不等式成立.同样利用 
MATLAB 验证平行四边形法则 

n^+yii ! + iu-wr = 2ciur+ m) 


⑹若 



则为什么我们知道 U I 必然小子等于1?使用 MATLAB 计算〖的值，并使用 MATLAB 函数 acos 计算 
A ： 和 J 的夹角.将角度乘以 ISOAt 转化为度.（注意，在 MATLAB 中 n 的值由 pi 给出 *) 

( c ) 便用 MATLAB 命令计算 jc 到 j 上的投影向 Mp . 令… 一 p ， 通过计算罔个向里的标 S 积验证和 F 是 
正交的.计算 II x P 和 h | P + Ifpr , 并验证毕达哥拉斯定律. 

2. (使用线性函数对数据集进行最小二乘拟合）如下的1和^的表格是 5. 3节中给出的（见围 5+3.3). 


X 

-1.0 

0* 0 

2. 1 

2. 3 

2, 4 

5. 3 

6. 0 

6* 5 

8. 0 

y 

-1.02 

— 0* 52 

0. 55 

0- 70 

0.70 

2.13 

2. S2 

2. 82 

3.54 


这九个数据点接近一条直线，因此这些数据可以使用一个线性函数逼近.糌数据点的 I 和; y 坐 
标分別输入为列向堡 x 和 h 令7=0， onesCsizeCjf )}], 并将系数和 q 看成9 X 2线性方程组 Ve = j ? 的 
最小二乘解，使用 MATLAB 运算“ \ ”求出它们.为用图形显示结果，令 

w = — 1 * 0. I s 8 和 z ~ cCl ) - Jt - wH - c (2) * oneHCsizeC w )) 

并使用 MATLAB 命令 

绘制原始的数据点和线性最小二乘拟合 函数， 

3- (使用最4、二乘多项式构遗温度曲线）在气象预报模型中，重要的输人数据集包括大气层不同位置的温度值. 
这些数据中，有的是直接利用气象气球测得的，有的则是根据遥远的气象卫星的声音推断出来的.下面给 
出一个典型的 RAOB (气象气球）的数据.温度 T 使用开氏温度，并可以看成是大气压力 f 的函数，其中 p 
的单位为分巴.压力范围在1〜3分巴对应于大气层的顶端，而那些在9〜10分巴范围的数据则对应于大气 
层较低的部分. 


P 

1 

2 1 

3 

4 

5 

6 

7 

s 1 

1 9 ' 

I 10 

T 

222 

227 

223 

233 

244 

2S3 

260 

266 

270 

266 


[2771 通过命令 P=[l I 10]' 输人压力值作为列向苗然后输入温度值作为列向量 r . 为求得这些数据采用 

线性函数的最优最小二乘拟合，构造超定方程钽 = r 系数矩阵 V 可由 MATLAB 命令 
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得到，或也可由 


V — [ pjonesdO *!)] 


A = vander ( p>j A (* *9 * 10) 

得到. 

注： 对任何向蜇 1 ..， ， 工出)\ 利用 MATLAB 命令 vanderU ) 会得到满的范徳蒙德矩阵， 
形如 ' 


^ x " Xi V 

工 r 1 … 工 2 1 

* 

» 

# 

… 工奸 1 iJi 

对一个线性拟合，仅使用了满范德蒙德矩阵的后两列.关于 vander 函数的更多信息，可以通过输人命 
令 help vender 得到 * 一且构造了 V ，方程组的最小二乘解 e 即可利用 MATLAB 运算“ \ ”得到. 

( b ) 为看到线性困数对数据拟合的优劣，用命令 


^ = 1 * 0 + 1 * 10? 

定义一个压力值的范围.相应的函数值可通过 


i = polyvalfcj ) 1 

求得.我们可利用命令 

plotf 眘，： T p»T ， *:t ’） 

给制涵数相数据点的图像， 

( c ) 现在我们开始尝试使用一个三次多项式求一个更好的拟合.可以求三次多项式 

4- Ctjc 2 + CiX-\- Ci 

的系数，它可通过求解超定方程组价的最小二乘解得到数据点的最优最小二乘拟合.系数矩阵 V 
坷以通过选取矩阵 A = vand e r ( P ) 的后四列得到.为观察结果的图像，仍令 

z = polyvalCct ^) 

井用和以前一样的命令将三次函数和数据点画出来.你得到的拟合在什么地方更好.是在大气层的顶端 
还是底部？ 

Cd ) 为得到同时在大气层的顶端和底部都较好的拟合，尝试使用六次多项式.如前使用 A 的后七列确定系 
数.令 s = ployval ( c ， g )， 井_出结果的图形. 

4. (最小二乘圆>圆心在（3, 1)，半径为2的圆的参数方程为 

jc = 3 + 2 cosf ， y = I 2 sin £ 

令 t = Q :5! S , 并使用 MATLAB 生成圆上相应点的 r 和: y 的坐标.然后使用命令 
x = k H - 0 + 1 * rand { 1»1 3) 和 y = y + 0* 1 * rand ( 1»1 3) 

为你的数据 添加些 噪声*使用 MATLAB 求最小二乘拟合这些点得到的圆心 c 和半径令 
tl — 0 i 0. 1 * 6. 3, xl — c< I) H- r # cos (tl > ， yl — 5 c(2> -f r * 311 )( tl) 

并使用命令 

plotCxl T yl n *x* ) 

绘制圆和数据点. 

5, (基本 P 空间 t 规范正交基）向置空间 RiA ^, N < A T >, J ?( A T ) 为四个和矩阵 A 相关的基本子空间， 
我们可以使用 MATLAB 命令对每一个与给定矩阵相关的基本子空间抅造_组规范正交基.然后，可以构 
造矩阵在每一个基本子空间上的投影. 
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U ) 令 


A = rarHJ(5i2) » rand(2,5> 

你认为 A 的秩和 零度是多少？试说明*使用 MATLAB 命令 rankM ) 和 Z 二 nu 2 i < A ) 检验你的答案， Z 的 
_ 各列构成了 的一组规范正交基. 

a > 接下来，令 

Q = orth(A) t W = null(A ， ) T S = [Q W] 

矩阵 S 应为正交的 . 为什么？试说明，计算 S * S ' 并将你的结果和 eye {5> 比较.理论上， A r W 和 
的全部元应当力零+为什么？试说明.用 MATLAB 命令计算和 
Cc ) 证明 ： 若 Q 和钯是便用精确的算术运算求得的，则我们有 

l - WW J -Q3 t 和 QQM = A 
[提 示： 将 SS T 用 Q 和 W 表示， ] 使用 MATLAB 验证这些恒等式+ 

( d ) 证圉： 若 Q 为使用精确的算术运箅求得，则对所有奸 iiCA )， 我们将有使用 MATLAB 命令 
b ^ A ^ rsndCS , 1) 验证，然后计算并和6进行比较. 

由于 Q 的列向租构成了 J ?{ A ) 的一组规范正交基，因此 QQ T 就是相应的到 i ? CA ) 上的投影矩阵.于是， 
对任何向最 g = QQ T c 为 c 到 R ( A > 上的投影 . $c = rand (5, 1), 并计算投影向量 g . 向量 
g 应在 iV ( A T ) 中.为什么？试说明.用 MATLAB 计算 

( f ) 矩阵识^为相应于 / V <4 T ) 的投影矩阵.使用计箅 c 到的投影并和 r 
比较. 

( g ) 令 Y = < Hrth ( Y >， 并使用它求相应于只 ( A T ) 的投影矩阵 U . 令 &= r and <5, 1>，并计算到 J ? ( A T >的投 
影向童 y = U * k 同时计算 LUj ， 并将它和 f 比较. 向量应在 NC 4) 中.为什么？试说明，使 
用 MATLAB 计算 A 

( h ) 使用矩阵计算相应于； V 04) 的投影矩阵 K . 计算 V * &并将它和5比较. 


测试题——判断正误 


下列每一命题如果总是成立则回答真，否则 K 答假-如果命题为真，说明或证明你的结论 * 如果命题为 
假》举例说明命题不总是成立. 

L 若 JT 和 JK 为 K n 中的非零向诸，则从 JT 到: V 上的向 ft 投影等于从^到太上的向鲎投影， 

2. 若 X 和 y 是 R ” 中的单位向鱼，且 | -1, 则 ：（ 和 j 是线性无关的. 

3* 若 tA V 和 W 是 R 1 的子 空间，且 U 丄 V 及 V 丄 W , 则 U 丄 W , 

4. 在 A 的列空间中可以找到一个非芩向量^使得八、=1 

5. 如果 A 为一 mXn 矩阵，则 / L 4 T * A T A 有相同的秩. 

6. 如果矩阵 A 的列向进线性无关且&为 R M 中的一个向 St 则&到 A 的列空间没有惟一的投影， 

7. 若 NOU = 则方程组将有惟一的最小二乘解+ 

8. 若兑和兑为正交矩阵*则 Q } Qz 也为正交矩阵. 

t 若 U lt 〜，…，为 R " 中向 M 的一个规范正交集，且 

U = Cui ,uz ， … ,m) 

则 ITU ^ i ^ kXk 单位矩阵 h 

10. 若叫}为 R " 中向 里的一 个规范正交集，且 

U («] ， '- tM*) 


则 Ul /^ J . UXn 单位矩阵）. 
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测试题 


1. 给定 


T 


-2^ 

1 

和 y ^ 

1 

2 

2 

_2_ 


- 0_ 


U) 求 jc 到: y 的向盪投影& 

OO 验证 r 一 p 和 p 是正交的， 

<c) 验证毕达哥拉斯定律对 Jt, p 和 x — p 成立，即 

II ^ II 2 = II 多 II 2 + IU-p II 


2. 令和 Vz 为一内积空间V中的向 M. 


(a) 是帝有 


|< Vi *V S >|> || V! || || V Z |1 

试说明. 

( b ) 若 

t < V "朽 > I 兰 II Vi II II v 2 II 

你可得到关于向董 Vl 和 v 2 的什么结论？试说明. 

3. 令 h 和 v 2 为一内积空间V中的向置.证明 

II v ,+ V , P <<|| h || + IU |1) 2 

4. 令 A 是一秩为4的 7 X 5 矩阵，并令6为妒中的一向盘.与矩阵 A 相关联的四个基本子空间为 
N(A T >, 

( a ) N(A T >W 维数是多少，其他哪些基本子空间是 N04 T ) 的正交补？ 

(b) 若 jc 为 J?(A) 中的向置，且 A T ;r=<K 则你可以得到关于卩 ij| 的什么结论？试说明. 

(c) N(A T A > 的维数是多少？方程组 = & 的最小二乘解有多少个？试说明. 

5. 令; c 和 y 为 R" 中的向盘，并令 Q 为 nXn 的正交矩阵.址明：若 


:— ©c 且 w — Qy 

则 I 和 w 的夹角等于 j ( t 和 y 的夹角. 

S . 令 S 为 R 3 的_:维子空间，由 



1_ 


- 0- 

Jfi = 

0 

和 X 2 = 

1 


1 


_ ― 2一 


张成. 

( a ) 求 51 的一组基+ 

a ) 给出 S 和 Si 的一个几何描述. 

Cc ) 求从 R 3 到 S 1 上向1：投影的投影 矩阵广 
7* 给定 Y 列数 据点： 


X 

-1 

1 

2 

y 

1 

3 



求采用线性函数 /< x )- c , + c 2 J ; 的最优最小二乘拟合. 
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8. 令彳叫，叫，为内积空间 V 的三维子空间 S 的一组规范正交基 T 并令 

x = 2uj 一 Zuz 十 （*3 和 y = 3 «i + «? — 4« 3 

( a ) 求 Or ， 的值. 

( b ) 求 || x || 的值. 

1令 A 是-■秩为4的 ？ X 5 矩良令 P 和 Q 分别为从 R 7 到及(>0和 NC 4 T ) 上向着投影的投影矩阵, 

( a ) 证明 PQ =0. 

( b ) 证明 F + Q=r. 

10* 给定 


「1 —3 

-5, 


一一 6, 

1 1 

-2 

和 b = 

1 

1 -3 

1 

1 

_1 1 

4_ 


. 6. 


若使用格拉姆-施密特过程求 i ?( A ) 的一组规范正交基，并将 A 进行 QR 分解，则当两个规范正交向 虽 ？1 
和的计算完毕后，我们有 



「1 1 

2 2 



1 1 

T T 


■2=2 ——- 

Q = 

1 1 

, R - 

0 4 —■ 


丄 

Y ~ Y ~ 一 


_0 0 ——_ 


1 1 

„T T - 



U ) 完成该过程.求的并填写 Q 和 R 的第三列. 

( b ) 利用 QJ 2 分解求 Ar = & 的最小二乘解. 

11. 函数 COSJT 和 sini 均为 C 〔一 TT * 在内积 

< frg >= f(jc)gix)djC 


意义下的单位向鱼. 
( a ) 证明 cosj 丄 sliu ：- 


( b ) 求 II cosjrH-sinx |! z 的值. 

12+考虑向 置空间 C [一 1，1]，其上的内积定义为 

ftg>= J /0)i?C:)dx 


( a ) 证明 


< 


uiUy ^i m 


构成了一个规范正交集. 

化)用 U ) 的结果求一线性函数，对 AU )=/ 1 +/ 3 进行最优最小二乘逼近. 


特征值 



6.1 节中我们将考虑方程如=从.这个方程出现在很多线性代数的应用问题中.如果方程有 
非零解 JT , 则 A 称为 A 的 特征值 ( eigenvalue )， 且 x 称为厲于 A 的特征向量 （ dgenvector ). 

不论我们是否了解，特征值在我们的生活中都是非常普遍的.只要有振动就有特征值，即 
振动的自然频率.如果你曾经弹过吉他，你已经求解了一个特征值问题.工程师在设计建筑物 
的时候，他们关心的是建筑物振动的频率，这在地震多发的地方(例如加利福尼亚）也是至关重 
要的.边值问题的特征值可以用于确定原子的能态，或引起横梁扭曲的临界荷载，后者将在 
6. 1节中介绍. 

在 6* 2节中，我们将学习更多关于如何使用特征值和特征向童求解线性微分方程组的问 
题.我们将考虑一些应用 间题， 包括混合问题、弹簧系统的简谐运动以及建筑物的振动.建筑 
物的运动可以模型化为一个二阶微分方程组，形如 

= KY ( t ) 

其中为一个所有元素为 i 的函数的向量，为将的每一个元素对£求二阶导数后得 
到的函数构成的向讀.方程的解可由矩阵的特征值和特征向量求得. 

一般地，我们可以将特征值看成与线性变换相关联的自然频率.若 A 为一 矩阵， 
则可将 A 看成一个 R " 上的线性算子.特征值和特征向量为理解算子的作用提供了便利.例 
如，若 A >0 ? 算子在任 何属于 A 的特征向量上的作用就是简单地将其伸长或压缩…个常数因 
子.事实上 T 算子在任何恃征向置的线性组合上的作用都是容易确定的.特别地，如果可以 
找到 IT 的一组特征向量基，则算子在这一组基下可表示为一个对角矩阵 D , 且矩阵 A 可分解_ 
为一乘积 XDJT 1 , 在 6. 3节中我们将看到如何这样做，并将介绍一些应用问题. 

在 S . 4节中我们考虑有复元素的矩阵.在这个前提下，我们将考虑一个矩阵，其特征向童 
可以用于构造 e 中的一组规范 IE 交基 ( C w 是所有复71元组的向量空间）.在 6. 5节中我们介绍 
矩阵的奇异值分解，并给出四个应用问题.关于这个分解的另外一个重要应用将在第 7 章中 
给出， 

6. 6节讨论多变量二次方程的特征值的应用，同时也包括多变量函数的极大值和极小 
值的应用.在 S .7 节中，我们考虑对称正定矩阵.这种矩阵的特征值是实的，且为正的， 

它有广泛的应用.最后，在 6. &节中我们学习具有非负元素的矩阵，以及它们在经济学 
中的应用. 
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6- 1特征值和特征向置 


很多应用问题都涉及将一个线性变换重复作用到一个向 量上. 求解这类问题的关键是针对 
算子选择一个在某种意义下很自然的坐标系或基，并使得包含该算子的计算得以简化对应于 
这一组新的基向量（特征向量），我们关联一个缩放因子（特征值）表示该算子的自然 频率. 下面 
用一个简单的例子来说明， 

►例1回顾 1.4 节中的应用 1. 在某城镇中，每年30%的已婚女性离婚，且20%的单身女 
性结婚+假定共有8 000名已婚女性和2 000名单身女性，并且总人口数保持不变.我们研究 
结婚率和离婚率保持不变时将来长时间的期望问题. 

为求得1年后结婚女性和单身女性的人数，我们将向量 t ^ = (8( KK ), 2 000 ) T 乘以 

a =「 o _ 7 o - 2 i 

La 3 (>• 8」 

1年后结婚女性和单身女性的人数为 


W, = Awn 

为求得第2年结婚女性和单身女性的人数，我们计算 


*0. 7 

0. 2_ 

_8 000" 


'6 000- 

■0. 3 

0.8 - 

-2 000. 


• 4 000. 


^ Awi = A 2 

一般地，对^年来说，我们需要计算％ 

采用这种方法计算 M 。， 并将它们的元素四舍五人到最近的整数. 



[4 004 n 


「4 0001 

I ! 

r4 ooo] 


^10 ^ , 


I 

1 

P 你扣 = - 


|283| 

U 996」 

1 1 

l6 000 J 

1 

-6 000 J 


过某一点以后 * 似乎总是会得到相同的答案.事实上.^ 2 -(4 000, 6 000> T * 又因为 


Aw u = 


U 

0. 2~ 

-4 


_ 4 000 * 

-0. 3 

0* 8. 

■ 6 000- 


.6 000- 


可得该序列所有以后的向量保持不变.向量（4 000 ， S 000) T 称为该过程的稳态向量 （ stead 广 


state vector )* 

假设初始时已婚女性和单身女性有不同的比例.例如，从有10000名已婚女性和0名单身 
女性开始， 则叫 = (10 000, 0) T ， 然后可以用前面的方 法将％ 乘以计算出在这种情 
况下，可得 = 6 000 ) T ,因此仍会终止于相同的稳态向量. 

为什么这个过程是收敛的，且为什么从不同的初始向量开始，看起来总是会得到相同的稳 
态向童呢？如杲在纪中选择一组使得线性变换 A 容易计算的基，则这些问题不难回答.特别 
地，如果选择稳态向童的一个倍数，比如说 4 = (2, 3) t , 作为第一个基向置，则 


Ax ^ = 


，0. 7 

0. 2 - 

_2 - 


~2 - 

-0. 3 

0. 8. 

丄 


-3 - 


因此 A 也是一个稳态向量.由于 A 在^上的作用已经不能再简单了，因此很自然它是一个基 
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向景. 尽管还可使用另外一个稳态向量作为第二个基向量，然而，由于所有的稳态向量都是 
A 的倍数，因此这样做是不可 以的. 但是，如果选择= (― 1, 1) T , 则 A 在&上的作用也 
非常简单. 


hx ' 


-0. 7 

—0. 3 


0. 2nr— 1 

o,8」L 1 


1 


下面分析使用 A 和 A 作为基向量的 过程. 若将初始向量 w fl ==(8000，2000) T 表示为线性组合 


则 



W。 = 

= 2 _ L 3 j— 4 _ L j 」 = 2 000^! - 4 OOOjc 2 

Wi = 

= Aw 0 

= 2 OOOAr! 

— 4 000 如 

= 2 000x, 一 4 000 (+卜 

= 

= Aw 1 

= 2 OOOjci _ 

4 ° oo (iy 

i 



w rt — A^Wti 

= 2 QOOXi - 

-A0O0(^rYx, 


一般地 


这个和的第一部分是稳态向量，第二部分收敛到零向量. 

对任何 W 的选择，是否总是会终止于相同的稳态向量？假设初始时有 p 名已婚女性.由 
于总共有10 000个女性，单身女性的数量必为10 0⑽ 一 A 初始向量则为 

_厂 p 1 

LlO 000 — pJ 

若将表示为一个线性组合则如前可得 

= AV 0 = + ( I ) c 2 Xt 

稳态向董将为为求我们将方程 

C t Xt +c t x t ^ w 0 

写为- 个线性 方程组 

— c 2 泛 p 

3 ci 十 g == 10 000 — p 

将这两 个方程 相加，得到 o =2 000. 因此，对任意在0<户<10 000范围内的整数/>，稳态向 
量应为 

4 000 


2 000^：! 


4 


L6 000J 

因为矩阵 A 在向置&和心上的作用非常简单，所以它们很自然地被用于分析例1中的 


过程 


國 
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^1 = A = 1 a 且 Ax z = 


对其中的每一向 ft ， A 的作用仅仅是 将向董 乘以一个标量 + 两个标置1和士可看成是线性变换 
的&然频率. 

一般地，若一线性变换可表示为一个 nXn 矩阵 A , 且可以找到一个非零向量使得对某 
标量 A ， 有也==从，则对该变换，很自然地选择; c 作为 IT 的一个基向置，且标量 A 定义了一 
个对应这个基向量的自然频率.更精确地，我们使用下面的术语表述 at 和 A . 

定义令 A 为一; iXn 矩阵， 如果存在 一个非 零向量 jc 使得 Ac =; u , 则称标量 A 为特 征值 
( eigenvalue , characteristic value ). 称向量 jt 为属于 A 的特 征向置 （ eigenvector , characteristic vector ), 
►例 2 设 


圆 

由于 



3 ^ 


可得 A =3 为 A 的一个特征值，且 x =(2, 1) T 为一个属于 A 的特征向量. 
零倍数都是一个特征向量，因为 

A ( flfjc ) = aAx = akx — ACoJc ) 

因此， （4, 2) T 也是;1二3的一个特征向童. 


'4 - 2' 

「4 - 


■12 - 


m 4~ 

.1 1- 

L 2. 


- 6, 

— 6 

_2 - 


事实上，任何 a 的非 


方程可以写为 


( A — kI)x = 0 (1) 

因此， A 为 A 的特征值的充要条件是 （1) 有一非平凡解. （1) 的解集为 JV(A — Ai 〉， 它是 R " 的 
—个子空间.因此，若; I 为 A 的一个特征值，则且 N ( A _ AI ) 中的任何非零 
向董均 为属于 A 的特征向量.子空间 N 04 — AJ ) 称为对应于特征值 A 的特 往空间 （ eigenspace ). 
方程 a ) 有非平凡解的充要条件是 AJ 为奇异的，或等价地， 

det(A — A / ) — 0 (2) 

如果将 （2) 中的行列式展开，我们得到一个变景为 A 的《次多项式， 

p ( k ) — det(A —AJ) 

这个多项式称为特征 多项式 （characteristic polynomial )， 且方程（2> 称为矩阵 A 的特 征方程 
(characteristic equation ). 特征多项式的根即为 A 的特征值.如果对重根也计数，则特征多项 
式将恰有《个根.因此 A 将有 n 个特征值，其中某些町能会重复_某些可能会是复数.对后一 
种情况，需将我们讨论的标量的范围扩大到复数，允许向量和矩阵可以用复数作为元素. 
我们现在已经建立了 A 为 A 的特征值的一些等价条件. 
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令 A 为 一 nX ” 矩阵，且; i 为一刼量*下面的命题是 

( a ) A 为 A 的一个特征值. 

( b ) ( A _ U ) Jt =0 有一个非平凡解. 

(c) NCA-Al)^{0}. 

( d ) A 〜 A 厂为奇异的. 

( e ) det ( A — AJ 〕 = 0 . 


下面将给出一些利用命题 ( e ) 求特征值的 例子. 
►例3求矩阵 


A 




的特征值和相应的特征向量, 


解特征方程为 


—A 


0 或 A 2 —A — 12 = 0 


2 

一 2—A 

因此，力的特 従值为 和心= 一3.为求得1 =4对应的特征向量，必须求的零 
空间. 


A -4/= j "' 1 

L 3 一 6 - 


求解 ( A —4 f ) x =0, 我们有 

x — C 2 xz 1X2 ) T 

W 此，任何（2, 1) T 的非零倍数 均为； U 对应的特征向貴，且 {(2, ^”为；^对应的特征空间的 
一组基.类似地，为求; U 的特征向童，必须求解 

(A + 3 J)jc ^ 0 

此时 {( — 1, 3) T }* N ( A +3 I ) 的一组基，且 C _ l t 3) T 的任何非零倍数均为特征值 A 2 对应的 
特征向董. 4 

►例4令 

^ 一 3 
力=1 一 2 

_1 — 3 2 」 

求特征向量及其对应的特征 空间， 

解 

2 — A 


1 


-3 

2 —又 


xa-iy 


1 一 3 2 — A 

因此，特征多项式的根为 A,=0, A 2 =A a = l. 对应于 = 0 的特征空间是 AKA )， 它可以使用 
通常的方法 求得： 
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r 2 —3 1 

(T 


'1 0 

—1 

0~ 


1 一2 1 

0 


0 1 

— 1 

0 

网 

_1 一 3 2 

0. 


_0 0 

0 

0. 


令工我们得到心-=而=泊因此，对应于幻=0的特征空间包含所有形如 a ( l , 1， 1) 丁 
的向童 • 为求对应于;1 = 1的特征空间，必须求解方程组 G 4 — I )； c =0. 


1—3 1 

cr 


■1-31 

(T 

1—3 1 

0 

— 

0 0 0 

0 

a -3 1 

0 - 


-0 0 0 

0 _ 


令^3 我们得到 A =3 o —乒因此，对应于 A = 1 的特征空间所包含的向量形如 


"3 a — 泛 




-一】■ 

a 

= a 

1 

+戸 

0 

-參- 


_ 0 _ 


- 1 - 


►例5给定 

A = r 1 2 i 


求 A 的特征值，并求相应的特征空间的基. 

解 


1 -A 

^ 2 



= Cl-A) 2 +4 


特征多项式的根为 ；U = l + 2〖， A 3 = 1-2 L 


A — Ai J = 




由此得 （ a * i ) T } 为对应于 Ai = a +2 i 的特征空间的一组基.类似地, 



- 2 i 

■ — 2 


21 厂 i 
— 2 

2 i 」 L - 1 



故 UU — i ) T 丨为 iV ( A - U ) 的一组基. 


应用1:结构学一^梁的弯曲 


作为物理中特征值问题的例子，考虑一个梁的问题.如果在梁的一端施加一个外力或荷 
载.当我们增加荷载使得它达到临界值时，梁将会弯曲.如果继续增加荷载，使得它超过这个 
临界值并到达第二个临界值，则梁将再次弯曲，依此类推.假设梁的长度为 L ， 且将它放置在 
一个左端固定在工=0点的平面上.令： yU ) 表示梁上任意 点工处 的垂直位移，并假设梁仅受支 
撑力 I 也就是说， 3 K 0)=3 ra )=0( 见图 

这个梁的物理系统模型可以化为边值问题 

及 JV ， ^C0) = y(U =0 <3) 

|2 gg [ 

其中 1? 为梁的抗弯刚度，尸为梁上的荷载.求解的标准方法是，使用有限差分法逼近微 
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分方程.特别地，将区间[0, Z 0 划分为《个相等的 子区间 

0 = X。< X 】 < … < 工 „ = L (A = ij = 0,-.* ，《) 

且对每一 我们用差商近似;/(々）*若令 A = 且使用记号力简记;则标准差分逼 

近为 

加—公+把 ， 


将它们代入方程（3>，最终可以得到一个有《个线性方程的方程组.若将每一方程乘以 一 g r 

Di 2 

并令 A = 则方程组可以写为形如的矩阵方程，其中 


A 


■ 2 —1 0 

-I 2—1 

0—1 2 

# 

4 

眷 

0 0 0 


0 D - 

0 0 

0 0 


一 1 2—1 


0 0 0 … 0—1 
这个矩阵的特征值将为实的，且为正的.（见本章最后的 MATLAB 炼习 24.) 对充分大的… A 

的每一特征值 A 可用于逼近出现弯#的临界荷载 P = 对应于最小特征值的临界荷载是一个 


最重要的荷载，因为事实上当荷毂超过这个值时，梁将折断, 


应用^ 航天飞机的定位 


在 4.2 节中，我们看到了如何求相应于飞机的偏航、俯仰和翻滚的 3 X 3 旋转矩阵 Y , P 
和 R , 回顾一下，飞机的偏航为一个绕 z 轴的旋转， 俯仰为一个绕 y 轴的旋转* 翻滚为一个绕 
z 轴的旋转.我们还看到飞机应用问题中一个先偏航、然后俯仰，最后翻滚的组合，可以表示 
为乘积 q = ypi ?. 同样的术语——偏航、 俯仰及翻滚， 也可描.述航天飞机从一个初始位置到_ 
另外一个新位置的过程.其仅有的区别是，对航天飞机，通常将工轴和=轴的正向指向相反的 
方向.围 6 . 1.2 给出了对航天飞机使用的坐标系和对飞机使用的坐标系的比较.航天飞机坐标 
系下，偏航' 俯仰和翻滚记为 Z SI Y s 和 X Si 坐标系的原点取在航天飞机的质心.我们可以使 
用偏航、俯仰和翻滚变换，由航天飞机的初始位置开始得到它的新位置；然而，与其使用三个独 
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十谝航 


图 6. 1. 2 [由 CERN 的 Diego Casadel 博士提供] 

立的旋转，不如仅使用一个旋转更高效.给定偏航、俯仰和翻滚的角度，可以使用机载计算机求 
得对旋转的一个新的轴心，以及一个绕该轴心旋转的角度尽 

在2维空间中，在平面上先旋转45%接着再旋转30°，等价 
于从初始位置开始旋转 75' 类似地，在3维空间中，两个或多个 
旋转的组合也等价于一个旋转.在考虑航天飞机的情况时 f 我们 
希望使用一个围绕新轴尺的旋转来实现偏航、俯仰和翻滚的组合 
旋转 * 这个新轴可以通过计算变换矩阵 Q 的特征向量得到. 

表示偏航、俯仰和翻滚变换组合的变换矩阵 Q 是三个行列式 
为1的正交矩阵的乘积.因此， Q 也是正交的，且 det ( Q ) = l .由 
此可知 ， A = 1 必为 Q 的一个特征值.（见练习 23,) 若 z 为轴只方 
向上的一个单位向量，则在变換作用下， z 应当保持不变，因此我 
们有故 z 为 Q 的一个属于特征值 ; i = l 的单位特征向量. 

特征向量 z 即确定了旋转轴. 

为求得对新旋转轴的旋转角度，用 d 表示 轴的初始方 
_向，且仏=01表示变换后的新方向.如果将 q 和1 投影到 i ? 轴 
上，它们将投影到相同的向量 

P — Cz T ^i )z = Z\Z 

上.向 i 

和 w p 

均为过原点且垂直于尺轴的平面，这两个向量有相同的长度.当 A 旋转到 t 时，向量 v 旋转 
到 hK 见图 6.1.3). 旋转角度戸可通过 v 和 w 的夹角求得. 
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n _ ( V T W 

B = arccos n —~ 7r 

Ml V I 

复特征值 

若 A 为.实元素的〃 矩阵，则 A 的特征多项式将有实系数，因此它所有的复根必然为 
共轭对.于是，若 A = a + 爹 0) 为 A 的一个特征值，则 X = a —6 i 必然也是 A 的一个特征值 + 

此处 j ： 用来表示 A 的复 共轭. 一个类似的符号可以用于 矩阵： 若 A = C %) 为一个有复元素的矩 
阵， 则瓦二 是对 A 的每一元素取共轭构成的矩阵，我们 定义， 一个实矩阵 （real matrix ) 为 
^性巧的矩阵.一般地， 若 A 和 B 为有复元素的矩阵，且乘法 AB 是可行的，则 
(见练习 20). 

不仅仅一个实矩阵的复特征值成对 出现， 它的特征向童也是如此.事实上，若 A 为一实的 
nXn 矩阵 A 的复特征值，且 z 为属于 A 的一个 f 征向量，则 

A z = Az = Az = Az = Xz 

因此， f 为 A 的属于 X 的特征向量 _ 例 5 中求得特征值 A = l +2 i 的特征向量为 ^=(1， i ) T ，且 
求得^=1 一 2 i 的特征向置为 f = ( l ，一 i )' 

特征值的乘积与和 



容易求得一个矩阵 A 的特征值的和与乘积.若户 (A) 为 A 的特征多项式，则 



叫 一 A 

a is *” 


pW = det(A — AD = 

a Z) 

睿 

* 

■* 

^22 — A 





— A 


按照第一列迸行展开，我们得到 


(4) 


n 

det(A-AJ) -( 叫一 A)det(M u )+IV+MeHMn) 

其中子式 …， n ) 不包含两个对角元素 U n — A )& U u — A ). 将 det ( Mu ) 采用相同的 


方法展开，我们得到 


(a u —久） Ca zz —A) …（、一入） C5) 

是 det(A—AJ) 的展开式中惟一包含多于>1一2个对角元素的项.当 （5) 展开后， A " 的系数将为 
(― 1)' 因此.扒 A) 的首系数为（一 1)%于是，若4,，…，夂为八的特征值，则 

PC 入 )= ( 一 1) B ( 义 一 Ai MA — 又 2 ) … （A — A b ) 

( 6 ) 

= CAi -A)(A 2 一； 0...(A„ —；0 

利用 （4) 和 （6) 可得 

Ai • 入 f 义 = p (0) — detCA ) 


由 （5) 还可看到（一; 0" = 1 的系数为，若用 （6) 求相同的系数，可得到 

i=i i_i 


i 叫 i-i 


_ 


由此 


[292 j 





258 


第 6 章 


A 的对角线元索的和称为 A 的迹 （ trace ), 并记为 tr ( A ), 

►例6若 



则有 

det ( A ) + 18 = 13 和 trCA ) = 5-1 = 4 

A 的特征多项式为 

5-A -18 , 

= A 2 -4A + 13 

1 -1-A 

由此 A 的特征值为夂=2+3〖和4 2 = 2— 3 i . 注意 

Ai H - Aa ~ 4 = tr {, A ) 

且 

A 山=13 = detCA ) < 

在前面介紹的例子中， n 总是不超过 4. 对较大的心求特征多项式的根十分困难.在第7 
章中，我们将学习求特征值的数值方法.（这些方法实际上不使用特征多项式 .） 若 A 的特征值 
已经通过使用某数值方法求得，则验证它们的精确度的方法就是计算它们的和，并与 A 的迹 
进行比较. 

相似矩阵 

我们将用一个有关相似矩阵特征值的重要结论来结束本节.回顾一下，对矩阵 A 和1^若 
存在一个非奇异矩阵 S . 使得 B ^ S ^ AS ， 则称矩阵 S 相似 （ similar ) 于矩阵 A . 

定理 6.1.1 令 A 和 B 为？1 Xri 矩阵.若 E 和 A 相似，则这两个矩阵有相同的特征多項 
式，且相应地它们有相同的特征值. 

证 令分别表示 A 和 B 的特征多项式_若 B 相似于 A ， 则存在一个非竒异 
矩阵 S 使得 B = 因此 

p B CA) =det(B — AJ) 

— detCS ^ 1 (A = Ai ) S ) 

= det ( S _, ) det(A — Ai ) det ( S ) 


⑴ 

一个矩阵的特征值为特征多项式的根.因为两个矩阵有相同的特征多项式，所以它们必有相同 
_的特征值. ■ 

►例7给定 



容易看到 T 的特征值为 A ,=2 和 ; b = 3. 若令 A = S_ l 了 S , 则 A 的特征值应当和 T 的特征值 
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相等. 


A 


r 2 

一 3 - 

_2 11 

-—3 

5, 

■0 3」 


3 


1 r - 1 

-一 L 6 


一 2 
6 


我们留给读者验证这个矩阵的特征值为; l , =2和 A 2 =3, 

练习 

1. 求下列矩阵的特征值及其对应的特征空同. 

( a ) 


( e > 


(i) 


r4 


•0 


2 3」 


(b) 

-6 

_3 

一 4] 

M 

-3 


Cd)j 

-3 

-e- 



-lj 


.1 

iJ 

_2 

3_ 



-o 

1 cr 


ri 

i r 


n 

2 

r 

Cf) 

0 

0 1 

( g ) 

0 

2 1 

( h ) 

0 

3 

1, 


JO 

0 0 j 


JO 

0 1_ 


-0 

5 - 

-1. 




2 0 
1 0 
0 1 


( k ) 


-2 

0 

0 

(T 


^3 

0 

0 

(T 

0 

2 

0 

0 ! 
! 

1 

(!>' 

4 

1 

0 

0 

D 

0 

3 

0 

| 

0 

0 

2 

1 

JO 

0 

0 

4」 

i 

JO 

0 

0 

2, 


2. 证明 H 角形矩阵的特征值为矩阵的对角元素 + 

3. 令 A 为一 矩阵. 证明 A 为奇异的当且仅当 A = 0 为 A 的一个特征值. 

4■令 A 为一非竒异的矩阵，并令 A 为 A 的特征值.证明 1/ A 为 的特征值. 

5,令 A 和 S 为 矩阵.证明： 若 A 不存在等于1的特 征值， 则矩阵方程 XA + B 二 X 有惟-解. 

6- 令 A 为 A 的特征值，并令;^为属于 a 的特征向姑+用数学归纳法证明，对 m = l , 2,…， A " 为的一个 
特征值，且叉为為《的一个属子; r 的特征向置. 

7. 令 A 为一 矩阵且月=/_^4 +戾 2 . 

U > 证明：若 x 为厲于 A 的特征值 A 的特征向摄，则 X 也是属于 B 的特征值 p 的特征向 M . A 和# 是如何关 
联的？ 

( b ) 证明：若 A = 1 是 A 的恃征值，则矩阵 B 是奇异的. 

S . 若一个 《 Xii 矩阵 A 满足 A 2 二则称它为 幕等的 ( idempotem ). 证明： 若 A 为一幕等矩阵的特 征值， 则; I 必为0 
或 1. 

9. 对一个矩阵 A , 若存在某正整数4便得则称 A 为幂零的 （ nUpotent ). 证明一个冪零矩阵的所 
有恃征值均为0, 

10* 令 A 为一矩阵，并令 B = 其中 a 为标比较 A 和 B 的恃征值会得出什么 结论？ 试说明 . 

11■令 A 为 一 nXn 矩阵 T 并令 A 和可能相似吗？试说明. 

12. 证明 A 和 A T 有相同的恃征值，它们是否有相同的特征向童？试说明. 

13. 证明矩阵 

[ cosd — sin^n 
sin^ 

在 S 不是 n 的倍数时，将有复特征值，给出结果的几何解释< 

14.令 A 为一 2 X 2 矩阵*若 t r ( A ) = 8, 且 cl e tCA ) = 12, A 的特征值是什么？ 

15. 令 4 = 为 一 nXu 矩阵，其特征值为； U , +”，心.证钥 
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16.令 A 为一 2 X 2 矩阵，并令 p ( A ) = A 2 +6 A +*7 为 A 的特征多项式 k 证明 &= —^^ detfA ). 

]? ►令 A 为 A 的一个非零特征值，并令 I 为_属于 A 的特征 向置. 证明对 m = l *2， …， 也是属于 a 的特 
征向置. 

18* 令义为一 TiXn 矩阵，并令 A 为 A 的一个特征值.若 A — A / 的秩为则相应于; I 的特征空间的维数是多 
少？试说明， 

19.令 A 为 一 nXn 矩阵，证明个 R ， 中的向置为厲于 A 的特征向量，当且仅当由和张成的 R " 的子 
空间 S 的维数为 L 

Z 0. 令 a = a + & i 及身二 t + A 为复标虽，井令 A 和 S 为有复元索的矩阵. 

( a ) 证明 

a ~h $ = 5十卢 和 = a /3 

( b ) 证明的第 j ) 元素和 AB 的第 （ i ,)) 元素相等，且因此 

ab=AB 

21. 令 Q 为一正交矩阵. 

( a ) 证明，若 A 为 Q 的一个特征值，则 U | =1. 

( b ) 证明 | det ( Q ) | =1. 

22. 令 Q 为一有特征值 Arel 的正交矩阵，且令 ji ： 为一厲于七的特征向 M . 证明 Jf 也是 Q T 的一个特征向 M . 

23. 令 Q 为 一3 X 3 正交矩阵，其行列式为 1. 

< a ) 若 Q 的特征值均为实的，且对它们进行排序*使得求所有可能的特征值的正三元组 （ A :, 

* Aj ), 

( b ) 当; U 和 h 为复数时， h 的可能值是什么？试说明. 

U 〉 说明为什么 A = 1 必为 Q 的一个特征值， 

24■令 a ，…， t 为 一 n Xfi 矩阵 A 的特征向里，并令 S 为由 t , a ，…， a 张成的 IT 的子空间.证明 S 在 
A 下是不变的（也就是说， 证明； 若 jfGS, 则 AjtGS ), 

25. 令 A 为一 itXn 矩阵， A 为 A 的一特征值. 证明：若 B 是与 A 交换的任一矩阵，则特征空间 NC 4 — AD 在 
B 下是不变的. 

26* 令 B = S 」 AS ， 并令 X 为 S 的一个属于特征值 A 的特征向 M . 址明 Sr 为灵的一个属于 A 的特征向 
27- 令 A 为一 nXn 矩阵，特征值为; U 令 x 为属于 A 的特征向童，令 S 为一非奇异《 X «矩阵* 为一标铀+ 
证明： ^ B ^^ ISAS -* f y ^ Sx t 则 J 为 B 的特征向贽+确定对应于 j 的 S 的特 征值， 

2匕 证明： 若两个 nXn 矩阵4和 S 有一公共的特征向堃姒但并不一定有公共的特征值），则将是任何形如 
C = aA + 兵 B 的矩阵的一个特征向 M . 

29. 令 A 为一 rtX ㈣ 矩阵， 并令 A 为 A 的非零特征值. 证明： 若 Jf 为一 M 于 A 的特征向量，则 J ： 在 A 的列空间 
中.因此，对应于 A 的特征空间为 A 的列空间的-个子空间. 

30■令 （ U p Wa ，…， iO 为 R B 的一组规范正交基，并令 A 是秩为1的矩阵 U|U 『 t …，的一个线性 

组合.若 

A = c] u]ul + + ”• + c^u M uJ 

证明 A 为一对称矩阵，其特征值为…* q ， 且对每一 i , %是 - 个禺于 g 的特征向置. 

31 -令4为〜矩阵，其各列元素之和等于一个固定常数&证明 S 为 A 的一个特征值. 

32■令; I ,和 A z 为 A 的不同特征值.令为 A 的一个堪于^的特征向量，并令 J 为 A T 的一个属于; b 的特征 
向量.证明 Jt 和: r 是正交的. 

33■令為和 S 为 rt X « 矩阵.证明： 
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U ) 若 A 为 AB 的一个非零特征值，则它也是 BA 的一个特征值. 
Cb ) 若 A 二0为的一个特征值，则 A = 0 也是石片的一个特征值. 
34. 证明不存在？ iX/i 矩阵 A 和使得 


[提示：见练习10和： a ] 
35 ,令 pu>=( — iru-— 屯 -,/ 


AB — BA = I 

一 〜 A _ a a ) 为次数的多项式^并令 

'^ h -] a„- z … a t 

1 0 … 0 0 

C。I 0 1 … 0 0 


0 0 … 1 0 
证明 i 若 a . 为 ma >= o 的一个根，则;^为一对应于 c 的特征向量 jr ^ air 1 ，； ir 2 , 
征值， 

Cb ) 用 u ) 的结论证明：若/•(^有打个不周的根，则 pu ) 是 c 的特征多项式, 

矩阵 C 称为 〆 }>的 友矩阵 （companion matrix ). 

36+练习 35( b ) 中的结论即使在 MA ) 的所有特征值并非全不同的情况下也是成立的. 1 E 明 如下： 
( a > 令 


JU 1) T 的特 


使用数学归纳法证明 


-a 袖 

D „ ( A ) ^ . 

-0 


一 A 

0 


… a % Oo " 

… 0 0 

… 1 — 


( b ) 证明 


detCD.Q)) ^ C- 1)" (aU" + a.-iA" -1 -h - + ^ A H- a Q > 
det(C — A !) = — A )(— A) M_l ^ det ( D n - s > = p(X) 


6.2 线性微分方程组 

特征值在求解线性微分方程组的过程中扮演了一个重要的角色.本节将讨论它们是如何用 
于求解常系数的线性微分方程组的.首先考虑一阶方程组 

y\ — 众 uyi -ha 12 y£ + *-■ 

y r i ^ ^y\ +a 22 ：ys + •，■ -^^i n y n 

» 

* 

a.\y\ 4 H-，*， + ^ ntt y» 

其中对每〜 = 为一个 C [ a ，6] 中的 函数. 若令 


'^ll 


r / -i 

yz 

M w T # 

t 

yz 

: 

且 y = 

» 

# 

■ 

/ 


则方程组可写为 
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Y f = AY 

y 和V均为 t 的函数.我们首先考虑最简单的情况.当〃=1时，方程组简化为 

y — Cl ) 

显然，任何形如 

_ y(0 - ce- (r 为任意常数） 

的函数均满足方程 （1). 当《>1时，这个解的一个自然的推广是取 

= 


其中^，…， x n ) t . 为验证这种形式的向量函数是可行的，我们计算导数 

Y 1 = X^x = XT 

现在，如果我们选择 A 为 A 的一个特征值，且^为属于 A 的特征向童，则 

AY ^ e^Ax = X^X = XY = Y f 

故 y 为方程组的一个解.因此，若 A 为 A 的特征值，且^为属于 A 的特征向量，则 e^: 为方程 
组的一个解.不论 A 是实的还是复的，这个结论都是成立的.注意到，若 h 和 h 均 
为 f = 的解，则也是一个解，因为 

( aY x +外/ 

= aAr } J rpAY l 
^ AiaY , + 阳） 

利用归纳法町得，若I，I为 y'=AY 的解，则任意线性组合 ql + m + cA， 也将是一 
个解. 

一般地，彤如 

Y f = AY 

的 rtX；! —阶方程组的解将构成所有连续向量值函数的向量空间的一个子空间.此外，如果我 
们要求在 ㈣ 时取预先给定的值 Y。， 则一个经典的微分方程定理保证了这个问题将有一 
个惟一解.形如 

Y r = AY, y< 0 ) -= Y 0 
的问题称为初值问题 （initial value problem), 

►例 1 解方程组 

^3 = 3^i + Ay 2 

y *2 = 3 ： y】+ 2y 2 

解 

厂 3 41 

A = 

13 2J 

12971 A 的特征值为 A】=6 及 A 3 = —1. 分别取和 A=A Z ， 求解 (A—Af>x=0， 得到 Xi = (4 t 3) T 为 
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属： fA 】 的一个特征向莆，且 4 = (1,— ])『为属于&的一个特征向量.因此.任何形如 

y + Czg^Xz 

_ Mqe 61 + W 
-3 Ci e Sr — Ci e '"* - 

的向置 函数均为方程组的一个解， 


YiO ) 


在例〗中，假设我们要求？=0时，有力=6 及力 =1.则 

'4o + c 2 
c 2 」 

由此可得0=1 及! ： 2 =2. 于是，初值问题的解为 

Y =e 6, Jd + 2e-^ £ 


j "4 ci + c 2 -[_ r$i 
LSti 一 （2 」 Ll J 


-3 e s , -2 e ' 


应用〗：混合物 


两个桶如图 6.2.1 所示连接在一起.初始时，桶 A 中有200升溶解了 60克盐的水，桶 B 中有 
200升纯水.液体以如圈所示的速度泵入和泵出两个桶.求每一时刻 Z 每个桶中盐的含量. 


水 

I Wmin 


混合物 

5L/mm 



图 


i. 2. 


解令 aG ) 和分别为时刻 i 时桶 A 和桶 B 中含盐的克数.初始时 

>(0> 


Y ( 0 ) 


— 「6 (T 

■ ^ 0^ 


⑻ 

由于泵入和泵出液体的速度是相同的，所以每一个桶中液体的总量将保持200升.每一个桶中 
盐量的变化速度等于盐泵入的速度减去盐泵出的速度.对捅盐泵入的速度为 


盐泵出的速度为 


( 5 L/min) -(端 g/L ) = ^ g/min 

(2 。 L/min) • 卜 
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因此，桶 A 中盐的变化速度为 

类似地，对桶 B , 盐的变化速度为 




f = 20yiM — 20^(0 _ _ y 2 U) 

^ 200 200 Tb ~~ ~ lo ~ 

为求得和 aG )， 需要求解初值问题 

Y - AV t y ( 0 ) 

其中 


A 


1 

1 

10 

40 

1 

1 

10 

"" 10 


「60 

’ n = L 


A 的特征值为 A i = —巧 ， i = — 15，相应的特征向量为 


文] 


U ] 


和 X Z 


12 J 


20 

它的解必有如下的 形式： 
当时，因此 
我们可以通过解 


求得^和^.这个方程组的解为 Cl = c 2 = 30. 因此，初值问题的解为 

30 e -3^0 + 30e— 


Y = qe jc t + c Z G~ l 

qXi + C 2 X 2 Vo 


-1 1- 

Tc\' 


■60- 

_-2 2- 

LC£ 


. 0. 


歷 


YU ) 


>^)1_ - 

L - 


⑴」 L 一 60e~ 3,/2 ° 4 eOe t/ZG 

复特征值 

令 A 为一 实矩阵，它有一个复特征值 A =^ + 6 i ， 并令 X 为属于 A 的一个特征向量, 
向量 x 可以分解为实部和虚部 ； 


Rex + i Imjr 


由于 A 的元素均为实的，可得—况也是 A 的一个特征值，它相应的特征向童为 


Tier ] + i Imxj 





Rex 2 H - i Inm 

: 

= 

Rexj 

+ i 

Imjcz 

- 

_ Rex „ + i Irn ： Trt 」 


_ Re ^^ 
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T^ejcj 

一 i Irru ： i~ 

X ^ 

Re^ £ 

一 i IriLr 2 

* 

# 

* 


Re^ 

—i 


ReJt — i Inxr 


且和 e A i 均为〜阶方程组 = 的解. 这两个解的任意线性组合也将是—个解因此， 
若令 _ 


且 


H- e*' x) ReCe^jc) 


^2 = grCe^JT — e n x) — Im(e^jc) 


则向量函数 l 和 I 为 JT ' eAF 的实值解.取 

e^jc =e c ^ ib)l x 

^e^Ccosbt -hi sinfe)(Rejc-hi Imx) 


的实部和虚部，我们得到 

►例2解方程组 

解令 


= e^Kcosbt) Rtx — ( sinbt ) Imx] 
V2 = t C cosir > Imjr + ( sinfe ) Rex] 

y\^ : Vi + 3^ 
y f 2=^— 2yx + 3 ， 


A 


. — 2 3 j 


A 的特征值为 A = 2 十〖和 I = 2 — U 相应的特征向量分别为 l + i) T &x = (U l _ i ) T . 

「 e&(cos 之 + i sini) 


e^x 


令 


及 


Le^Ccosi + i sinr)Cl + i )」 

e 2/ cos t 4 - ie 2t sin t 

Le z ' Ceos t 一 sin t) + ie 2f (cos t + sin ?) 

Le^(cos t — sin /) 」 


V 2 = ImiG^x) 


「 


e^sin 


则任何线性组合 


Le s * (cos t + sin t) J 
y ^ c^Yt 


将为方程组的一个解. 4 

若方程组 〆 = 的 nXn 系数矩阵 A 有《个线性无关的特征向量，则它的通解可利用我 
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们已经给出的方法 求得. 当 A 的线性无关特征向量数少于 n 个时 t 这个问题非常复杂，因此 
我们将这个问题的讨论推 迟到& 3节中进行. 

高阶方程组 


给定形如 

的二阶方程组，可以令 


将其转化为一阶方程组.若令 
及 
则 
且 


Y v = A,Y + A 2 Y f 

3Vh y\ (t) 
y»+2 (t) = y f 2 U) 

晷 

i 

九⑺二 yl (0 

Vi = y (yi 
Y 2 =Y* = (3VH1 ， … ， : y 2 «) T 
Y\^ OY, + 1Y 2 
Y f , = A,Y x -\-A 2 Y 2 


这些方程可组合成 2 nX 2« 一阶方程组 



若当时， Y , = Y , 且 F 2 = Y ', 则初值问题将有惟一解. 

►例3求初值问题 

y [= 2 y } + + y \-^~ y \ 

y \ = ~ + + 5^1 — y 2 

yi (0) — y z (0> ― y\ (0> — 4, y\ CO) 4 
解令 h = 旦则可得一阶方程组 

y \ = yt 

y f t ^ yi 

y 3 = 2yi + y 2 + : y 3 + 夕 4 
y\ =— 5^i + 2y z + 5y s — 


这个方程组的系数矩阵为 
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As = 3, 二一 3 


特征值为 

Ai ~ 1 1 Aa =一 1， 

对应这些特征值的特征向量为 

x ] = (1，一1，1，一 1) T ， 

A = (l ， l ， 3,3) T f 

因此其解将形如 

Cl Xi e f + a x 2 e _f + c 3 JC 3 e 3f + x 4 e ’ 

可以使用初始条件求得 q ， c 2 ， （： 3 和^当 i = 0 时，我们有 

C\Xi -f- c z x z H-c 3 jf 3 + c 4 x 4 — (4 1 4* — 4) T 

或等价地. 


Xi = 


(1，5 ， 一 1 ，一 S) T 
(1 ，一 5 f 一 3, 15) T 


- 1 11 r 


_ ^r 


' 4 _ 

一 1 5 1-5 


C 2 


4 

1 — 1 3 — 3 




4 

- 1 - S 3 15 - 


Sa- 


-4_ 


这个方程组的解为 c =(2, 1， 0> T t 因此初值问题的解为 

Y = 2x l ^^x z e^ + x i e i 

于是， 


"^r 


' 2e f + + e 3 卜 

yt 


-2e f + 5e^ f + ^ 

f 

yi 


2d — -f 3e 3r 

t 


2e f — Se- 1 + 3e\ 


一般地，如果有形如 

= A 1 Y-\-A 2 Y / f^- 
的 m 阶方程组，其中 A 4 .为一 W X 穴矩阵，可令 

Yi = Y 2 =Y f lf ^ f y i 
将其转化为一个一阶方程组. 最终 我们得到一个方程组 

O I O ，“ 
O 0 J - 


O 




w —1 




Y f z 

i 

* 

* 

_ 

y f ^ 

_K _ 


% r t 

…， 


O 

O 


yi 


O O … J 

As *** A m l [ V ffl 

另外，若要求当时， y ， …，取给定的值，则此问题将仅有一个解. 

若方程组仅形如通常无需引入新的变量.在这种情形，只需计算 A 的特征值 
的 m 次方根.若 A 为 A 的一个特征值，为属于 A 的一个特征向量，^为 A 的一个 w 次方根， 
且 Y =^ JC ， 贝 SJ 


且 


产 == XY 
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因此 ， y = 为方程组的一个解. 


应用2:简谐运动 


在图& 中，两个物体通过弹簧相连，且端点 A 和 B 固定.物体在水平方向可以自由 
运动 * 假设这三个弹 簧是相 同的，且初始时系统处于平衡位置.将一个外力施加在物体上，使 
得它产生运动，在时刻“物体在水平方向上的位置分别记为 n U ) 和工 2 (0.假设没有阻力， 
例如摩擦力.则在时刻 G 作用在物体叫上的力仅来自弹黄 I 和 2. 来 自弹簧1的力为 一 , 
来自弹簧2的力为 Ha — a ). 根据牛顿第二定律， 


mix[ (t) =— kx' + — jti ) 

1 rtJi 9 i 



JT] XI 


图 S. 2, 2 


类似地，作用在第二个物体上的力仅来自弹簧 2 和 3. 再次利用牛顿第二定律，得到 


干是，最终得到二阶方程组 


mtXt (f) =— kixt — > — fca:- 




k 


( 2 xi — xO 


- - C — 工 J +2 工 2) 

m z 

现在假设 = 6 = 1, il 两个物体的初始速度为每秒十 2 个单位-为求出以 r 为变 

量的位移函数 A 和^，我们将方程组写为 

^ = AX <2) 


系数矩阵 


A 


一 2 
_ 1 


2」 


的特征值为 A : = — 1和 A £ = — 3. 对应于 A !， 我们有特征向量 h = (1， l> T &m = ± i . 因此 
^ Vl 和 e — Vl 均为 （2) 的解.由此可得 

+ e H( )vi = CRee iI )v 1 = (cosr)vi 


及 


2i 


r(e^ — e _iI )vi — (ImeOvi = (sinf)vi 


均为 （2) 的解.类似地，对 A 2 = — 3，我们有特征向量 Vi=<l ， 一1) T 及 17£ = 士7^，由此得 

( Ree ' /5： i ( ) v 2 — Ccos -/^ Ov 3 
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(Ime 1 ^ tf )v 2 (smv^£) v 3 

也均为 （2) 的解,，因此通解将形如 


(cos ；}vi + c z (sin -h (cos-/3 t)v 2 + c“sin V5V) 


__ Ci cost + c t sim + c 3 cos 4-c d sin ^/df 
Si cos/ Cz sin£ ™ ca cos ^/3^^ — c 4 sin 

当 t =0 时*我们有 


由此可得 


^<o) = ^ 2 <0) = o 和 x\m ^ j ：； co) = 2 


因此 

于是，初值问题的解化简为 


ci + c a = 0 c 2 + V 3 q = 2 

和 

Q = 0 ^ = Z 


Cl = c 3 = c 4 = 0 且 c 2 = 2 


：¥(£) = 


'2 sinr 

_2sinf- 


物体将以频率 1 和振幅 2 振荡. 


國 


应用3:建筑物的振动 


作为另外一个物理系统的例子，我们考虑建筑物的振动.若建筑物有 A 层，则可以用向董 
函数 %(0) T 描述时刻 t 时楼层的水平偏差.建筑物的运动可以模 
型化为一个二阶微分方程组 

MV'O = KYCt) 

廣量矩阵 （mass matrix ) M 为对角矩阵，其元素相应于每一层的集中重量.刚度姐阵 （stiffness 
matrix ) K 的元素取决于支撑结构的弹性常数.方程组的解形如其中 


的属于特征值 A 的特征向量， 

练习 

且 C 为 A 的平方根. 



1. 求下列每一方程组 的通解> 

(a)^[ = -h yt ' 

(b)j ^； = 2 y 1 +4^? 

( oy 产 

yv — 2： y s 

yi = ~2 yi 十 

yi = ^yi 一 3% 


— 2 yi H -4^2 

(^)yt =3?】 —yz 

( e)yi —3 yj —2 y t 

( f)y 卜 

yi 十； ya 

y ^— y \ + > 2 

yz —2 y ! +3 力 

y 2 = 




— 

yt +3% 

2. 求解下列初值问題 . 




Ca)^ = +2^2 

f0> = 3, yz CO) = 1 



yi = ^yi — yz 

( b ) j ； = yi ~~ 2 y ^ 

>i C0) = I* >2 CO) = — 2 



y r 2^ Zy x -\- y z 
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to 7 ； 

— ^■y\ — 

yi (0) ~y^ (0) 

=y s m=2 

f 

^ yi 



t 

= yt — 



(d)y[ 

=yi^2 yit 

y} (0) — y t (0) 

= 11 (0) 


y f 3 — >] + yt +% 


3- 给定 

y - QeVj ：，+ c ! e V Xs -| - \- Cn 

为初值问题 

v f ■= ay , ym - F 0 

的解. 

( a ) 证明 

y<i = c*i & 十 q + … + tvc n 

Cb ) 令 X = U " …，及 c = U _ ，…， c „> T . 假设向最4，…，线性无关，证明 
^有两个桶，每一个桶装有100升混合物.初姶时，桶 A 中的混合物含有40克盐，而桶 B 中的混合物含有 
20克盐.液体如下图所示泵入和菜出.求时刻 i 时每一个桶中盐的含盘. 


lAin 





5* 求下列各问题的通解， 

(a)^— (b)y^^2yj +y 2 

y2=y\ +3^ 2 yt=2y 2 +>I 

S . 求解初值问题 


y\ =-y!+2y 2 

y \^ 2 yi -\- 2 yi — y 2 

：^(0) = U 於 （0) = 0， y\m = 3, y B (0) 2 

7. 在应用 2 中，假设解形如: n =〜 s 〖 n ^, 将表达式代人方程组中.并求出频 

串及振幅〜和 
S - 用初始条件 

^ C 0> = ^ CO ) - I , j ：] C 0) = A 及 xU0) - 2 
求解应用2中的问题. 

9. 两个物体采用如右图所示的方式用弹黄相互连接.两个弹簧有相同的弹性常数 t 且第一 
个 弹篑的一个端点是固定的.若 A 和而表忝从平衡位置开始的位移，给 出一个 描述该 
系统运动的二阶微分方程组. 
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10 - 三个物体以如下图所示的方式与两个端点固定的一系列弹簧相连+假设所有弹簧有相同的弹性常数，并令 
和 a Cl ) 表示在时刻，物体的位置. 


A 




m 2 



< a > 给出一个描述该系统运动的二阶微分方程组. 
(b) 若叫 k=\, 


求解该方程组. 
n . 将 n 阶方程 


(0) — ■r z (0> = CO) = 1 

^ i <0) = ^ Ci ( O ) = — 0 


y tni =v+ a ：/+ … + 

通过 令为二 y 及〜 ，（）= 2， …，转化为一阶方程组 * 求方程组的系数矩阵的恃征多项式. 


[3061 


6.3 对角化 


本节讨论将一个 nX ” 矩阵 A 因式分解为形如的问题，其中£>是对角的.我们将 
对这种分解的存在性给出一个充要条件，并给出一些例子.下面从证明属于不同特征值的特征 
向量线性无关 开始. 

定理 6.3*1 若 L ， A ?， …， A * 为一个 ?7 X W 矩阵力的不同特 征值， 相应的特征向量为 X 』， 
々，‘，■,&，则 a ， ”*， a 线性无关. 

证令 r 为由^ ，…， 心张成的 IT 子空间的维数，并假设 r < A . 我们可以假设（如果需 
要，将々和; U 重新排列） A ，…， A 是线性无关的.由于…，^， 4 + 1 是线性相关的，因 
此存在不全为零的标 Mq , …， Cm G +1 , 使得 

ClXi + …+ C^Xr -\~ Cr ^X r +l = 0 

注意到0 +] 必不为零 i 否则…， 心应为 线性相关的. 所以 C … 

不能全为零.用 A 乘以 （1), 我们得到 

ci Ac ； 十 ■" + c ^ Ax ,. - f - c r+i Ax r+i = 0 
或 

CiAi Jfi + … + c _ HA , + l x r+1 — 0 

(2) 减去 （1) 的 A , + 1 倍，得到 

Ci (Ai — A,+i) a + .“ + —Xr+i }x r — 0 

这和 A ，…， A 线性无关矛盾.因此， r 必等于為. 

定义若存在一个非奇异的矩阵 X 和一个对角矩阵使得矩阵 A 满足 

X~ J AX = D 

则称 A 为 可对角化的 （ diagonalizable )* 称 X 将 A 对角化 （ diagonalke ). 

定理象土 2 —个矩降4是可对角化的，当且仅当 > i 有? 7个线性无关的特征向量， 

证 假设矩阵4有〃个线性无关的特征向量 A ， 心，…， X ，.对每一个“令 A . 为 A 的对 
应于&的特征值.（某些 I 可能相等 .） 令 X 为一个矩阵，对 j = 其第 j 列向量为_ 


(1) 

A + i 古❶ * 因此，…， c > 

( 2 ) 

_ 
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由此可得 * ^ j ^= A '，为 AX 的第 j 个列向贵.因此 

AX ^ (AjT] ,Ax t r^fAx„) 
， A 2 x” … 丄 :t rt > 

「 A ; 


<Xi , x z 广. ，毛） 


XD 


Az 




由于义有〃个线性无关的列向童，可得X为非奇异的，因此 

D = X - 1 XD = X^AX 

反之，假设 A 为可对角化的，则存在一个非奇异矩阵X ，使得 = 若 x lt x 2t …， x „ 
为X的列向量，则对每一 j， 

Ax j ~ XjXj (Aj — ) 

因此，对每一乃 A, 为 A 的特征值，且;^为 A 的属于&的特征向量.由于X的列向童是线性 
无关的，因此4有〃个线性无关的特征向量. ■ 

注 L 若 A 为可对角化的，则对角化矩阵X的列向量为 A 的特征向量，且 D 的对角元素 
为 A 相应的特征值. 

2. 对角化矩阵X不是惟一的.把给定对角化矩阵X的各列重新排列*或将它们乘以一个 
非零标量，将得到一个新的对角化矩阵. 

3. 若4为的，且 A 有《个不同的特征值，则 A 可对角化，若特征值不全相异，则 
A 是否可以对角化取决于 A 是否有 n 个线性无关的特征向量. 

4. 若 A 为可对角化的，则 A 可分解为乘积 
从注4中可得 

A 2 = ( XDX ^ XXDX - 1 ) = XD ^- 1 


且一 般地， 


A* =XD*X 
Ui> J 

i 

X 

L 


a,) J 


a n )*J 


x - 1 


_ —且我们得到了一个因式分 解 a = xdjt \ 则很容易计算 A 的幂次, 

►例1令 

P2 —31 


A 


L 2 — 5 
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A 的特征值为 ; u = l 和 A 2 =-— 4 . 相应于我们有特征向量々=<3, 1广和々=(1， 2) '令 



可得 


及 


►例2令 


AX 


L 〜1 


0 _ 

L0 — 4. 


3 」 


P 2 一3， 


L 2 


5- 


XDX - 1 


「3 

^Li 



_ 3 一 1 -T 
A = { 2 0 — 2 

^ -1 -1. 

容易看到. A 的特征值为1=0, A 2 = l ，h = L 对应于我们有特征向量（1，1, 1) T , 
且对应于 A = 我们有特征向量（1，2, 0)7和（1，0, 1)\令 


可得 




尽管 A =] 为多重特征值，但矩阵仍可对角化，因为它有三个线性无关的特征向量.乂注意到， 

A fc ^ KD k X~ l ^ XDX- 1 ^ A < [309] 

若一个 nX 巧矩阵 A 有少于 n 个线性无关的特征向量，我们称 A 为退化的 （ defective ) .根 
据定理 6. 3. 2, —个退化矩阵是不可对角化的. 
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►例3 令 



A 的所有特征值均 等于： [ + 任何对应于 A = 1 的特征向量必为& =(1， 0) T 的倍数.因此 A 是 
退化的*且不能对角化. < 

►例4令 



A 和13均有相同的特征值 


Ai = 4， = Ag ~ 2 

A 对应于 At =4的特征空间是由&张成的，且对应于 A = 2 的特征空间是 由&张 成的.由于 A 
仅有两个线性无关的特征向量，所以它是退化的.另一方面，矩阵 B 有对应于1=4的特征向 
量4=(0, 3> T , 且特征向量4 = (2，1，0厂及4对应于 A = 2. 因此 B 有三个线性无关的 

特征向量，故为非退化的.尽管 A =2 是重数为2的特征值，但矩阵 S 仍是非退化的^因为它 
对应的特征空间的维数为 2. 

从几何上看， 矩阵 B 的作用是将两个线性无关的向量缩放一个興子 2. 由于特征空间 N ( B -2 I ) 
的维数为2，所以可以将特征值 A = 2看成几 何重数 （geometric nuiltiplicity ) 是2 .另 一方面， 
矩阵 A 仅将沿着 z 轴的向量缩放因子 2. 此时特征值；2的代 数重数 （algebraic multiplicity ) 
是2,而 dimiV(A — 2 J ) = 1，所以它的几何重数仅为 1( 见图 6.3.1), 



应用丨：马尔可夫链 


6.1 节我们学习了一个简单的预測某一特定城镇中每年巳婚女性和单身女性数量的矩阵模 
型.给定一个初始向贵知，其坐标表示当前已婚女性和单身女性的数量,我们可 K 通过计算 

— Axq ^ =■ Ax I t AlX £ ? 

预测今后巳婚女性和单身女性的数量*若将初始向量进行缩放，使得其包含的元素对应于已婚 
女性和未婚女性占总人口的百分比，则 A 的坐标将表示 n 年后已婚女性和未婚女性占总人口 
的百分比.采用这种方法得到的向量序列就是马尔可夫链的一个例子，马尔可夫链模型出现在 
广泛的应用领域中+ 

定义 对一个试验序列，若其每一步的榆出都取决于概率，则称为一个随 机过程 
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(stochastic process ). 马尔可夫过程 （ Markov process ) 是随机过程，它有如下性质： 

I . 可能的输出集合或状态是有限的， 

H . 下一步输出的概率仪依赖于前一步的输出. 

HI - 概率相对于时间是常数. 

下面是一个马尔.可夫过程的例子. 

►例 5( 汽车出租> 一个汽车商出租四种类型的 汽车： 四门轿车、运动车、小货车和多功能车 
CSUV ). 出租的租期为2年.在每一租期结束时，顾客需要续签出租协议，并选择一辆新汽车. 

汽车出租可看成一个有四种可能输出的过程.每一种输出的概率可以通过 M 顾以前的出租 
记 录进行 預測. 这 些记录 表明，80% 现在粗用 轿车的顾客将在下一个租期继续租 用它. 此外， 
10%现在租用运动车的顾客将改租轿车.另外，5%的租用小货车或 SUV 的顾客将改租轿车. 
这些结果汇总在表1的第一行中.笫二行表示将在下一次租用运动车的顾客的比例，后面两行 
分別给出将租用小货车和 SUV 的百分比. 


表1车辆租用的转移槪率 



当前 

粗用 


>次稆用 

轿车 

运动车 

小货乍 

SUV 

0 . so 

0. 10 

0* 05 

0.05 

备车 

0. 10 

0+80 

0.0 S 

0-05 

运动车 

0, 05 

0. 05 

0.80 

0. 10 

小货车 

0, 05 

0,05 

0. 10 

0. 30 

SUV 


假设初始时出租了 200辆轿车，其他三种类型的车各100辆.若令 




V. 80 

0,10 

0. 05 

0* 05- 


100- 



0. 10 

0-80 

Q* 05 

0. 05 


100 

A = 


0. 05 

0. 05 

0. 80 

0-10 

f ~ 

100 



_0, 05 

0. 05 

0. 10 

0, 80_ 


.100- 


则可以通过令 


Xi ™ — 


0* 80 0* 10 0. 05 0, 05- 


r200i 


-180, 

0. 10 0. 80 0. 05 0. 05 


100 

. 

no 

0.05 0* 05 0,80 0.10 


100 


105 

_0. 05 0, 05 0. 10 0* 80- 


J00 」 


_105_ 


求得两年后租用每种类型的车辆将各有多少人. 

为预测将来人数，可令 

心十】 = Ax nf n — 


采用这种方法产生的向量 A 称为状态向量 ( state vector ) ,状态向董的序列称为马尔可夫链 
(Markov chain ). 矩阵 A 称为转移矩阵， A 的每一列元素均为非负的，且它们的和为 1. 每一 
列可以看成是一个挺率向量 （ probability vector ) . 例如， A 的第一列对应于当前租用轿车的顾 


客.这一列中的元素对应于当租用进行更新时选择每一类汽车的概率 ■ 

一般地，如果一个矩阵的元素是非炎的，且每一列元素的和为 I 则这个矩阵称为随机的 
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( stochastic ). 随机矩阵的列可以看成是概率向 i , 

若将初始向量除以 500( 顾客的总人 数)， 则新的初始状态向量心=(0.40, 0.20, 0. 20, 
0*20) T 的元素表示租用每一类汽车的人数所占的比倒 ■ 々的元棄将表示下一次租用时的比例. 
因此知和太1为概率向量 I 容曷看出链中后续的状态向量将全部为概率向量， 

这个过程的长时性态由转移矩阵 A 的特征值和特征向量决定 • A 的特征值为 ； u = l ， A , =0.8, 
A 3 = A 4 =0.7, 尽管 A 有多重的特征值，伹它仍有四个线性无关的特征向量，因此它可以被对 
角化.若用特征向量构造对角化矩阵 Y , 则 
A ^YDY~ V 


可通过令 


「1 



一 1 


0 

8 

To 

0 

0 


0 

0 

7 _ 

To 








2 


0 


jc m 

25 , —a 05 , 0 , 0 . 10 ) T 
=Y( 0 . 25 , — CL 05 ( 0 , 8 广， 0 , 0 . 10 ( 0 . 7 )") T 



- 1 - 


-一 r 


"i' 


1 


- 1 


—1 

0 . 25 


- 0 . 05 ( 0 * 8 ) B 

1 

+ 0 , 10 ( 0 , 7 > ft 

0 


_ 1」 


. 1 , 


_ CL 


计算状态 向量， 当”增加时，趋向一个稳态向量 


x = < 0 * 25 , 0 * 25 , 0 , 25 , 0 , 25 ) T 


因此利用马尔可夫链模型预測，经过较长时间后，租用将平均地在四类汽车间分配， 4 

一般地，在马尔可夫链中，假设初始向量 jc 。 为概率向貴，这赛味着所有的状态向量均为 
概率向量.我们可以期望，着该链收敛到一个稳态向1 X ,则这个稳态向量必然也是一个概率 
向量.这事实上是下面定理中出现的情况. 

定理 <5,3.3 若一个有转移矩阵 A 的马尔可夫链收敛到一个穗态向量 X ,則； 

Ci>Jf 为一个概率向量. 

( iDA ^ l 是 A 的一个特征值， JLx 为属于的特征向量. 

证 （ i ) 用 if ， …，工夕 ） T 表示链中的第是个状态向量.每一个 x t 的元棄均为 
非负的，且其和为 1. 对每一夂极限向量 x 的第 j ’ 个元素满足 

Xj = limO 0 


且 
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A + 工 2 + … 十工， = limtxj* 3 + 工盖 *〉+ …— 1 

i - fc-ocs 

因此，稳态向量为一个概率向量. 

0 i > 我们将留给读者证明 幻=1 为 A 的一个特征值.（见练习 25.) 由此可得 a ： 为属于 A , =1 
的特征向量，因为 

Av = A ( linu ：*> = limCA ^ f *) = linuc^i = x ■ 

一般地，若随机矩阵，则 Ai = l 为 A 的一个特征值，且其余的特征值满足 

1 I < 1 1 2’3 f .“，《 [JiJl 

(见 7.4 节练习 24.) 当 Ai = l 为转移矩阵 A 的主特征值 （dominant eigenvalue ) 时，可保证马尔 
可夫链存在稳态向 1. 矩阵 A 的一个特征值 L 称为主特征值,若 A 的其余特征值满足 

I K 1<1 A! U j = 2,3,…， w 

定理 6 ,3*4若 A 』 =1为一随机矩阵 A 的主特征值，则转移矩阵为 A 的马尔可夫链将收敛 
到稳态向量. 

证当 A 可对角化时，令 h 为一对应于 h = l 的特征向董，且令…， h ) 为 
将 A 对角化的矩阵.若£：为（1， ]) 元素是 h 其他元素是0的矩阵，则当 Jfe — oo 时， 

ki ] ri 

D k = % . ― ° , = E 

- A；J L 0 _ 

若心为 任一初始概率 向量， 且，则 

x k = A k x Q — YD * Y _1 jc 0 = YD A c VEc — YCc ] ei > = cj 
因此，向量为马尔可夫链的稳态向量. 

当转移矩阵 A 为退化的，且主特征 值为 ； U = 1 时，仍可使用称为 A 的若尔当标准型 
(Jordan canonical form) 的特殊矩阵 / 证明结论，这个主题在本书附加的网页材料（第 9 章）中 
进行讨论*在那一章中将证明，任何 nXn 矩阵 A 可被分解为一 S 其辛 J 为一个上双 
对角矩阵，其主对角线上的元素为 A 的特征值，且0和1在主对角线元素的上方.可以证明， 

若 A 为随机的，且其主特征值为则当是 4 oo 时，将收敛于 E . 因此， A 退化时的证 
明与前面证明中将对角矩阵 D 替换为双对角矩阵 J 后是一样的， ■ 

并不是所有的马尔可夫链都收敛到稳态向量.然而，如果转移矩阵 A 的所有元素均为正 
的，则可以证明存在着惟一的稳态向量且对任意的初始概率向董 A ， A " jt。 将收敛到； t . 事 
实上，这个结果在#有严格的正元素，甚至 A 可能有一些0元素的情况下也是成立的.一个转 
移矩阵为 A 的马尔可夫过程，若 A 的某幂次的元素全为正的，则称其为正则的 （regular). 

6,8节中我们将研究正定矩阵，即所有元素均为正的矩阵.其中的一个重要结论是由佩龙 
给出的定理.佩龙定理可用于证明，若一个马尔可夫过程的转移矩阵 A 是正的，则义!^}为 A 
的主特征值. [3 U 


应用2:网页搜索和网页分级 


一种常用的在网络上检索信息的方法是使用一个可用的搜索引擎用关键字进行搜索.一般 
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地，搜索引擎将找到所有含有搜索关鍵字的网页，并按照其重要性进行分级，通常，有超过 
200亿用于搜索的网页，且差不多找到20 000个网页和所有关键字匹配是非常常见的，在这种 
情形，搜索引擎将网页分级为第一和第二完全取决于你搜索的 信息. 搜索引擎是如何对网页进 
行分级的呢？在这个应用中，我们将描述某搜索引擎所使用的技术. 

用于网页分级的 PageRank 算法,事实上是一个依赖于网络连接结构的巨大的马尔可夫过 
程.该算法最初的构想是由斯坦福大学的两名大学生提出的.他们 （Unr Page 和 Sergey 
Brin ) 使用该算法开发了网絡上广泛使用的、非常成功的搜索引擎. 

PageRank 算法将上网冲浪看成是随机过程.该马尔可夫过程的转移矩阵 A 为 n X n 的- 
其中”为所搜索的网站的 总数- 阿页分级计算被称为“世界上最大的矩阵 计算' 因为 n 的当前 
值已经超过了 200亿.（见参考文献 1. ) A 的第（“ >) 元素表示网上随机冲浪时，从网站）到网 
站 f 的概率*网页分级模型假设，冲浪总是按照一个固定的次数百分比沿着当前网页中的链接 
劍览，或者随机地链接到其他网页. 

例如，假设当前网页编号为且它有五个到其他网页的链接，还假设用户将以85%的概 
率沿着这五个链接浏览，以15%的概率随机地转移到其他网页.若从网页 > 到网页 f 没有链 
接，则 


£t-ii = 0 . 15 丄 

’ n 

若网页 j 包含一个到网页 〖的 链接，则一个人可能沿着这个链接到网页£，也可能隨机链接到 
网页 L 此时 


a , = 0. 85 •冬 + 0, 15 * 丄 

5 71 

若当前网页 j 没有到其他任何网页的超链接，则该网页被认为是一个悬桂网页 (dangling 
page ), 此时假设网上冲浪将以相等的概率链接到网絡上的任何网页，我们令 

a {j = 1 ^ ^ n <3) 

n 


更为一般地，令表示从网页 j 到其他网页的链接数量.若 Hj ) 关0，网上冲浪的人仅 
沿着当前网页上的链接前进，且总是沿着其中之一前进，则从 j 链接到 i 的概率为 

如栗有从 J 到 i 的链接 

rriii = ^ 

[3 l 5 l Lo 否则 

当网页 j 为悬挂网页时，我们假设网络冲浪者将链接到网页〗的概率为 

1 

若利用可加性假设，即冲浪者将以概率户沿着当前网页中的链接到其他网页，或以概率1一户 
随机地链接到其他网页，则从网页 j 链接到 〖的 概串为 




pfn ^ + (1 — p ) —— 

71 


⑷ 



特征值 


279 


注意 * 当）为悬挂网页时，方程 （4) 简化为方程 （3). 

由于冲浪的隨机性， A 的第 j 列中的每一元素都严格 是正的 +由于 A 有严格正的元素，所 
以利用佩龙定理 （6. 8节）可证明马尔可夫过程将收敛到一个惟一的稳态向量 a x 的第々个元 
素对应于较长时间随机冲浪后最终到达网站 A 的概率+稳态向量中的元素给出网页的分级 . 心 
的值确定了网站々的总体分级 ■ 例如，若工*为向量 j : 的第三大元素，则网站6将有第三大的 
总体网页分级*进行网页搜索时，搜索引擎首先寻找所有和关鍵字匹配的网页，然后将这些网 
页按照 它们的网页分级递减的顺序列出来. 

令且令《为 IT 中的一个向量，其所有元素均为1_矩阵 M 是稀疏的，即它的 
大多数元素等于 0. 若令则 E 是一个秩为1的 nXn 矩阵，且可将方程 （4) 写为矩 
阵形式 

A — pM + 一 = pM -h ^ ~ ⑸ 

n n 

因此， A 是两个具有特殊结构的矩阵的和.力求稳态向量，我们需进行一系列乘法 

= Axj » y = 0 ， 2,… 

如果利用 M 和 E 的特殊结构，这个计算可以大大 简化. （见练习 27.) 

参考文献 

1. Molcr* Cleve* * f The World's Largest Matrix Compulation w T MATLAB New 忘 & Notes, The 
Mathworks, Natick* MA, October 2002 1 

2. Page ， Lawrence? Sergey Brin, Rajeev Mot wan i T and Terry Winograd，“The PageRank Citation 
Ranking ： Bringing Order to the Web”，November L999, (dbpuhs* Stanford, edu/pub/1999-66) 


应用 3: 伴性基因 


伴性基因是一种位于 X 染色体上的基因.例如，红绿色盲基因是一种隐性的伴性基因. 

为给出 一 个描述给定的人群中色盲的数学模型，需要将人群分成两类——男性和女性.令工产_ 
为男性中有色盲基因的比例》并令 x 严为女性中有色盲基因的比例.[由于色盲是隐性的，女 
性中实际的色盲比例将小于 4'] 由于男性从母亲处获得_个叉染色体，且不从父亲处获得 x 
染色体，所以下一代的男性中色盲的比例4” 将和上一代的女性中含有隐性色盲基因的比例相 
同. 由于女性从双亲处分别得到一个 x 染色体 ，所以下一代女性中含有隐性基因的比例 
将为 I 严和: rP 的平均值.因此 

+ 如严 =# 

若 x 严则将来各代中的比例将保持不变.假设 I 严关且将方程组写为矩阵 方程： 



令 A 表示系数矩阵，并令表示第 （n + 1) 代男性和女性中色盲的比例.于是 
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为计算 A ' 注意到 A 有特征值 1 和因此它可分解为 乘积： 


故 


于是 



__ 3 

= ^ 严 +24 0> 

: 3~^_ 

_当代数增加时，男性和女性中含有色盲基因的比例将趋向于相同的数值.如果男性中色盲的比 
例是且经过若干代没有外来人口加入到现有人口中，有理由认为女性中含有色盲基因的比 
例也为 A 由于色盲基因是隐性的，所以可以认为女性中色盲的比例为因此，若1%的男 
性是色盲，则可以认为101%的女性是色盲. 


矩阵指数 

给定一个标量 a ， 指数^可以表示为一个幂级数 

~ 1 + a + 十去 a 3 十… 

类似地，对任何 nXn 矩陣 A , 可以定义矩降指教 （matrix exponential ) e A 为一个收敛的幕级数 

e A = r + A + & A 2 +& A 3 + … W 

矩阵指数 （6) 出现在大量应用问题中.在对角矩阵的情况下 

A 1 


D = 




A m 
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容易计算矩阵 指数: 


e D = lim f J + D + J7D 2 + -h — 

m—ro \ i I fjf [ 

§ 如 


lim 


「0 


s 扣 


e A a 


e \ 

对一般的 nXn 矩阵 A ， 计算矩阵指数是比较困难的，但是，若 A 是可对角化的，则 

A* -= XD*X 1 f k =- 1,2,… 

e A =x(/-hD + 六 D 2 + ~L^ + - )X_i 

= Xe D X ~ 1 


►例 6 求 〆 ，其中 


A 


— 2 —6 


圃 


及 


解 A 的特征值为 Ai = l 和 其特征 向量为 a = ( — 2， = ( — 3, 1) T . 因此 
A - XDX- 1 


e A - Xe D X 


，一 2 

-3. 

「1 


「 1 3- 

-1 

U 

Lo 

oJ 

•一 1 一 2- 

‘一 2 

— 3 — 

~ e J 

0 - 

「 1 3 

. 1 

U 

-0 

e °- 

■= 1 - r 2 


■3 一 2 e 6 一 6 e J 


矩阵指数可以用于求解 6. 2节中学习的初值问题 

v y = Ay , yco > = y & 

当只有一个未知贵时， 

y ^ ay t y(0 ) 亡 y 0 

的解为 

y = 


(7) 


( 8 ) 


我们可以将这个结论推广，并用矩阵指数一表示方程 （7) 的解.一般地，一个幂级数在其收敛 
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半径内可以逐项求导，由于/的展开式的收敛半径为无穷，我们有 

i ^- i { 1+ tA + k ^ + k iAi+ '") 

-(A + M E +^ A 3 +-) 

=A(r + £A+^A 2 + …） 

如 (8) 中，若令 

VCO = e^Vo 
则 

Y f = = AY 

且 

FCO) ^ Y 0 

因此， 

Y f = ay, y(o) = r Q 

的解化简为 

Y = (9) 

尽管这个解的形式看起来和 6.2 节中的解不同，危它们没有本质的区別. 6.2 节中的解可表 
示为 

Ci + c^ l x 2 H - -\~c n 

其中 A 为属于; U 的特征向量，£=1，…， n. 满足初始条件的 q 可通过求解方程组 
厂 m Xc - y D 


得到，其系数矩阵为 A). 


若 A 为句对角化的，我们可将 （9) 写成 

Y - XeHo 


因此 


Y = X^c 


= ，… ， jO 


y - 

c 2 



综上所述，初值问题 (7) 的解为 


—ci +“* + (：« eVj% 

Y = ^ Y 0 


若 A 为可对角化的，这个解又可写为 
Y =m 

+ … +c„ ^ x H Cc = X^ 1 ^) 
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►例7用矩阵指数求解初值问题 


y ' = ay \ y ( o > ^ y , 


其中 


A 


■3 4 
.3 2 . 

(这个问题在 6. 2节中的例1中已经求出 .） 

解 A 的特征值为和 = — 〗，其特征向量为 Jt ]=(4， 3) 7 和心=(1， 一1) T . 因此 




7 


Lt ^tJ 


13201 


且其解为 




"4 

nr^ 0 ' 

-3 一 

1 」 1_0 e' 


7 

3 

if 


4 

7」 


4e^ H- 2e _1 " 
3e S/ -2e' 


比较它和 6.2 节例 1 中的解. 

►例 8 用矩阵指数求解初值问题 


Y f = AY , V <0) == n 


其中 



‘0 

1 

O' 


_2 - 

A - 

0 

0 

1 

， Vo = 

1 


0 

0 

0 


4 


解 由于矩阵 A 是退化的，我们使用矩阵指数的定义计算 e ' 注意到所以 

， =/ + iA + 

1 t t 2 )1 
0 1 t 

0 0 1 


初值问题的解为 


Y o 

1 t f} It 

0 1 t 

Lo o i 


" 

Z 


~Z^rt + 2t^ 


1 

= 

1 + 4 ； 


_4. 


u 4 _ 


圓 


练习 


下列各题中 * 将矩阵 A 分解为乘积 XDX 1 ， 其中 D 为对角矩阵. 
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CaM = 

fc 0 i- 

.1 0- 

(b)A = 

- S 

_ —2 

J 

(c)A^| 

■2 ~8i 

-1 = 4 - 


-2 2 1- 


* 1 

o o- 


■1 2 

一 1 ， 

{d)A — 

0 1 2 

(e)A = 

-2 

1 3 

(0A = 

2 4 

-2 


.0 0 一 L 


.1 

1 -1. 


-3 6 

一 3 - 


2. 对练习 1 中的每一矩阵_利用因式分解 XDX — 1 求 

3. 对练习1中的每一个非奇异矩阵，用因式分解 XDX _ ] * A ' 

4. 对下列各题，求矩阵 B , 使得九 




-9 

— 5 3- 

- 2 I- 




i-2 - 1 _ 

( h ) A ^ 

0 

4 3 



-0 

0 1- 


5. 令 A 为一非退化的 n x n 矩阵，其对角化矩阵为兄证明矩阵对角化 A T . 

6. 令 A 为一可对角化矩阵，它的特征值全为1或者一 1. 证明九 

7. 证明任何形如 


~a 1 (T 
0 a I 
J ) 0 b - 

的 3 X 3 矩阵是退化的. 

8. 对下列各题，求标贵 a 的所有可 能值， 使得矩阵是退化的，或者证明这样的值是不存在的. 


‘1 1 CT 

Ca) 1 1 0 

JO 0 ff _ 

■1 2 0- 

Cc ) 2 10 

JE _ 1 a~ 


-3 a 1 0, 

( t ) 0 a 0 

_0 0 a . 


Cg ) 0 a +2 0 

_ 0 0 2a- 


-1 1 r 
(b) 1 1 1 

JO 0 a_ 

■ 4 6 -2- 

<d) -1 —1 1 

_ 0 0 aJ 



~3of 

0 

0_ 



Cf) 

0 

a 

1 




.0 

0 

a- 




Hcr+2 

0 

o- 

CW) 

0 


df+2 

1 


. 0 


0 

2a- 


9. 令 A 为一 4 X 4 矩阵，并令; l 是一个重数为 3 的特征値，若 A — 的秩为]， A 是否为退化的？试说明+ 

10. 令 泌为一 nXn 矩阵，它有实的正特征值 Ai > A s > m > 夂- 对每一夂令足为厲于夂的一个特征向量，并 


令 j— ai Xi + … +0,^* 


n 

(®) 证明 A"x = 

I — 1 

( b ) 若 A ,= l ， 证明 limA w ;c = a ] a ■ 

捐 ― oo 

11* 令 A 为一 实矩阵，令心 =<2+61( 其中 a ， &为实数且为 A 的特 征值. 令其中 X 和少 

均有实元素）为属于; U 的特征向 St 并令 iy . 

( a ) 说明为什么 ^ 和 i z 必线性无关， 
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( b ) 址明 y 免0且 j 和 > 是线性无 关的. 

12. 令 A 为一 nXrt 矩阵，它有_个重数为《的特征值 A . 证 明為可 对角化的充要条件为 

13. 证明一个非军的幂零矩阵是退化的. 

若 A 为一可对角化矩阵，并令； i ： 为对角化矩阵.证明对应于>1的非零特征值的 X 的列向镘构成了及 C 4) 
的一组基. 

15 - 由练习14可得，对一个可对角化矩阵，非零的特征值的个数（根据茧数计数>等于矩阵的秩.给出一个退 
化矩阵的例子，其秩不等于非零特征值的个数. 

16. 令 A 为一 nX « 矩阵，并令 A 为 A 的一个特征值，其特征空间的雄数为 h 其中特征空间的任何 
—组基，… * xj 可以扩张为的一组基 （ 々，.“，令，…， X m }, 且丑=叉-4兄 
h ) 证明 B 形如 


Bn ~ 

LO B S3 . 

其中 I 为 kXA 单位矩阵 . 

< b ) 用定理 S . 1证明 A 是重数至少为4的4的特征值. 

17-令 I 为中的非零向貴，井令 A = xy T . 址明： 

U)A = 0 为 A 的一个特征值，它有 n — l 个线性无关的特征向董，因此其重数至少为 n — U 见练习 16). 
CbM 的其他特征值为 

A a = tr ,4 = x T y 

且 x 为一个属 TJL 的特征向摄. 

( c > 若;则 A 为可对角化的_ 

18. 令 A 为一可对角化的矩阵.证明 3 若 S 为任何和 A 相似的矩阵，则 B 为可对角化的， 

19. 证明：若 A 和 B 为两个 n Xn 矩阵，它们有相同的对角化矩阵 X ,则 

20. 令 T 为上三角矩阵 • 其对角线元素各不相同（即若 i 古 j , 则证明存在一个上三角矩阵对角化 T , 

21. 每年某公司的每个雇员均有一个向慈菩机构捐赠的机会 * 并被作为工资削减方案的一部分 . 一般地，任何 
一年参加该活动的雇员中80%的人将在下一年继续参加 t 且30%的未参加该活动的雇员将会在下一年参 
加-求这个马尔可夫过程的转移矩阵，并求其稳态向你认为在较长时间后*有多大比例的雇员加人到 
该过程中？ 

22. 年复一年， IV ^ wtookit 城镇的人 tl 保持常数 300000. —个政治学家估计，在这个城镇中有150 000名无党派人 
士、90 000名民主党人和60 000名共和党人.同时还估计每年 20 K 的无党派人士成为民主党人，旦10%的无党 
派人士成为共和党人，而每年10%的共和党人转为民主党人，且10%的共和党人转为无党派人士.令 


-150 000- 
90 000 
_ 60 000_ 


并令/ n 为一个 表示〗年后每一人群数 M 的向 S, 

U ) 求矩阵使得⑴. 

a ) 证明心=0*5和 = 为 A 的特征值，且 A 可分解为一个乘积 XDX ] T 其中 D 为对角的. 
(c ) 在较长时间后，哪部分人群占多数？逋过计算验证你的答案， 

\t T il 


23.令4= 士 f +是一个马尔可夫过程的转移矩阵. 
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( a ) 计筲 det ( A ) 和 trace ( A ) T 并利用这些值求 A 的特征值 * 

Cb ) 说明为什么马尔可夫过程必收敛到一个稳态向显， 

< c ) 证明 j ^ U 6, 15, 15 ) T 是豸的一个特征向屋.这个稳态向量与 jr 有什么关系？ 

24-考虑仅由四个网页构成的网络，网页间的相互链接如下图所示.若用 PageRank 算 法对这些网页进行分 
级- 求转移矩阵假设网上冲浪时 S 5% 的次数是沿着当前页面上的链接进行的. 



25.令 A 为 一 随机矩阵，并令 e 为『中的向盘，其元素均为 I. 证明 e 是 4 T 的一个特征向虽.说明为 
_ 什么随机矩阵必以 X = 1 作为它的一个特征值. 

2 S . 例5中的转移矩阵有这样的性质，即它的所有行和所有列的元素之和均为 L 一般地,若 A 和 A T 均为随 
机的，则矩阵 A 称为双 随机的 （doubly stochastic ). 令 A 为一 X «双随机矩阵，其特征值满足 

Ai = 1 且 | 七 |< U j = 2,3**** in 


若 f 为 R B 中的向董，其所有元素均为1,证明对任何初始向盘办，马尔可夫链将收敛到稳态向量1 = ^«. 

jj 

因此，对双随机转移矩阵，稳态 向董将 以相等的概率分布到所有可能的输出上. 

27. 令 A 为 PageRank 转移矩阵，井令右是以 h 为初始概率向 M 的马尔可夫链中的向贵.由于 n 非常大_直 
接计算的计算讀是十分巨大的.然而，如果利用方程 （5) 中给出的 A 的结构特点，计算可被大 
大化简.由于 M 是稀疏的，乘法％报容易计算. 证明： 若令 

n 


则 





Kxk — e t 

JCJHI = 

二 pw k + b 



其中 M , E ， 

e 和 p 如方程 （ 5) 中的定义. 





28. 利用矩阵指数的定义，对下列矩阵求 






r 1 

1 = 

r 1 In 



1 0 

_r 

(aM = 

1 

-一 1 

1 

一1_ 

( b ) A =「 

■ A T 


( c ) A == 

0 1 

0 


LW IJ 



_0 0 

j _ 

29. 对下列矩阵， 

求 





< a ) A - 

_-2 

_ 6 

-1- 

3, 


4 一 

— 3 - 

( c)A = 

_ I 

— 1 

1 

i 

-l 

l 



30,下列各题中，通过计算一 y 。 来求解初值问题，-^1 


(aM 





cb ) A=r 2 





-i i r 


T 


- i i r 


- r 

<c)A = 

0 0 1 

_0 0 -1_ 

， l = 

1 

_1_ 

Cd)A = 

1 0 1 

-1 -1 一 1„ 

t Vc = 

i 

.-i. 
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令 A 为一? iXn 矩阵 A 的特征值， 并令 x 为属于 A 的特征向量+证明 e " 为 〆 的一个特征值，且为 e A 的 
属于 M 的特征向量 T 

32. 证明对任何可对角化矩阵 A , d 是非奇异的. 

33. 令 A 为一可对角化矩阵，其特征多项式为 

声 ( A ) = + Oaf ] + …+ (!■+] 

U ) 若 D 为一对角矩阵 t 其对角元素为 A 的恃征值，证明 

p( O) = D" + o ； D" ~ L 4- + a^] 1=0 

( b ) 证明 p(A)=0. 

〔 c ) 证明： 若〜 则 A 为非竒异的 T 且 = g ( A ) 对某次数小于 n 的多项式 g 成立. 

6.4 埃尔米特矩阵 

令 C 表示所有〃元复数组构成的向量空间.所有复数的集合 C 将取为我们的标量域.我 
们已经看到，实元素的矩阵 A 可能有复特征值和特征向量.本节我们学习复元素的矩阵，并 
关注类似对称及正交的矩阵. 


复内积 


若《 = « + &为一复标置，则 a 的长度为 

I a | = = \/ a z _ + 6^ 

cr 中的向量 z = t 心 ，…，〜广的 长度为 

1 UII =(| ^ P+I 為 ”+ … + U . 

二 （[a + 〜 + … + ^ v )" 2 

为方便起见，我们 记/为 f 的转置.即 

z r = z H 且 lull - 

定义令 V 为一复 数域上的向量空间. V 上的内积 Grmer product ) 是一个关联 V 中的任意 
一对向量 i 和 W 的复数 U ， w >, 它满足如下 条件： 
l . U , O 0, 等号成立的充要条件为 z = 

U * w ) = iw , 《>对 V 中所有的 x 和 w 成立. 

1!1.< 成十戸州 . u) = a(z^ «>+j9(w, «>. 

注意，这里指的是复内积空间 U , w >-< w ， z >, 而不是〜，如果允许这种运算，并 
作适当改进，则在 5. 5节中给出的针对实的内积空间的定理也将对复内积空间成立，特别地, 
我们回顾定理 5. 5. 2: 若 i Ul ，…， « R } 为一实内积空间 V 的一组规范正交基，且 

x = 2冰 

1=1 

则 

Ci = iu if x } == < X , li T > 且 II ^ II ^ ^ 2 ^ 

I 32 *] 

对复内积空间，若 { HV , …，为一组规范正交基，且 



288 


第 6 章 






C t w { 


则 


C , = 匕」=(的，且 \\ z \\ 2 ^ Y^CiCf 

定义 C 上的一个内积为，对 C 1 中的所有^和 


| 325 | (i,w) = w H z Q) 

留给读者去验证 （1) 事实上确实定义了一个 C " 上的内积.复内积空间 C " 和实内积空间 R " 是相 
似的*主要的不同就是在复的情形中计算内积时，需在转置之前先取共轭. 


R ri 

a 

< x , y ) = y T x 

iz * V > = Uf H X 

x T y = y T x 


\\ x \\^ x T x 



►例1若 


5 + i - 
Ll 一 3 i - 


且 


2 -hi 
-2 + 3 i 


则 


[ ■5 j , 

\ ^ (11 -3 i ) + (- 11 +3 i ) = 0 

1 一 3i- 


= | 5 + i M +1 l ~3 i I 2 ^ 36 
w H w - I 2 + l | z - h |-2 + 3 i \ 2 = 18 
由此可得£和祕是正交的，且 

IU II = 6 1 || W II = 3V2 4 

埃尔来特矩阵 

令为 一 矩阵，且对每 一：和 我们可将 M 写为 

M - A + iB 

其中 A = (~ ) 和 J 5=(~) 均为实的.定义矩阵 Af 的共轭为 

M = A - iB 

即前为一个将 M 的每一个元素取共轭得到的矩阵. M 的转置记为所有元素为复数的 
mXn 矩阵构成的向量空间记为若 a 和 b 为 e •〜的 元素，且 cee x 、 则容易验证下列 
法则（见练习 9). 


f 326 l 


I. CA H > H =A. 

H. ( cr A+ i 3B) H -aA H +^B I 
IE . ( AC) H = C U A H . 


定义若一个矩阵 M 满足 M = M H , 则称它为埃尔米特矩阵 （HermhianX 
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►例2矩阵 


M 


■3 2 — 

.2 + 1 4 


为埃尔米特矩阵，因为 


M H = 


J 3 

2 — r 


L ^ + i 4 J 

l _2 + i 

4 - 


M 


若 M 为一个实元矩阵，则特别地，若 M 为一实对称矩阵，则 M 是埃尔米特矩 
阵. 因此，将埃尔米特矩阵看成和实对称矩阵是相似的.下面的定理给出了埃尔米特矩阵很多 
好的性质. 

定理 6.4,1 埃尔米特矩阵的特征值均为 实的. 此外，属于不同特征值的特扯向量是正 
交的. 

证令 A 为一埃尔米特矩阵.令 A 为 A 的一特征值，且令: c 为属于 A 的一个特征向量. 
若^=/心，则 

a ^ a K - (x il Ax) H = j k Ajc ^ a 

因此 o 为实的.由此得到 
故 


x ll Ax = jt h Ajt = ^ ]t j )1 



为实的.若 A 和心 分别为属于不同的特征值； U 和1 的特征向量，贝 [I 

(Afj ) H jr ? — jcSM H jr 2 ― xfAx^ — X 2 x?x^ 

且 

(AjTi) H J ：2 = (.XzAx^) 11 — CAiJt^JCi) 1 ^ = 

因此 

A i Xz — Ag 

由于 Ai t 可得 

(xz ) — 0 ■ 

定义若一个 nXn 矩阵 17 的列向量构成了 C 1 中的一个规范正交集，则称其为 酉矩阵 
(unitary matrix )* 

因此 t ； 为酉矩阵的充要条件是 LT H LT = r 若 U 为酉矩阵，则由于其列向量是规范正交的， 
故 t / 的秩必为1由此可得 

t/- J - IU^ — U H UU - 1 — U u 
—个实的酉矩阵就是一个正交矩阵. 

推论 6. 4 .2 若埃尔米特矩阵 A 的特柾值互不相同，则存在一个酉矩阵 U 对角化 A , 

证对每一个 A 的特征值 A ,， 令 x , 为属于 A , 的特征向鼋.令 = || a II > jt .. 则对每 

一 i ， 叫为属于 A , 的单位特征向量.由定理 6. 4.1，{叫，…，中的规范正交集.令 LJ 




[3281 角的. 

证利用对 n 的数学归纳法 证明， 当时，结论是显然的.假设对矩阵该结论是 
成立的，并令 A 为一 U + 1) X (々 + 1> 矩阵.令为 A 的特征值，并令为属于&的单位特 
征向量，利用格拉姆-施密特过程，构造叫，…，使得彳 Wl ，…，的一组规 
范正交基.令 W 为对 …， A + 1, 以 M 为第 f 列的矩阵.则由归纳法， W 为酉矩阵. 
W H AW 的第一列将为 W u Aw Xt 

W H Aw! - - 


因此为一形如 



的矩阵，其中 Af 为一 AXA 矩阵，由归纳假设，存在一个 AX ★的酉矩阵 V ,，使得 
T ,， 其中乃是三角形的.令 
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令?矩阵 L / 为酉矩阵，因为 


U H U { WV) H WV = V H W n WV - I 

且 ■ 

因式分解通常称为 A 的舒尔分解 （Schur decomposition ) .当兌 为埃尔米特矩 
阵时，矩阵 r 将为对角的. 

定理 H 4( 谱定理）若 A 为埃尔米特矩阵，则存在一个 西矩阵 U 对角化 A . 

证由定理6.4. 3 ,存在一个酉矩阵 U ，mm U ll AU = T f 其中： T 为上三角的.而且 
T H = ( U ^ AU) H = U U A H U - U H AU = T 

也就是说， T 是埃尔米特矩阵，因此必为对角的. ■ _ 

当 A 为实对称矩阵时，对角化矩阵 L ； 为正交矩阵.下面的例子说明了如何求矩阵 LT , 本 
节后面将给出所有实对称矩阵具有正交的对角化矩阵的一个正式证明， 

►例4给定 

r 0 2 - r 

A = 2 3 —2 

-1 -2 0 」 

求正交矩阵 U 对角化 A . 

解特征多项式 

pa) - - A 3 + 3^4-9A + 5 - a+A) 2 (5-A) 

的根为= 一1， A ,=5, 采用通常的方法求特征向景，我们看到向鼋4 = (1， 0. 1广和 
々 = ( —2, h 0) T 构成了特征空间 iV ( A + J ) 的一组基.可以使用格拉姆-施密特过程得到一组 
对应于 A : = A , = -1 的特征空间的规范正交基. 

“ 1 

p =< xj)«i =— V 2 W ] = C — 1 iD t l> T 
A 一 P = ( 一 
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= IU.-PII - p> 士 - 1 ， 1 

对应于 h =5 的特征空间是由向量 Jf 3 = (— 1， —%、 1) T 张成的，由于; c 3 必然与 Wl 及％正交 
(定理6. 4 . 1), 我们只需规范化 

Ms = 1^71^ = vl ( ^ 1,_2,1>T 

因此 Uu A , w 3 } 为一个规范正交集，且 

~x _ j _ _ 丄- 

^/z * J % 4^ 

U = 。 ~ --p 

VI S 

丄丄丄 

a /2 V 3 V 6. 

fMOl 对角化 A . 4 

由定理 6,4.4, 每一埃尔米特矩阵 A 可以分解为乘积 UDU h ， 其中 I ；为酉矩阵，且 D 为 
对角的.由于 U 对角化 A , 因此 D 的对角元素为 A 的特征值，且 U 的列向量为 A 的特征向 
量.因此 A 不能是退化的.它有一个构成 C 1 的一组规范正交基的完备的特征向童集合.在某 
种意义上，这是一种理想情况.我们已经看到如何将一个向量表示为规范正交基中元素的线性 
组合（定理 5. 5. 2), 且 A 在任何特征向量的线性组合上的作用都可以容易地求得.因此，若 A 
有一个规范止交特征向量集 W rt ) t S JC ^ C 1 Wi +*-*+ C r M 1 , t ij 

Ax = ClAiWi + + 

迸而， 

Ci = {XyUi ) — u^x 

或等价地，于是 

Ajc — Ai C«f jc)«i H- -- + A n (K^)a„ 


实舒尔分解 


若 A 是一实矩阵，则可以得到类似于 A 的舒尔分解的因式分解，但这仅对实矩阵适 
用.设 A = QTQ T , 其中 Q 为正交矩阵， T 为形如 


B , X 

… X ， 

B z 

X 

0 

■ , 




⑵ 


的实矩阵，其中尽是 1 X 1 或 2 X 2 矩阵.每个 2 X 2 分块对应于 A 的一对 S 共轭特征值.矩阵 


了指的是 A 的实舒尔型.每个实 nXn 矩阵 A 有这样一个因式分解的证明依赖于下面的 性质: 


对 A 的每对复共轭特征值，存在一个 R " 的二维子空间在 A 下保持不变. 

定义称 IT 的于空间 S 在矩阵 A 下保持不变，若对每个有 Axes , 

引理 6,4.5 设 A 为一实矩阵，其特征值为 Axsa + M (其中 a 和6为实数且6^0)， 
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并设;其中 I 和 y 为中的向量>是属于 A , 的特征向量■若 S = S P anU •: v ), 则 
dimS =2 且 S 在力下保持不变 • 

证由于 X 为复数，因此 y 必非零 | 否则将有 = (实向量）等于; iz=；Uc (复向量）.因 
为 A 为实的 T — 6 i 也为 A 的特征值且二 x — ij 是厲于的特征向量.若存在一个标量 c 

满足则 A 和 k 将均为的倍数且不可能是无关的.然而，&和&属于不同的特 征值， 
因此它们必线性无关.因此， J： 不会是 j 的倍数，因此 S==Spaii(>，JO 的维数为 2. 

为证明 S 的不变性，注意到由于等号两边实部和虚部必须一致，因此 

Azi — >\jic + [Ay 

= (a + 6i)(j ： + ij) — (ax — 办 ） + + 町 ） 

于是可得 

Ax = ax —by f Ay = bx + ay 

若故=<: 1 太+(^：^是 S 中的任一向量 ，则 

Air = Ci Ar -h c t Ay = c Y (ax _ Ay ) 十 c 2 (bx + aj) = icia + c 2 b)x -H (c 2 a — ri^>y 
于是 Aw 在 S 中，且因此 S 在 A 下保持不变. ■ 

利用这个引理，可以证明实矩阵的舒尔定理.如前 t 用归纳法进行证明. 

定理 6* 4. 实舒尔分解定理） 若 A 是一 nXn 实 矩阵，则 A 可以分解为乘积 QTQ T ， 其 

中 Q 是一正交矩阵， T 是舒尔型 C 2) 中的矩阵. 

证在 时，若 A 的特征值是实的，可以取 gi 为属于第一个特征值 A 4 的单位特征向 
量，仍为与仏正交的任一单位 向贵. 若令 Q=(q t , 心），则 Q 是一正交矩阵.若令了二 Q T AQ ， 
则： T 的第一列为 

Q T ^q\ = hQ T ^2 — 

于是 T 是上三角的，且 AcQTQ 1 , 若 A 的特征值是复的.则可简单地令了和0=1.于是 
每个 2 X2 实矩阵有一实舒尔分解. 

现在令 A 为一 A 矩阵，其中々>3,并假定对每个馆 X 成实矩阵有_个形如 
(2) 的舒尔分解.令 AiS A 的一个特征值.若义：为实的，令1为属于的单位特征向量.并选 
取心，9 3 使得4 = (1， g 2 ，…， 1) 是一正交矩阵 . 如舒尔定理的证明一样，可得 
QiMQi 的第一列为 A / l 若；^是复的，令 x = + b (其中 jr 和 j 为实数）为属于&的特征向 
量，并令 S = Spa n ( Jt ， jO , 由引理 6. 4— 5, dimS = 2 旦 S 在 A 下是不变的*令 { gi ，是 S 的 
—组规范正交基，选取 I ，…，使得仏=( 91 ，仍，…，是一正交矩阵.因为 S 在 A 
下保持不变，可得 

A 孕1 + 办 2i 穿2，^ b\iq' ~h b Z z ^ 

其中 “ &为标量，因此 QfAQ 的前两列将为 

< Q 7^ itQ 7 A 9 2 ) = + 621 ^ 2 ^) 2^1 +^€ Z ) 

因此 ，一般来说， Qi T AQ, 将为分块形式的矩阵 


函 


[3321 


Q7 AQi 


- B , X - 

.O Ai - 
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其中 

若; U 为实的，则 =0^) 且 A , 为 u —1) XU —1) 矩阵 
若1为复的， 则玖 是 2 X 2 矩阵且 Ai 为 a —2 )XU — 2> 矩阵 
在每一种情况，可 以对糸 应用归纳假设，得到舒尔分解假设舒尔型 T , 有^一 1 
个对角分块氏，民 • B ; . 若令 

r/ o 1 

Q2 = ^ „ *Q = Q^Qt 

LiJ CJ 1 _ 

则 Q £ 和0均为 AXA 正交矩阵.若令： T = qt aq , 我们将得到， 个 舒尔型 （2) 中的矩阵.由此可 
得 A 将有舒尔分解 QTQ t . _ 

在 A 的所有特征值均为实的情况下，实舒尔型了将为上三角矩阵.在 A 为实对称矩阵的情 
况下.由于 A 的所有特征值均为实的，因此 了必为 上三角形的；然而，在这种情况下，： T 必也 
为对称的.因此我们最终得到 A 的一个对角化.这样.对实对称矩阵，我们有下面的谱 定理： 
推论 6* 4 . 7( 谱定理——实对称矩阵）若 A 是一实对称矩阵，则存在一个正交矩阵 Q 对角 
化 A ， 即其中 D 是对角的. 

正规矩阵 


还存在着非埃尔米特矩阵具有完备的规范正交特征向量集.例如，反对称矩阵和反埃尔米 
特矩阵就具有这样的性质 • （若 = — A , 则 A 称为反 埃尔米 特矩阵 .） 一般地. 若 A 为任何 
具有完备的规范正交特征向量集的矩阵，则 A = L/DI7' 其中 LT 是西矩阵，且 D 为一对角矩 
阵（其对角元素可能为复数).一般地，因此， 

A H = UD h U h 7 ^ A 

然而， 

= UDU h UD h U h ^ UDD H U H 
且 

fM3l A H A ^ UD H U ^ UDU H - UD K DU H 

由于 

1 A ! r 

D H D- DD H = IhM • 

_ I A n 

可得 

AA H ^ A H A 

定义 一个矩阵 A 若满足 AA H =A H A, 则称为正 规矩阵 （nomial matrix). 

我们已经证明，若一个矩阵有完备的规范正交的特征向量集，则它是正规矩阵，其逆也是 
成立的. 



定理 6.4,8 —个矩阵 A 是正规拒阵，当且仅当 A 有一个完备的规范正交的特征向 量集, 


证 根据 上面的 注释，我们只需证明一个正规矩阵 A 有一个完备的规范正交的特征向董 
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集即可 _ 由定理 S. 4 . 3 , 存在一个酉矩阵 LJ 和一个彐角形矩阵 T, 使得 T'=C ； II J 4 U, 我们说 T 
也是正规矩阵.为看出这一点，注意到 


且 


T H T= U H A H UU n AU = U n A H AU 


TT U = [/ H ALT7 K A H [； = U H AA^U 

由于 A h A=AA h ， 可得丁 H T=rT' 比较 7 T H 和： T H T 的对角元素，我们看到 

I ^11 I 2 +1 ^12 I 2 +1 ^13 I 2 + *** +| t\ n I 2 — i $ U \ 2 

I l t 2 I 2 +1 £33 I 2 + '** +1 \ z M -h| t 2l I 2 

\ 1 2 ^ [ t Xlt I ^ + | t tn +| hn I 1 + … +1 ‘ | £ 

由此可得，当 / 參）时， 6 = 0 , 因此 t/ 对角化 A, 且 L 7 的列向量为 A 的特征向 *. ■ 

练习 


1. 对下列每一对 C 2 中的向童：和 W, 求 <i) Ik |j ， （ U) I 卜 II ， CiiiXt, w) f (ivKv, zh 


U)z 


r 4 -h 2 L-j 


. 4 i 」， 

L 2 +J 


2 .令 



-1 + r 


- 2 -W- 

Cb>:= ! 

2 i 

1 , 

5 


—i- 


^ 2 i _ 



2 


(a) 证明 Uu 〜 ^ 为 ^ 中的一个规范正交集 . 

r£+4n 

(b) 将向置写为 q 和 & 的线性组合 . 

L —2 i _ 


和 EZ 


vf , 

1 

L— 苫」 


3 . 令 {h ， tf 2 ) 为 C 2 的一组规范正交基，并令 i =(4 + 2 i) Ul + (6 — 5 i)u a . 

Z H »] ， 和之的值是什么？ 

(b) 求 \\z\\ 的值 . 

4 . 下列矩阵哪些是埃尔米特矩阵 ? 哪些是正规矩阵？ 


Ca) 




(b) L +i 



Cd) 


，丄厂 丄] 

取 1 

丄 _丄 
l ^/2 S 


- 0 
( e ) 1 

-l 


5 . 求一个正交矩阵或酉矩阵对角化下列各矩阵 : 


0 -2 + i 

3 +i 0 _ 


Cc) 


丄 



<n 


「3 

1 - 


1 十 i 


國 




296 


第 6 章 


(a) 


-2 1- 

, 「 1 3 + il 


- 2 i 0- 

.1 2_ 

Hh 4 ] 

Cc) | 

— 20 

- 0 0 2. 


(d) 

~2 1 1_ 

1 3 一 2 

| 

<e) 

ro o 

0 1 o 

(0 

3 1 1- 

1 1 1 


-1—2 3 」 


_1 0 0 」 

1 

A 1 1_ 


- 4 2 —T 

(g) 2 1 一 1 

_ —2 一 1 1 _ 


5. 证明埃尔米特矩阵的对角元素必为实的. 

7.令 A 为一埃尔米特矩阵， r 为 e 中的向量，证明：若 c = 则 C 是实数. 

S ♦令 A 为一埃尔米特矩阵，并令 B=L4. 证明 B 是反埃尔米特矩阵， 

6. 令 A 和 C 为 C" x " 中的矩阵，并令 i 明下列各法则 f 


Ca)(A H ) H =A <b>CffA+/ 3 C) H -aA H + ^C H M(AB) H = B H A H 

10. 令 A 和 S 为埃尔米特矩阵.判断 T 列每一命题的真与假.对每一神情况，解释或证明你的答案+ 

的特征值都是实的. 

( b ) ABA 的待征值都是实的. 

1 L 证明 

= w^z 

定义了 C " 上的一个内积. 

12. 令 L JN z 力 e 中的向世，并令 a 和芦为复标童，诳明 

(z*ax + ^y) = +^<ti,y) 

13. 令 •■+， 为复内积空间 V 的一组规范正交基，并令 

z^= a { U] a z u 2 -! - 4 - a n u^ 

IV — «, + H - \-b„U„ 

证明 

JT 

r-l 

14. 给定 

-d 0 0~ 

A = 0 1 i 

UD — i 1- 

求—个矩阵 B , 使得 

15. 令 L / 为酉矩阵. 证明： 

U ) U 是正规矩阵. 

(b) 对 jc6C% \\ Ux - If |J . 

( c ) 若 A 为 U 的一个特征值，则 U I =1. 

16. 令《为口中的单位向量，并定义 t/=J — 2 iw H . 证明 t / 既是酉矩阵又是埃尔米特矩阵.因此它是自可 
逆的. 
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17. 证明：若 U 既是酉矩阵又是埃尔米特矩阵，则 L ； 的特征值必为1或一 ; L 
1匕令 A 为一 2 X 2 矩阵.其舒尔分解为 UTC ； h , 并假设 证明： 

C a ) A 的特征值为 A i = tu 和 Aa . = ^ . 

CiO «] 为 A 的属于 a ,= 心的特征向 M . 

Cc } U 2 不是 jA 的属于的特征向 M . 

19 . 令 A 为 一 5 X 5 实 矩阵.令 A = QTQ t 的 A 的实舒尔分解，其中 了 是方程 <2) 给出的分块矩阵.下列每种 
情况中 T 可能的分块结构是什么？ 

( a ) A 的所有特征值均是实的. 

( b > A 有三个实特征值和两个复特征值. 

CcM 有一个实特征值和四个复特征值. 

20. 令 A 为 一 nXn 矩阵，其舒尔分解为 UTiJ K . 证明：若 T 的对角元索均为相异的，则存在一个上 H 角矩阵 
i ? t 使得； f = L ® 对角化 /L 

21. 证明 MtA + iBCA 和 S 为实矩阵）为反埃尔米特矩阵，当且仅当 A 为反对称的且 S 为对称的. 

Z 2. 证明 若 A 为反埃尔米特矩阵，且 A 为4的_个特征值，则 A 为纯虚数（即 A = 其中6为实数）. 

23. 证明：若八为_正规矩阵，则下列矩阵必然也是正规矩阵. 

< a ) A H < b ) i+A ( C M 2 

24. 令 A 为一 2 X 2 矩阵，满足性质 a iiai 3 >0 T 并令 


r = vW / a n 和 $ = L。lj 

= 关丁 的特征值 和特征 向鲎， 你可以得到什么结论？关于 A 的特征值和特征向量， 你可 

以得 到什么结论？ 试说明. 

25.令 〆 : + G 十 3 U +1, 其中 r 为一个实数.令 


C 


LJ 0 


+ 3 1 

0 0 

1 0」 


并令 


A 


c — 3H 
c + 2 i 
c 一 1 」 


(a) 求 A*'CA. 

(b) 证明 C 是 pCr) 的友矩阵，并利用 （a) 的结论证明：无论^取何值， pU) 将只有实根， 

26. 令 A 为一埃尔米特矩阵，其特征 值为; U* …* 且规范正交特征向贵为《,，…，《,,证明 

A — Aiatul 1 +Aja 2 «j H + — +ln H 


A 


-0 l~t 

A oj 


将 A 写为和式 Awuf + hAiiL 其中； Li 和； b 为特征值，且叫 和的为 规范正交特征 向量， 

28. 令 A 为一埃尔米特矩阵 T 其特征值为且规范正交特征向量为叫，…，对 C 中的任 
意非 零向量太》瑞利商 （ Rayleigh quotient)〆 太) 定义为 

iAx.x) x n Ax 


p ( x ^> 


ix , x > 


x n x 
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<a) 若 *=C]«i + 证明 


(b) 证明 
(e> 证明 


n ( v ) = [ 。I % +[ c 2 PAa + …+ | G | a A n 
pK 7 II s ™ 


A h jdCjt ) Ai 


maxpCx) = Ai 且 


min/)(jir) = 

jff^O 


29. 给定 AeRW% BeK- x ", «R" x % 方程 


AX - XB - C (3) 

称为西尔维斯特方程.若一彷 X« 矩阵X满足 （3> t 则称其为该方程的一个解 + 

(a) 证明；若 B 有舒尔分解则西尔维斯特方程可变换为形如 AY_YT = G 的方程，其中 Y = 
XU ， G=CU 
fb ) 证明： 


(A — L 7)jPi=g] 

( A — ~ D >)= 幻十念 j = 2 , — t n 

i^i 

_ ( c ) 证明： 若 A 和 B 没有公共的恃征值，则西尔雄斯特方程有一个解. 


6.5 奇异值分解 


在很多应用问题中，需要确定矩阵的秩或矩阵是否为亏秩的.理论上说，可以使用高斯消 
元法将矩阵化为行阶梯形，然后计算其非零行的个数.然而.在实际中，这种方法在有限位 
精度算法中并不实用.若 A 是亏秩的，且 U 为求得的行阶梯形，则由于消元过程中的舍人 
误差， U 不太可能有准确的非零行数.实际中，矩阵 A 的系数有可能含有某些误差.这可 
能来源于数据的误差或者由于有限数系统.因此，一般地，更为可行的是问 A 和一个亏秩 
矩阵的“接近”程度.然而，很可能出现 A 十分接近亏秩矩阵，而求得的行阶梯形却不正确. 

本节我们始终假设 A 为 一 m X n 矩阵，其中(这个假设仅仅是为了 方便； 如果浓< 
n , 所有结论仍然成立 ，） 我们将给出一种方法，确定 A 是如何接近一个较小秩的矩阵.这种方 
法包括将 A 分解为一个乘积其中是一个故父讯正交矩阵， v 是一个 nXn 正交矩阵， 
2是一个矩阵，其对角线下的所有元素为0,且对角线元索满足 

的 > …> 0 


采用这种因式分解得到的〜是惟一的，并称为 A 的 奇异值 （ S in g dar value ). 因式分解 
称为 A 的奇异值分解 （singular value decomposition ), 我们将证明 A 的秩等于非零的奇异值的 
个数，且非零的奇异值的个数给出了矩阵 A 如何接近一个较小秩的矩阵的度费. 
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下面从证明这种分解总是可行开始， 

定理 HKSVD 定理）若 A 为一 mXm 矩阵，则 A 有一个奇异值分解. 

证 _ A T A 为一个对称的 n Xra 矩阵.因此，它的所有特征值均为实的，且它有一个正交的 
对角 化矩阵 V ‘此外，它的特征值必然全部是非负的.为看到这个结果，令 a 为 A T A 的〜个 
特征值， x 为一个厲于 A 的特征向量.可得 

II II 2 - jr T A T Ar - Ar T jr - A || x || £ 

于是 

，- II At T ^ . 

我们可以假设 v 的列已经进行了排序，使得对应的特征值满足 

Ai ^ ^ ^ An ^ 0 

A 的奇异值为 

ffj " v^7 ， j = 1，… a 

令 r 表示 A 的秩.矩阵 A T A 也将有秩由于 A T A 是对称的，它的秩等于非零的特征值的个 
数.因此 

〜 A . = 0 

对竒异值有类似的关系 

m > CT 2 身… > CX r > 0 及 CT^+l = …% = 0 

现在令 


及 


且 



及 

^ 十 1 

口 1 疗 r+2 

> ， 

v 2 = 

<V r+ i » 




(Tz 


Cl ) 


X 


K 


则&为一个 rXr 对角矩阵.其对角元素为非零的奇异值 m ，…， A . mX 〃矩阵 芝则为 

°1 

o 」 

v 2 的列向量为 A T A 的属于 A = 0 的特征向量.因此 

A T AVj — 0» j — r -h 1 * 

于是， V ,的列向量构成了 N ( A T A ) = N ( A ) 的一组规范正交基.因此， 

AVs = O 

由于 V 是正交矩阵，可得 

I = W T = ViVl+V^Vj 

A = AI= AV X VJ+AV 1 VJ = AV v V\ <2) 

到目前为止，我们已经证明了如何构造奇异值分解中的矩阵 V 和为完成证明，我们必须证 
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明如何构造一个 mXm 正交矩阵 [/, 使得 


或等价地， 


A = USV 7 


[338] AV^UX 

比较 （3) 两端的前 r 列，可以看到 


因此，如果定义 


及 

则得到 


Avj — 力 《” j = 1, …， r 

Wj ~ 丄， j = 1 ， … 


t/ L = (»”“、!!「） 


AVi - 

u 的列向童构成了一个规范正交集，因为 




(3) 


(4) 


(5) 


=知 (1 < £<r, 1 < >< r) 

由（ 4 )式可得，每一七 UO<r) 均在 A 的列空间中.列空间的维数为 r , 因此 Wl ,《 r 构成 
了 i?C4) 的一组规范正交基.向童空间 i?(AP=N(A T ) 的维数为 m —r. 令 （ u …， w +2 ，…， 
«„}为 N(A T ) 的一组规范正交基，并令 


t / 2 = (u r+1 ，«,衫 f u M ) 

U Z J 


由定理5*2.2, Wl ，… f « m 构成了 FT 的一组规范正交基.因此 [/ 是正交矩阵，我们还需证明 
U2V T 事实上等于 A. 这可由 （5) 和 （2) 得到，因为 


UXY 1 =[ U , 




-O 


ojlvij 




=AV l VJ 

=A ■ 

观察令 A 为一 矩阵，其奇异值分解为 
[3391 1. A 的奇异值^ ■“，&是惟一的；然而矩阵 U 和V不是惟一的* 

2. 由于V对角化 A T A， 由 此得到&是 A T A 的特征向董„ 

3. 由于儿 4 T =tZS2 T t/ T ， 由此得17对角化且&为 AA T 的特征向量. 
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4,比较方程 

两端的第>列，我们得到 
类似地， 

因此 


AV = US 

AVj = (TjUj t j ^ y 7 l 

A T U ^ V 2 t 


A 1 Uj — CjVj f j = 1, 

A^Uj — O t j = n + 1 1 f ni 

^ 称为 A 的右奇异向董 （right singular vector ) t 称为 A 的左奇异向量 (left singular Vector ). 

5. 若 A 的秩为 r ， 贝 〖 J : 

( i ) h ，…， v r 构成了 K (4 T ) 的一组规范正交基. 

Gi ) iv +1 ，…， 构成了 AKA ) 的一组规范正交基. 

(沿)叫，…， u r 构成了 K ( A ) 的一组规范正交基* 

( iv ) 心 +1 ，…，‘构成了 NG 4 T ) 的一组规范正交基. 

6. 矩阵 A 的秩等于其非零的奇异值的个数（奇异值根据重数计数).读者需要注意，不可 
对特征值使用类似的假设.例如，矩阵 

ro 1 0 01 
0 0 10 
0 0 0 1 
L 0 0 0 0 J 

的秩为3,然而它的所有特征值均为 a 

7. 当 A 的秩 rO 时，如果令 

U] ^ (Ui ^u 2 ，— ,« r ) » Vi — (Vi jVe ,-** ,v r > 

且像方程 （1) 一样定义么 t 则 

A - UaiVj (6) 

因 式分解 （ 6) 称为 A 的压梅 增式 的奇井值分解 （compact farm of the singular value decomposition), 

这种形式在很多应用问题中十分有用. _ 

►例1令 

n 


M 


A 


Lo o ： 


求 A 的奇异值和奇异值分解. 
解矩阵 


A T A 


p 2. 

U 2^ 
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A = UXV 1 


國 


0 


0 0 
LO oj 


1^2 72 

0 0 

若 4 为一 mx n 矩阵，其秩为 且 Q < k < r ， 则可以用奇异值分解求一个中秩为走 
的矩阵，使得它在弗罗贝尼乌斯范数意义下最接近 A . 令 M 为所有秩不超过&的 mX rt 矩阵的 
集合.可以证明存在一 个別中 的矩阵 X ，使得 


|| A - X|U = minM -5||, 


(7) 


我们将不证明这个结论，因为这个证明超出了本书的范围：假设可以取得最小值，我们证明这 
样的 X 可以使用 A 的奇异值分解求出.下面的引理将很有用处. 

引理 6* 5. 2 若 A 为一 mX?i 矩阵 t 置 Q 为一 mXm 正交矩阵，则 

II QA \\ f = li A iu 

证 

II QA || ^ = ]| ( Q fll ， Q < i” …， QO IK 

= 2 II Q a i II I 


I ： II ^ II 


S 42 


r 2 o - 


的特征值为 Ai =4 和 A a =0. 因此， A 的竒异值为 =VI = 2 和公 =0. 特征值 A a 的特征向量形 
如 0(1’ I ) 1 ，且又2的特征向 M 为^3(1，一 1) T . 因此，正交矩阵 


V 


n 


r 

一 i- 


对角化 A T A * 由观察4可得 






n 1 


Lo oj 


li 」 


V 2 

一0」 


^ 的其他列向暈必然构成 AKA T ) 的一组规范正交基.我们可以采用通常的方法求得 iV ( A T ) 的 
—组基 

x 2 = (1,-1,0 ) T 和 = (0,0，1 ) T 

由于这些向量已经正交，无需使用格拉姆-施密特过程得到一组规范正交基.我们只需令 


«2 


^2 




11心 II 

Hs — — ( o , o ， i ) 


然后可得 


丄 V21IV2 

I 

11172 丄 k/2 
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~ II A || I - 

若 A 有竒异值分解 C 7 SV T , 则由引理可得 

|| A || F = || 


■ 


由于 

故 


II 2V T 1U - II (^) T II F = II !| F - || r II 


II A I! f - (M+d + … 十乂广 

定理 6 . S , 3 令 AsUSV 1 ' 为一 mXn 矩阵，并令 M 表示所有秩不超过 A 的 wXn 矩降集 
合，其中 0< A < ra nk ( A ). 若 X 为別 中满足 （7) 的一个矩阵，则 

II A — X || F = (tjin 十…+^) 1/2 
特别地 t 若八'=[/2'\^，其中 


2' 


Cf ] 

■ 

* 

■ 

O 

Ok 


o 

ro 


~Xk O, 
-O O 」 


國 


II A — A r || F = (ffU …+ d )】々= min 11 A — S || F 

sem 

证令 X 为別中满足 C 7) 的一个矩阵.由于 別 ，可得 

II || A —A' II F - 

我们将证明 

|| A — 別 | F > Gtn + …严 
因此等式 (8) 成立.令 QQP T 为^：的奇异值分解，其中 


a o _ 

LO O - 



CWI 



Q>t 

# 

, 

# 

o 





o 

6 」 


若令 B = Q T AP ， 则 A = QBP T , 由此可得 

IM ^ x || F - || Q(B-n)P T || 
我们使用同样的方法分解 


B 


II B — /) || F 


kXk 

A 

屬 x(fl—*> 

A 

■- ， 

B n 

Bi 2 

Bzi 





可得 

|| A - A ： n = \\B U -n k || ||£ t lz || | + 1( B 21 III -h (I B n (I I 
我们说艮如果不是这样，则定义 

Bii 


y = q 


L O O 」 


p 


(8) 
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矩阵 Y 在別中，且 

II A - y 卜 II B + || B 2Z II 2 F < || A - X |j 2 F 

这和 x 的定义矛盾.因此 B t £ = a 类似地，可以证明 b £ I 也等于 a 如果令 

_ z = q [ Bi1 °] p t 

画 L o o 」 

则，且 


II A - 2||| = II B z , IU< II Bu - OkVf ^- II B 22 II % - 
由 X 的定义可得，必等于 a . 若压 2 有奇异值分解 CAAVr , 则 

II A 一 X II f = II 私 2 II F ~ II -A II F 


令 


II A —XH 


现在 


U , 


-h o - 

-0 u,.\ 


及 


v 2 ^ 


-O 


o - 

W 


咖丁 AP 叫 0 


O m 

il - 


a - ca ； 2 ) 




由此可得 d 的对角元素为 A 的奇异值.故 

|| A — X II F = II A iu > (aU …+<^) 1/£ 


由 （8) 可得 


|| A — X |1 ^ — ( crf+i 十 … +aiy n — || A — || F ■ 

若 A 有奇异值分解 L / ZV T ， 则可以将 A 看成 UI ： 和的一个乘积.若将02按列向童分 
块，且\^按行向量分块，则 


UX (ff] «1 , — tl7 rt «„) 


且可以将 A 表示为一个外积展开： 

A — ( Ti «, vj + tf 2 « 2 vl + … + CF rt W ff V fl r 


<9) 


若 A 的秩为 n , 则 


A ' -U 


V T 

夕 B-l 

0. 


MlC + aiU^vJ + *** -h a n -x v^_i 

将是一个秩为 n -1 且在弗罗贝尼乌斯范数意义下最接近 A 的矩阵*类似地， 

|344| A v = ffiiii v7 + 为 《2 vj + …+ a^-zU^yl-^ 

将是一个秩为 n _2 的最接近的矩阵，依此类推.特别地，若 A 为一非奇异的矩阵，则 
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，为奇 异的，且 1| A — A ' || 因此心可用于衡暈一个方阵如何接近奇异 ♦ 

读者应当注意，不要使用 det ( A ) 作为 A 如何接近奇异的一个度量.例如，若 A 为一 

100 X 100 的对角矩阵，其对角元素均为|，则 deUA ) 二 2-' 而^ 另一方面，下例的 

矩阵十分接近奇异，尽管其行列式是 U 且其所有的特征值均为 L 

►例2令 A 为 一 上三角矩阵，其对角元素均为1，且位于主对角线上方的元素均为 
一 L 


A 


1 - 1 — 1 
0 1-1 

0 0 1 






— 1 
一 1 
一 1 



0 0 0 … 1 

_ 0 0 0 … 0 

注意到 det ( A )^ det ( A - 1 ) = l f 且 A 的所有特征值均为 1. 
为看到这一点，令 


然而，若 n 很大，则 A 接近奇异. 


B 


1 — 1 — 1 … 一1 
0 1 — 1 一 1 

0 0 1 …一1 

蠡 

* 

0 0 0 ”. 1 



㈤ 0 0… 0 1 

矩阵 B 必为奇异的，因为方程组有非平凡解 2"_ a , 
A 和 B 仅在（〜 1) 位置上不同，因此 


…， 1) T . 由于矩阵 


由定理 6* 5. 3可得， 


]| A — B || F ^ 


min || A — X || f < \\ A—B\] r = ^} r . 
因此，若《 = 100,则 i < l /2 98 , 于是 A 是非常接近竒异的. 


:数值秩 


在很多应用问题中，矩阵的计算是使用计算机采用有限位精度算法进行的.若计算含有非 
竒异但是非常接近奇异的矩阵，则矩阵的行为将如一个奇异矩阵.此时，线性方程组求解的计_ 
算结果无论如何也不会有准确的数字.更为一般地，若一个 mXn 矩阵 A 和一个秩为 r 的矩阵 
充分接近，其中 r < min ( w ， n )， 则 A 在有限位精度算法中的行为将与秩为 r 的矩阵相似.奇 
异值给出了一个如何衡量矩阵和一个亏秩矩阵接近程度的方法；然而必须说明，我们是说十分 
接近.我们必须确定怎样才是足够接近.这个答案依赖于所使用的计算机的机器精度. 
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机器精度可用机器的单位舍入误差表示 • 单位舍入误差的另外一个名字是 machine 
epsilon . 为理解这个概念，需要了解计算机是如何表示数字的*若计算机使用 betaCp ) 进制的 
数据 1 且总是利用 n 个数位，则它使用浮点教 （ floating-point immlier ) 表示一个实数 I ,记为 
fid 形如土 0.4 崦…足 X〆 ，其中减为整数，且忒<尽例如，一 0- 543 214 69 X 10 2& 为一 
个八位十进制浮点数，而 0 . 110 100 111 001X2 ^ 表示一个十二位二进制浮点数.在 7 , 1 节中， 
我们将更为详细地讨论一个给定 machine epsilon 的浮点数.由此导出 ， machine epsilon ( e ) 为 
最小的浮点数，它可作为用浮点数近似表示一个实数时的相对误差 的界； 即对任意实数 I ， 


对八位十进制浮点算法， machine epsilon 为 5 X 10 _B . 对十二位二进制浮点算法， machine 
epsilon 为 (+) , — 般地，对 n 位进制的算法 ， machine epsilon 为 + Xp _I<+1 , 


受到 （ 10 ) 的启发 t machine epsilon 是基本的衡董单位舍入误差的一个自然选择*假设 
是一秩为《的矩阵，而其小子 machine epsUcm 的一个“小”倍数的奇异值的个数为幺则 A 和一 
个秩为 n — k 的矩阵是充分接近的，以至于当使用浮点算法时无法区分它们的不同.此时，说 A 
的数值秩 （numerical rank ) 为 n — k . 我们用以确定数值秩的 machine epsilon 的倍数依赖于矩阵 
的维数和其最大的奇异值.下面关于数值秩的定义被普遍应用. 

定义一个 mX n 苑毕的 数值秩 （numerical rank) 为矩阵的奇异值中大于 mmaxCyK r 的 

个数，其中 ! 为 A 的最大奇异值》且 e 为 machine epsilon. 

通常.在有限位精度计算中，术语“秩”指的是数值秩.例如， MATLAB 命令 rank ( A ) 将 
计算 A 的数值秩，而不是其准确的秩. 

►例3假设 A 为一 5 X 5 矩阵，其奇异值为 
[346| = 4， 口 2 = 1， ffa = 10 ^ = 3* 1 X 10 H » ( J5 = 2* 6 X 10 

且假设 machine epsilori 为 5 X 10 1 S . 为求得数值秩，我们将奇异值和 

aimax { m ,? i)e = 4 * 5 * 5 X 1 CT 15 = 10 _u 

进行比较.由于有三个奇异值大于 10_ u , 所以矩阵的数值秩为 3* ◄ 


应用2:数字阁像处埤 


一个视频图像或图片可以通过将其分解为单元（或像素）数组并测量每一个单元的灰度进行 
数字化 . 这些信息可使用一个矩阵 A 进行存储和传输+ A 的元棄为非负值，对应于灰度 
级别的度董.由于任一单元的灰度级别通常很接近其相邻的单元，所以可以将需要的存储数量 
从 mn 减少到 wa 十 m + 1 , 一般地*矩阵 A 将有很小的奇异值 * 因此 t A 可以用一个秩非常小的 
矩阵来逼近. 

若 A 的奇异值分解为则 A 可表示为外积展开: 

A = ctiUivJ 十奶 11 2 # 十 - 

最接近的秩为々的矩阵可通过取这个和的前 6 项 得到： 

A k = tTiUiVj vj 1 H - h(T*w*vJ 
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A * 的总存储量为灸 （m + « + l ). 我们可以考虑选择的 A 小于 n , 且相应于 A * 的图像和原来的图 
像非常接近.对々的典型选择，所需的存储量将小于整个矩阵 A 所需存储量的20%. 

图5, 1展示了 一个 1 7 6 X 260 的矩阵 A 对应的图像和三个对应于较小秩的 A 的近似矩阵 
的图像，图片中的三位紳士（从左到右）是* James H . Wilkinson , Wallace Givens 和 Georage 
Forsythe (三位数值线性代数的先驱者）. 

176 X 260 原始图像 秩为5的近似图渾 


秩为15的近似图像 秩为30的近似围摩 


图 S .5.1 由 Oakridge 国家实验室提供 


应用3:信息检索——潜语义索引 


我们再次回到 1.3 节和 5. 1节中讨论的信息检索应用问题.在这个应用中，文挡数据库被 
表示为一个数据库矩阵 Q . 为搜索数据库，我们构造了 _个单位搜索向量 jt ， 并令少和 
搜索表达式最匹配的文档是那些 J 对应的元棄最接近1的文档. 

由于多义和同义的问题，可以考虑数据库的一个近似.数据库矩阵中的某些元棄可能包含 
外来的成分，因为存在着多义词；而某些将可能会丢失成分，因为存在着同义词.假设可以纠 
正这些问题，且得到一个理想的矩阵 P * 如果令则由子 Q = P + E , 我们可以将£： 
看成是数据库矩阵 Q 的一个误差矩阵*可是， B 是未知的， 因此我们无 法准确地得到然 
而，如果可以得到 Q 的一 个简 单近似 Qp 则 兑也将是 P 的一个近似. 因此 对某误差矩阵&， 
Qi = P -\~ Ei . 在薄"语义索引 （btent semantic indexing , LSI ) 方 法中， 数据库矩阵 Q 用一个秩较 
小的矩阵❹近似.该方法的基本思想是，一个较小秩的矩阵仍然给出了 P 的一个好的近似，且 
由于其较为简单的结构，事实上将含有较小的误差； w \\ e x ii<i|r|[, 

这个较小秩的近似可通过在 <3的奇异值分解的外积展开中截取得到.这等价于令 
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347 

I 

348 




^r+l = 心 +2 ~ 0 

然后令 Q ^ uavr ， 即秩为 r 的奇异值分解矩阵的压缩形式，进一步地，如果 r < inki ( m , n )/2, 
则这个分解在使用中计算更为高效，且搜索的速度将大大提高.计算的速度是和含有的算术运 
算的次数成正比的，矩阵向量乘法 Q 、 共需个标董乘法（每一个 a 个元素的乘法的攸 倍）. 
另一方面 ， Qf 1乘法= % ( 芯 （Ui jt 「）） 共•要 r(;n + n +1) 个标量乘法 • 例如， 

若 m = rt=l 000，且 r =200 t 则 

⑽=10 6 ， 而 r(m + w + 1) = 200 * 2001 = 400 200 
使用较小秩的矩阵进行搜索将比原来的快两倍以上， 


应用心 心理学——要素分析 


在 5.1 节中 f 我们看到心理学家斯皮尔曼如何使用一个相关矩阵比较一系列智力测试中的 
成绩.基于观察到的相关性，斯皮尔曼得到了测试结果中隐含的一般涵数.心理学家的进一步 
工作是，确定由智力因棄导致的、在一个学习领域中发展的公共因子，这称为因素分析 （factor 
analysis). 

较斯皮尔曼的工作早一些的是1901年 Karl Pearson 的一篇论文，其中分析了一个由3000 
个罪犯的 7 个物理变量给出的相关矩阵.这个研究包含了由 H . Hotelling 推广的，在1933年 
发表的著名论文中提出的方法的根.这个方法称为要素分析. 

为看到这个方法的基本思想，假设有一个对一组 m 个人进行的 n 元智力测试序列，测试 
值距平均值的偏差构成了一个的矩阵 X . 尽管在实际使用时 X 的列向董是正相关的，但 
在考虑假设因素时应为不相关的.因此，我们希望引入对应于假设因棄的相互正交的向量1， 
h 要求这些向量张成犮( X )，因此向董的个数 r 应等于； f 的秩，此外，我们希望将 

这些向量按照其方差递减的顺序进行编号. 

第一个要素向量 h 应取为方差最大的.由于 在 X 的列空间中，所以可将其表示为一个 
乘积； fv ,, 其中 v ,6 fT . 协方差矩阵为 

S = ~-^ X T X 

n —丄 


且^的方差为 


varCjfi ) = 


( Xv ,) T Xv , 
n — 1 


= vT Svi 


V ! 为所有单位向量 F 中使得最大化的向量，这可通过将 h 取为属于 X T X 的最大特征值 
的单位特征向量来实现.(见 6.4 节练习 28,) X T X 的特征向量为 X 的右奇异向量.因此， 

h 为 X 的对应于最大奇异值^ = |的右奇异向量，若 A 为相应的左奇异向量，则 

>i = Xv： — o-iW] 

第二个要素向董必形如 j ? 2 = Xv 2 . 可以证明，所有和^正交的单位向量中，使得 v T Sv 最 
大化的向量就是 X 的右奇异向量若采用这种方式选择 v 2 , 且 * i 2 为相应的左奇异向量，则 

J2 = Xv t = ij z U 2 


由于 
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yly2 ^ truj^tiluz — o 

由此可得 h 和 h 为正交的.其余的 y 可以通过奥似的方法得到. 

—般地，奇异值分解求解了要素分析问琿.若 X 的秩为 r t 且奇异值分解为 
(压缩形式），则要素向量为 

y { = < T ] «i ^ — ^2 W 2 ,*-- ty, ^ a r u r 

左奇异向量叫，…，为规范化了的要素向量.如果令则 

X = U,ZiVJ = u,w 

矩阵 tA 的列对应于假设的智力因素 • 每一列中的元素衡量了一个学生的特定智力水平.矩阵 
见衡量了每一个测试依赖于假设因素的程度. 

练习 


1. 证明 A 和 A T 有相同的非零奇异值+它们的奇异值分解有什么联系？ 

2. 使用例1的方法求下列每一矩阵的奇异值分解. 



3. 对练习2中的每一矩阵： 

( a ) 求秩. 

( t >) 求秩为 I 的最接近的矩阵（在弗罗贝尼乌斯范数意义下）. 


4. 给定 



求和 A 最接近的秩为1和秩为2的矩阵（在弗罗贝尼乌斯范数意义下）. 

5. 矩阵 



的奇异值分解为 



f 350 l 
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( a > 用奇异值分解求 r (A t ) 和的规范正 交基. 

(b) 用奇异值分解求 i?<A) 和 JVG4 T 〕 的规范疋交基， 

S. 证明 t 若 A 为〜对称矩阵，且其特征值为 A lt A 2 ，*.. t A,* 则 A 的奇异值为 \Xi \ , U z | * …， U„ | . 
7* 令 A 为一彷乂„矩阵，其奇异值分解为且假设 A 的秩为 r ， 其中 r < n . 证明、，••,，为 
的一组规范正交基. 

S. 令 A 为 - n X ” 矩阵，证明和九 4 T 为相似的 4 

9 - 令 A 是矩阵，其奇异值为①，免，…， < r„， 特征值为 A, * A 2 ，…， A ,. 证明 Uih …丨 
10. 令4为一 矩阵，竒异值分解为 U2V^， 井令 


U oj 

证明I若 


x= [:X ::]… 1 •… 

则^和1是 B 的特征向虽. B 的特征值和 A 的竒异值有什么关系？ 

11. 证明 s 若 a 为 A 的一个奇异值，则存在一个非零向里 je 使得 

_ HArlh 

從 — imn 

12* 令 A 是一秩为》的矩阵，其奇异值分解为 USP * 令表示 nX 坊矩阵 


tfi 


O 


并定义 A+=ra + t； T . 证明；二 A + & 满足正规方程 A T Ar=A T &. 

13* 令爲+如练习12中所定义，并令 p=AA +. 证明户 = P , 且 P t = R 

6.6 二次型 


到目前为止，读者通过学习线性方程组，应当已经很了解矩阵的重要作用了 t 本节我们将 
看到矩阵在研究二次方程时也扮演了重要的角色.对每一个二次 方程， 可以关联一个向量函数 
f(x) = x T Ax m 这个向量函数称为二次型 （quadratic form ). 二次型出现在很多应用问题中.在 
[3511 研究最优化理论时，二次型尤为重要. 

定义一 个二次方程 （quadratic equation ) 为两个变量 I 和 ^ 的方程 

ax 2 + 263：^ + c y 2 djc ey f ^ 0 (1) 

方程 （1) 可写为 

[- yl\l H+[h] 

Lb c 」 L ； y 」 


_ v. 


+ / 


( 2 ) 


令 
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則 



和 



b 

C 




x T Ax — ax z -f- Zbocy + cy 2 
称为与 （1) 相关的 二次型 （quadratic form ). 


圓锥曲线 


一个形如 Cl ) 的方程对应的图形称为 E 5] 锥曲线 （conic section ). [如果没有有序对（: r , : y ) 满足 
(1)，则称方程表示一个虚圆锥曲线,]如果 (1) 的图形仅含有一个点1 一条直线或两条直线，则称 
<1)表示一个退化的圆锥曲线.我们更关心的是非退化的圆锥曲线.非退化的圆锥曲线为圆、椭 
圆' 拋物线或双曲线（见图 6. 6.1). 当圆锥曲线的方程可以化为下列标准形式之一时，其草图很 
容易 绘制： 


( i ) 工 2 +y = r 2 



(画） 

㈤ 分产 1 



(椭圆） 

a 

m i- 

Jt £ 1 

~r l 

(双曲线) 

( iv ) ji ： 2 ~ay 或 

y — a ^： 

(抛物线） 


其中 a ， p 和 r 为非零实数.注意，圆是椭圆在时的特殊情况.若一个圆锥曲线的方程 
可以化为四种标准形式之 一 ，则称其为在标准位置 （standard pos 彳 tion ). 图 6. 6.1 中 （ i )、 Gi ) 和 
( iii ) 对应的图形均关于所有坐标轴和原点对称.我们称这些曲线是以原点为中心的.在标准位 
置的抛物线，其顶点在原点，且关于一个坐标轴对称. 



VI / 

"j x 
( iv ) 抛物线 


图 6, 6. I 

不是标准形式的圆锥曲线又如何呢？考虑下列情况. 

情形 1: _锥曲线由从标准位置水平移动得到.这出现在 （1) 中当7和 X 均有非零系数时. 

情形 h 圆锥曲线由从标准位覚垂直移动得到.这出现在（1>中当 y 和: y 均有非箏系数时 
(即#0,且 #0), |35~2' 

情形 1圆锥曲线由标准位置旋转一个不是 9 CT 的倍数得到.这出现在当 I ? 项的系数非零 
时（即 枝 G ), 

—般地，我们可能有这三种情况的一种或几种的组合.为画出不在标准位置的圆锥曲线， 
通常求一个新的坐标系/和使得在新坐标系下圆锥曲线在标准位置.如果圆锥曲线仅是 
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通过水平 或垂直 移动得到的，这不难做到，此时，新的坐标系可通过配方得到.下面的例子给 
出了如何这样做. 

►例1绘制方程 

9 x 2 — 18 a : 十4/ + 16^ — 11=0 

的草图. 

解为看到如何选择新的坐标系，我们进行 配方： 

9 U Z - + 1) + 4<^ + 4^ -h 4) - II -=9 + 16 

这个方程可化简为 

jjo-iy , (,v+g) a _ t 
~ 十 3 2 — 

若令 

x f = jc —\ 及 y = y + Z 

方程化为 

2 Z 十 3 2 1 

它 在/和 :/下是标准 形式. 因此图形（如图 6.6.2 所示）将为在^/坐标系下标准位置的一个 
椭圆.椭圆的中心在/：/平面中的原点[即在点（ X ，：^> = (1，一 2)]. / 

轴的方程为；/= 0,它在 r ： y 平面上的方程为5 = — 2.类似地，：/轴对应 
_于直线 z = l . < 

如果圆锥曲线的中心或顶点已经进行了平移，则会有一个小的问题. 

然而，若圆锥曲线同时还被从标准位置进行了旋转，则需要进行坐标 
变換*使得在新坐标系/和 y 下方程不含有//项.令 jt 二^厂及 
/=( y ， ： /) T . 由于新坐标系和旧坐标系相差一个旋转，我们有 

JT = 或 / = Q T x 图 6 . 6 2 

其中 

f cos ^ sin^l 、 「 cos ^ — sin ^" 

Q = ■ 或 Q T = ■ 

-— sin^ cos0 」 L sin^ cos^- 

若0<彡<^则矩阵 Q 对应于一个顺时针旋转 0 角的旋转变换，且*? 1 对应于一个逆时针旋转沒 
角的旋转变换（见 4. 2节例 2). 利用这种变量变换 * (2) 化为 

(xy T (Q T AQ)x /V + /= 0 ⑶ 

其中 e f 2 = Ld 0 Q * 这个方程不包含/：/项的充要条件是 Q T AQ 为对角的.由于 A 是对 
称的，可以求得一对规范正交向量％ =( 工 I ，一 A ) T 和 h = (： yi ， X ,) T . 因此，若令 
及 sin ^= y ] ，则 

Q = [ffi 9 a ] = [ 

L — xi 」 

对角化 A _ 且 （3) 化简为 

Ai (W +A 2 (y) 2 + d f x + ey f + f = 0 
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►例2考虑_锥曲线 
该方程可写为 


3x z + Zxy + — 8 = 0 

3 11 Tj ：' 


!> y ] 


If _ 

-y- 


f 3 


3 J 


S 


的特征值为 A =2 和 A = 4 t 其对应的单位特征向量为 


i) T # 


令 


Q 


r cos 45° sin 45' 
- sin 45° cos 45 ( 


并令 


~x n 


' 丄丄， 

sfZ S 

1- * -1 
X 

-y- 


7 s 

/ 

」 


國 


坐标系下，我们作乘沣 




Vx 





[355] 


图6 - 


于是 

且 圆锥曲 线的方程化为 
或 


0 _ 

.0 4. 


q t aq 

zix ) 2 +4(y) 2 

I (/) 2 

" T-t 2 


在新坐标系下，/轴的方向由点/= 1，：/= 0 确定. 为将其转换到 x 


- 丄丄\ 
V 2 V 2 


r 1 1 

-丄丄 
VI 從 

-0」- 

1 

fvfj 


A 


/ 轴将在 t 的方向上.类似地，为求得:/轴的方向，我们作乘法 

Q^Z = 92 

构成 Q 的列的特征向量告诉了我们新坐标轴的方向（见图& 6. 3). 


丄 72 丄 V2 

丄及丄在 
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- 2) 2 + 2(/ + 1) 3 = 8 rx^VV 1 

如果令/一2,且 /=y + l (见图6.6. 4)，方程化简为 X X \\ 

宇 + 乎 =1 < 

综上所述，一个关于变量： r 和: y 的二次方程可以写为 / 

x T Ax + Bje + / = 0 图 6. 6, 4 

其中 x =( x ， y y , A 为… 2 X 2 对称矩阵， B 为 - 1 1 X 2 矩阵， 

且/为一个标駑.若 A 为非奇异的，则利用旋转和平移坐标轴，方程可以改写为 

AiCx ) 2 + A a (/) Z +/ ^ 0 <4) 

其中 A , 和 A 2 为4的特征值.若 （4) 表示一个实的非退化圆锥曲线，则它将为椭圆或双曲线, 
这依赖于 A , 和1 2 符号相冋还是相反，若 A 为奇异的，且只有一个特征值为零，则二次方程可 
化简为乂 

Ai + ey r + 产= 0 或 As <：/) 2 + d f x f + — 0 

若/和/不为零，这些方程将表示抛物线. 

没有理由限制在两个变量的情况.不妨考虑二次方程组和任意变量个数的二次方程.事实 
上，一个清冰个史查…，心的二次方程形如 

x J Ax + Bx+a = 0 (5) 

其中 •••• a ) t , A 为一 TiXn 对称矩阵， B 为 一1 X « 矩阵，且^为一标量.向量函数 

/(r) = x T Ax — 2 f 


为二次方程关联的《个变量的二次型. 
当有三个变量时，若 


►例 3 给定二次方程 

3 工 £ 2xy -f- + ^y/2y — 4 — 0 

求一个坐标变换，使得结果方程表示一个在标准位置的圆锥曲线. 
解 U 项可采用例2中的方法消去.此时，利用旋转矩阵 


1 - 1 _ 

1I V2 1 V2 
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则 (5) 化为 

肛 2 十办 2 + 戊 2 + 十 2exz -h 2 fyz + 总 r+A^y+k+a^O 

三个变景的二次方程的图形称为二 次曲面 (quadric surface ). 

有以下四种非退化的二次曲面： 

1. 摘球面. 

2. 双曲面（单叶或双叶 >. 

3. 锥面. 

4. 拋物面(椭圆抛物面或双曲抛物面）+ 

正如二维情形，也可以使用平移和旋转将方程转化为标准形式 

Ai Cx 7 ) J + X t {yY H- A 3 (z’)z -¥ a — 0 

其中 Ah 为 A 的特征值.对一般的《维情形，二次型总是可以转化为一个较简单的对 

角型.更为精确地，我们有如下的定理. 

定理 6. 6. 1( 主轴 定理） 若 A 为一实对称的矩陣，则存在一个变量变换使 
4 ^ x T Ax ^ u T Du , 其中 D 为一对角矩阵， 

证若 A 为一实对称矩阵，则由推论 6. 4. 7,存在一个正交矩阵 Q 对角化 Ai 也就是说， 
Q T AQ = D ( 对角 的）. 如果令 w = Q T jf ， 则 jc = Q « 且 

x T Av = u T Q T AQu u T Du ■ 


最 优化； 微积分中的一个应用 

下面考虑多变量的函数最大化和最小化的问题.特别地，希望确定一个实值向置函数 
u ;= F ( x ) 的所有临界点.如果函数为一个二次型切=/&，则0为一个临界点.它是否是极 
大值、极小值或鞍点依赖于 A 的特征值.更为一般地，若一个要求极值的函数是可微的，则 
它在局部的行为很像一个二次型.因此，每一个临界点可以通过确定与其关联的二次型矩阵的 
特征值符号来检测. 

►定义令 F ( jc ) 为 R w 上的一个实值向量函数+若在 IT 中的一个点文。处， F 的所有一阶偏 
导数均存在且等于零，则 A 称为 F 的驻点 （stationary point ), 

若 FU ) 在点&或者有局部极大值，或者有局部极小值，旦 F 在 JC D 处存在一阶偏导数，则它 
们将全部为零.因此，若 FU ) 处处存在一阶偏导数，则其局部极大值和局部极小值将在驻点 
取得. 

考虑二次型 

— ax 1 -h 2bxy -h cy 1 

/ 的一阶偏导数为 

= 2ojc + 2by 
f y — Zbx + 2cy 


[3571 


國 
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令这些方程等于零，我们看到（0， 0) 是一个驻点.丙而，如果矩阵 

A=J a ” 

U J 

为非竒异的，这将是惟一的临 界点. 因此，如果 A 是非奇异的，/将在 0) 点有一个全局极 
小值、全局辍大值或鞍点. 

将/写为 


fix ) - x T Ax , 其中 x =[=] 

由于/(0) = 0,可得/在0处有全局极小值的充要条件为，对所有的; r 尹0， 

x T Ax > 0 

/在 G 处有全局极大值的充要条件为，对所有的/关 0 ， 

x T Ax < 0 

若 At 变号，则0为一个鞍点. 

—般地，如果/为一个有 n 个变量的二次型，则对每一 X 6 R ", 有 

f ( x ) = Jd 

其中 A 为一对称矩阵. 

定义 若 X 在 R " 中取逼所有非零向量时，一个二次型/(又）=^如仅取一个符号 t 则称 
其 为定的 （ definite). 若对 R" 中的所有非零 x ， x T Ax > 0 f 则称该二次型为 正定的 （positive 
definite ) ; 若对 R n 中的所有非零 jt, x T Ax < 0 , 则称该二次型为 负定的 （negative defimte ). 若 
一个二次型取不同的符号，则称它为 不定的 （ indefinite). 若 /(Jir)=Jt T Ax>0, 且假定对某 jt# 
0 j 其值为 0, 则 /(X) 称为半 正定的 （positive semidefinite). 若 /Cjt)^0 »且假定对某 x #0, 
其值为0，则 /(jc) 称为半 负定的 （negative semidefinite). 

二次型是正定的或负定的依赖于矩阵 A . 若二次型是正定的，我们简称 A 为正定的.前 
述定义可按如下方式重述. 

定义一个实对称矩沣 A 称为 

I . 正定的 （positive definite ) t 若对 R " 中的所有非零 jc ， x r Ax > 0 , 

D * 负定的 （negative definite 〉， 若对 R n 中的所有非零 jc , x r Ax < 0 m 
IU * 半正定的 （positive semklefinite ) ， 若对 IT 中的所有非零 Jf . 

IV - 半负定的 （negative semidefinite) ， 若对 R 中的所有非零 jc t Ak^0. 

13591 V. 不定的 （ indefinite ) ， 若 Jf T Ajc <0 的取值有不同的符号. 

若 A 为非竒异的，则0为 / U )= x T At 的惟一 驻点； 若 A 为正定的，则它为全局极小值 
点；若 A 为负定的，则它为全局极大值点.若 A 为不定的，则0为鞍点.为对驻点进行分类， 
我们必须对 A 进行分类.有很多方法来确定一个矩阵是否为正定的.我们将在下一节学习其 
中的一些方法.下面的定理给出了正定矩阵的也许是最重要的特征. 

定理 H2 若 A 为一 nXn 实对称矩阵 . 则 A 是正定的，当且仅当其所有的特征值是 
正的 . 
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证 


因此 


若 A 为正定的，且 A 为 A 的一个特征值，则对任意属于; I 的特征向量 jt , 有 

x T Ax }jc T x — A It Jr || 2 


反之，假设 A 的所有特征值均为正的，令 T A 丨为 A 的一个规范正交特征向量集.若 
r 为 ET 中的任意非零向量.则 JC 可写为 


其中 


x = CEi^i +ar 2 X2 + …十《„：>^ 


由此可得 


Qi = JC T x, , i=^l ，--*，；！且 ^(( Xi ) 2 = I ! x |[ 2 > 0 

1=1 

x J Ax = x T Cn , AiJt , H - + ffH U 


jf 

> CminA ；) || Jt || z > 0 

因此， A 是正定的. ■ 

若 A 的所有特征值均为负的，则 一 A 必为正定的*因此， A 必为负定的.若 A 的特征值 
有不同的符号，则 A 为不定的.事实上， 若又 1 为 A 的一个正的特征值，且^为一属于; U 的 
特征向量，则 


xJAxi = XiXjXi = Ai I Jt ! 11 2 > 0 
若心 为一负特征值 * 其特征向量为 A ， 则 

xjA x 2 — XzX ^ X ^ — X2 El Xz )1 2 〈0 

►例 4 二次型 / U , — 的图像在图 6. 6. 5 中给也 从图中并不能完全看 

出驻点 （CK 0) 是全局极小值点或鞍点.我们可以用二次型的矩阵 A 确定这个问题 t 


A = 



A 的特征值为 ； U =6 和 A 2 = l , 由于所有的特征值均为正的，故可得 A 为正定的，因此驻点（0, 
0) 为全局极小值点. 4 

现在，假设我们有一函数 F (:»：， y )， 其驻点为（^，％).若 F 在 Cc 。，>) 的邻域内有连续 
的三阶偏导数，则可将其在该点进行泰勒级数展开. 

F(x 0 + + k) —Fixij ， : y。〉 + [AFj {x ot y^ + kF y (jc<t t y Q )] 

-h -j (办，況） + ZhkF ^ (xq , y 0 } + ixc ，: yb )]+ J ? 

=F0 0 ， a) + +(o^ +dfeM + 及 


[3601 


其中 


a = b = F JOJ <x OT 3?o) f c = ( 工 0 ， >) 
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余项为 

R - ( z )+ 3h z kF ^ y U )-^ Zhk 2 F ^( z ) + jfe 3 F ^ CO ] 

《工 0 十舐，: yo +汲）， 0 < ^ < 1 

若占和 A 充分小，则 | J? | 将小于^~ | + 26W + d 2 | ，于是 [F (而 +A，y 0 +k) — F( j ^ ， y 0 )] 

将和 UA 2 +26 W + d 2 ) 有相同的符号.表达式 

f(hyk) = ah 1 + 2bkk+ck z 

为变量 A 和 々的二 次型.因此 fXx , : y ) 在（取，加）处取得局部极小值（极大值）的充要条件为 
/< A ， 幻在 （0, 0) 处有一极小值(极大值).令 



fj ^ 

~a b- 


(^ 0 ，>) 

^xy Cxq ^ " 

_ 

jn —— 

-b c - 


-P'jey (X 。 ，外 ） 

yy C ， 3^Q ) ■ 


并令 L 和 A z 为 H 的特征值.若 H 为非竒异的，则； L , 和々为非零的，且可将驻点如下分类 ； 

( i ) 若； h >0, A 2 >0, 则 F 在 U q , >) 处有一个极小值. 

( ii ) 若;^<0, A 0 < O , 则 F 在(為，加）处有一个极大值. 

( iii ) 若;^和為有不同的符号，则 F 在(心，处有一个鞍点. 

►例 S 函数 

Fix,y) = 4 - xy 2 — 4 巧十 1 

的图像在罔 6.6.6 中给出.尽管所有的驻点均在 M 示的区域中，但很难将它们从圈形中区分出 
来.然而，我们可以解析地求出驻点，然后通过研究对应于二阶偏导数的矩阵，对每一个驻点 
进行分类. 

解 F 的一阶偏导数为 

^ — 4^ 

Fy = 2xy — 4 J ： = Zxiy — 2) 
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图 6. 6 


令圮= 0，我们得到 Z =0 或: y =2. 令匕=(^我们看到，若工=0,则: y 必为0或4，若; y =2, 
则工=土 2. 因此(0，0>，（0，4)，（2， 2 ) t ( —2, 2) 为 F 的驻点.为对驻点进行分类，我们 
求二阶偏导数： 

― 2x , — 2y — 4：* = 2 工 

对每一'驻点 ( Xo * y 。） ，求 

「2工。 2% — 4] 

L 2 y ^ — 4 2 xa 

的特征值.这些特征值汇总在表1中- 


表 1 


駐点 〔JCtM J0) 

Xi 

又 2 

说明 

(0t 0) 

4 

一 4 

鞍点 

(0, 4) 

4 

一 4 

鞍点 

C 2, 2) 

4 

4 

局部极小值点 

(一 2 T 2) 

一 4 

— 4 

局部极大值点 


4 


规在我们可以将对驻点进行分类的方法推广到多于两个变量的情形.令 F(X> ^ 
FU xt 为一个实值函数，其三阶偏导数均为连 续的. 令 A 为 F 的一个驻点，且定义 

矩阵为 

ha ~ (X。) 

/1(為）称为 F 在心点的黑塞矩阵. 

驻点可以按照如下进行分类： 

( i ) 若 HU 。） 为正定的，则 A 为 F 的一个局部极小值点. 

( ii ) 若 HOf 。） 为负定的， 则和为 F 的一个局部极大值点. 

( iii ) 若 HU 。） 为不定的，则々为 F 的一个鞍点， 

►例6求函数 


[3621 
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= x B xz — Scosy + z £ 

的局部极大值、极小值和所有鞍点. 

解 F 的一阶偏导数为 

F! ~2x-\-z 
F y — 3 sin^ 

=x + 2z 

由此可得， （ x ， y ， 之）为 F 的一个驻点，当且仅当 ：c = ；e = 0， 且 ; y = ttir ， 其中？ I 为一整数.令 
為=(0, 2 kn , 0) T . F 在处的黑塞矩阵为 

■2 0 r 

HCx 0 ) = 0 3 0 

■1 0 2 _ 

HU 。） 的特征值为3, 3和 1. 由于特征值均为正的，可得汗(和）是正定的，因此 F 在处有 
一个局部极小值.另一方面，在形如4=<0， （2 々一 1) tt ，0> T 的驻点处，其黑塞矩阵为 

~2 0 r 

HU 】）=0-30 
.1 0 2 _ 

_ HU 6 ) 的特征值为 一 3, 3和 I . 由此可得 HO ^) 为不定的，因此 Xl 为 F 的一个鞍点. 4 

练习 


]. 求下列二次型相关的矩阵. 

— Bjry + y 

( b ) £〆 +3/ 十 2 i ^+3 yi 

( c ) P - h 2 y + z ; + Jcy -2 TZ - h 3 yz 

2. 将例 2 中的特征值重新排列，使得幻=4和；^=2,并重做那个例子./和/将在哪个象限中？绘制草 M . 
并和图 6 U 比较， 


丄对下列各题，求一个适当的坐标变换（即一个旋转和/或一个平移变换），使得得到的圆锥曲线为标准形式 ? 
然后对它们进行分类，并绘制草图. 


(a) jc 2 +Z3f+ ： y s — 6=0 

Cc) — 3x 2 + 6 巧 + — 24 — 0 


的特征值.方程 


(b) 3jt a +S ： r^4- 3y z + 28 — 0 
Cd )^ + 2^+ y +3 j ： + y-l = 0 



ax 2 + 2^^? + cy 2 — 1 

在 AU 2 <0 时将表示什么类型的圃锥曲线？试说明. 

5. 令 A 为一对称的 2 X 2 矩阵，并令 a 为一便得方程相容的非零标貴.证明相应的圆锥曲线为非退 


化的 * 当且仅当 A 是非奇异的, 


6-下列矩阵哪一个是正定的？负定的？不定的？ 
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Ca) 

•3 

_2 2 」 


( b ) 

-3 

.4 

4 - 

1- 

1 

(c) 1 

■3 

1] 



0 j- 



2 

1- 


r 2 

0 0~ 

fd) 

° 

-1 0 

Ce) 

2 

1 

1 1 

⑴ i 

0 

5 3 


L i 

0 -Zj 



1 

2 」 

1 

L) 

3 5. 


7. 对下列各个函数，确定给定的驻点对应于局部极小值点、閙部扳大值点或鞍点中的哪一个. 

Ca )/( j ，； y > = 3 x 2 — a+y CO , 0) 

(b) /(jt t 3 O = sinjt+ 3 ? ? +3 巧 + 2 j: — 3) ( 0 ，一 1 ) 

( c ) /(JS = + Z ^ y -\- 2 jc — 2 y (1, 一” 

CcD / Cjt * : y ) + ^ + (1，1) 

< e )/(* r T y , 之〉 = jc 3 + jrj^+y 一 3 jt <1, 0, 0) 

( f )/(3：， r > = —-y Cx 1 H - jy -4 + z ~* yz ~ j ：— Zy —2 z Cl , 1, 1) 

S . 证明： 若 A 是对称 IE 定的矩阵，则心:04〕：>0.给出一个 2 X 2 矩阵，其行列式为正的，但它不是正定的. 

9. 证明：若 A 是对称正定的矩阵，则 A 为非竒异的，且人 1 也是正定的， 

10. 令4为一竒异的 矩阵， 证明 A T A 为半正定的，但并不正定， 

11. 令4为一对称的矩阵，其特征值为; U , …， A „. 证明对每一 ; re JR ", 存在〜个规范正交向童集〗4_…， 
xj , 使得 

Jt 

x T Ax = Ua,(jcW 

i-i 

12. 令 A 为一对称正定的矩阵，证明 A 的对角元素必全为正的. 

13. 令 A 为一71 Xri 对称正定的矩阵，并令5为一非竒异的矩阵.证明 S T AS 为正定的. 

14. 令 A 为一 i 7 X « 对称正定的矩阵.证明 A 可分解为一个乘积 QQT ， 其中 Q 为一 nX n 矩砗 ，其列力相互正 
交的- [提 示： 见推论 6. 4. 7.] 

6.7 正定矩阵 

在 6. 6节中我们看到，一个对称矩阵为正定的，当且仅当其所有的特征值均为正的.这种_ 
矩阵出现在很多应用问题中.它们频繁地出现在使用有限差分法或有限元法来数值求解边值问 
题的过程中.因为它们在应用数学中的重要性，我们在本节学习它们的性质， 

回顾一个对称的 rtXn 矩阵若对 K 中的所有非零向量 Jt ， Jt T A » r >0, 则它为正定的. 
在定理 6*6. 2中，对称正定矩阵的特征为，它所有的特征值均是正的 _ 这个特征可用于得到如 
下的性质. 

性质 i 若 A 为一对称正定矩阵，则 A 为非奇异的. 

性质 H 若 A 为一对称正定矩阵，则 d e t ( A >>0. 

若 A 为竒异的 ， A = 0 应为其一个特征值.因为 A 的所有特征值均为正的，故 A 必为非奇 
异的.第二个性质也是根据定理 6. 6. 2得到的，因为 

det ( A ) = Ai … JL > 0 

给定一矩阵 A ， 令力^表示将 A 的最后《 行和列删去后得到的矩阵. A 称为 A 
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的 r 阶前主予矩阵 （leading principal submatrix}. 我们现在可以得到正定矩阵的 第三个 性质. 
性质 DI 若 A 为一对称正定矩阵，则 A 的前主子矩阵 A 2 , 均为正定的， 

证 为证明4为正定的， 其中 l « n ， 令1 = 0^，…， A ) 1 为 IT 中的任意非零向量, 

并令 

由于 

= x t Ajc >0 ■ 

可得 A , 为正定的. 

性质 I 、 II 和 HI 的一个直接推论是，若泉为一个对称正定矩阵 A 的前主子矩阵，则 A , 
为非奇异的，且 det (/ U >0, 这在使用高斯消元法的过程中有重要的作用.一般地， 若 A 为一 
rtXn 矩阵.其前主子矩阵均为非奇异的，则 A 可仅使用行运算 E 化为上三角 矩阵； 也就是说， 
在消元过程中，对角元素将不会是0,所以消元过程无需交换行即可完成. 

性质 IV 若 A 为一对称正定矩阵，则 A 可仅使用行运算瓜化为上三角矩阵，且主元将全 
为正的. 

下面以一个 4 X 4 对称正定矩阵 A 来说明性质 IV. 首先注意到 

a n = det(Aj > > 0 

所以可作为一个主元，且第一行作为第一个主行.令 aW 表示第一列中的后 H 个元素消去后 
_在 （2, 2) 处的元素（见图 6. 7. 1). 



图 6. 7 , 1 


在这一步时，子矩阵义 2 转化为一个矩阵 



由于它仅使用行运算 ni 完成.因此行列式保持不变.于是 

= ^ n ^-22^ 

由此 

‘⑴— det(Az) „ det(A 2 ) 、 

如 dS<A ^ >0 

由于 a ⑷弇 0, 它可用于作为第二步消元过程中的 主元. 第二步后，矩阵 A 3 已经转化为 

叫 dn <^\ 


0 af ai\ y 
0 0 all } 


由于仅使用了行运算 ID ， 
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det(A 3 > det(A 3 ) 


“ a n a^ det(A,) ^ " 

故可用作最后一步的主元.第三步后，剩余的对角元素将为 

m __ det( A ， ） 、 p 

一般地，若一个 nXn 矩阵 A 可以化为一个上三角矩阵 LT ， 而不需要进行行交换，则 A 可 
被分解为一个乘积 UJ , 其中 L 为下三角的，其对角元素均为 1. L 对角线下的第 G , j ) 元素为 
在消元过程中从第 j 行减去第 i 行的倍数.下面以一个 3 X 3 矩阵的例子来说明. _ 

►例1令 


4 2 -21 


2 10 


2 2 


矩阵 L 采用如下的方法求得，消元的第一步是从第二行减去第一行的+倍，并从第三行中减去 


第一行的一去倍.对应于这些运算，我们令去及 G 


第一步后，得到矩阵 


■4 2 —2 


A ⑴ = 0 


最后的消元过程是，从第三行中减去第一行的 f 倍.对应于这一步，我们令心二音.第二步 


后，得到最终的上三角矩阵 


2 一 Z 


U = A 1 


矩阵 L 为 


可以验证乘积 




2 

10 

2 
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为看到为什么这种分解是可行的，我们将消元过程用初等矩阵 表示. 在消元过程中共使用三次 
行运算111 • 这等价于 A 左乘三个初等矩阵 E , ，艮， E 3 . 即巧 


1 0 0, 
0 1 0 


0 


3 


1 


0 

0" 


^ 1 

0 

0" 


^ 4 

2 

—r 


-4 

2 

-2- 

1 

0 


1 


0 


2 








一 T 

1 


10 

2 

= 

0 

9 

3 

0 

1 


0 

0 

1 


.-2 

2 

5“ 


_0 

0 

3_ 


由于初等矩阵是非奇异的，可得 


A = (ET l Ei l E^ l yU 

_当初等矩阵的逆按照这种顺序乘起来后，结果是一个下三角矩阵 L ， 其对角线元素为 L L 的 
对角线下方的元素将是消元过程中减去的倍数. 


E ^ E ^ Ei 1 


1 0 0 " 

I x . 0 

0 0 1 



" 1 0 0" 


_ 1 0 cr 


0 1 0 


0 1 0 


— 各 0 1 


0 \ 1 


L 2 」 


L 3 J 


0 0 ~ 
1 0 


3 


给定一个矩阵 A 的 LI ； 分解 T 可以进一步将 U 分解为一个乘积其中 D 为对角的， 
U x 为上三角的，其对角元素均为1, 


DU, 


Uzz 


Uiz u l3 

Wli «li 




Uln 

Wii 

WZrr 

议 22 


由此可 - A = LDL ^ —般地，若 A 可分解为一个形如 LDU 的乘积，其中 L 为下三角的 ， D 
为对角的， L 7 为上三角的，且 L 和1/的对角元素均为 U 则这种分解将是惟一的（见练习 7). 

若 A 是一个对称正定矩阵，则 A 可分解为乘积对角矩阵 D 的元素，…， 
^为消元过程中的主元，由性质 IV ，这些元素均为止的.此外，由于 A 是对称的* 

LDU l = A = A T = (LDU r 1 ) T = UlD J L r 
由 LDU 分解的惟一性可得 L T = LT ,. 因此 

A = LDL 1 

这个重要的分解通常 M 于数值计算.求解对称正定线性方程组时，可通过这个分解得到高效的 
算法. 

性质 V 若 A 为一对称正定矩阵，则 A 可分解为一个乘积 LDL T ， 其中 L 为下三角的， 
_其对角线上的元素为1，且 D 为一个对角矩阵，其对角元素均为正的. 
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►例2我们在例1中看到 



分解出 t ； 的对角元素，我们有 



由于对角元素、为正的，它可以进一步分解.令 



并令 LfIXM ' 则 

A ; LDL T - LD l /2 ( D 1/2 ) T L T ^ L x Lj 
这种分解称为 A 的楚列斯基分解 （Cholesky decomposition ), 

性质 M (楚列斯基分解）若 A 为一对称正定矩阵，则 A 可分解为一个乘积 LL t , 其中 L 
为下三角的，其对角线元素均为正的. 

►例3令 A 为例1和例2中的矩阵.若令 
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矩阵 A = hL T 也可写为上三角矩阵只=1/的形式.事实上，若 J ? = L T ， 则 a = LU = 
尺另一方面，容易证明，若 B 为非奇异的，则任何乘积 S T B 应是正定的，将这些结论总 
结在一起，我们有下面的定理. 

定理 6.7.1 令 A 为一 tiXti 对称矩阵.下面的命题是等价的. 

Ca ) A 为正定的. 


(七）前主子矩阵4，…， A „ 均为正定的. 

( c ) A 可仅使用行运算[ I [化为上三角的，且主元将全为正的. 

( d ) A 有一个楚列斯基分解 IX T (其中 L 为下三角矩阵，其对角元素为正的）， 

( e ) A 可以分解为一个乘积 BTB ， 其中 B 为某非奇异矩阵， 

证 我们已经证明了 U ) 可推出 a )，（ b ) 可推出 U ), ( c ) 可推出 （ d ). 为看到 （ d ) 可推出 
( e ), 假设 A ^ LIZ . 若令 B = L T , 则 E 为非奇异的，且 

A = LL T - B T B 


最后 • 为证明 Ce )-> U )， 假设 A = PB , 其中 B 为非奇异的.令 Jf 为 R rt 中的任何非零向量, 
并令由于 B 为非奇异的，由此可得 

x T Ax — je T B T B*- = y T y = || jj || 2 > 0 


W 此 A 为正定的. ■ 

定理 6. 7.1 的类似结果对半正定的情况是不成立的.例如，考虑矩阵 



一 3 


— 3 



其前主子矩阵均为非负的： 

det(Ai ) = 1, det(A £ ) = 0, det(A 5 ) = 0 

但 A 不是半正定的，因为它有一个负的特征值 — h 事实上 . U 1) T 为一属于 
— 1的特征向量，且 

[3701 x T Ax 3 


练习 


L 对 K 列各矩阵，求所有的前主子矩阵的行列式*并利用它们确定矩阵是否是正定的. 


( a ) 


„-1 


Cb ) 


-3 

_4 2 」 


< c ) 


4 -21 

5 3 

3 6J 


(d) 


「4 


Ll 


3 —2 

2 5. 


2. 令 A 为一 3 X 3 对称正定矩阵，并假设 （^(4) = 3, detC ^) = 
的过程中仅使用行运算 Kf , 则消元过程中选取的主元是什么？ 

3. 令 


r 2 


A 


1 


6, d e tCA a )-8. 假设在将 A 化为三角形式 


CT 


L 0 0—1 2J 



特征值 


327 


U) 求 A 的 LU 分解， 

(b) 说明为什么 A 必为正定的. 

4 ' 对下列各题，将给定的矩阵分解为一个乘积 LDI /, 其中 L 为下三角的 t 其对角线元素均为1，且 D 为一 
对角矩阵. 


_ 9 3 —6- 

( d ) 3 4 1 

_—6 1 9_ 

S . 对练习4中的各矩阵，求楚列斯基分解 LL t . 

6* 令 A 为 一 ”父《对称正定矩阵.对每 一 JT , ； reir , 定义 

<x,y> = x T Ay 

证明定义了 R " 上的一个内积. 

7■令 A 为 一 非奇异矩阵，且假设 4 = tA = L 2 D 2 L ^ 其中和为下三角的， Di 和 D 2 为对角 
的，1^和1^为上三角的，且 L " L 2 , I /"仏的对角线元素均为 1. 证明且仏=(7 2 . 
[提 示： 为下三角的，且 t / r 1 为上三角的.比较方程 iVdDpRCV .〕 、 V ^\ 」 

8. 令 A 为一对称正定矩阵，并令 Q 为一正交对角化矩阵，利用分解 A = QJDQ T 求一个非奇异矩阵£?,使 
得 B T B = 九 

9 . 令 B 是一秩 为^1 的^父„矩阵.证明为正定的. 

10. 令 A 为一对称的 nXn 矩阵.证明 〆 为对称且正定的矩阵. 

11. 证明：若 S 为对称的非奇异矩阵，则庄为正定的， 

12■令 


-4 2- 

(b> 

- 9 -3- 

■ 2 10- 


.-3 2_ 


(c 〕 


rie 8 41 

8 6 0 
L 4 0 7J 



「 1 I 

「1 ■— ^ * 

A = 


和 B — I 



Lo 1 」 


U) 证明 A 是正定的，且对所有的 
00证明 B 为正定的，但汗不是正定的. 

13,令 A 为一个?* Xtt 对称负定矩阵， 

若为偶数，则 det(A> 的符号是什么？若 n 是奇数呢? 
00证明 A 的前主子矩阵为负定的. 

明 A 的前主子矩阵的行列式是交替符号的. 


14. 令 A 为一 《Xn 对称正定矩阵. 

(a) 若对 A<〜 前主子矩阵 A* 和 A* + 1 均为正定的 > 因此有楚列斯基分解和 L *^ U +1 . 若九 + ] 可表 
示为 

山十 ■ 


其中 teas 且爲为一个标董，证明 u +1 形如 

a 

并将 JC * 和 a * 用» yt 和和 表示. 

( b ) 前主子矩阵八 1 有楚列斯基分解其中说明如何利用对_+、人进行楚列 


- A t 




•U 

0 

-Xt 
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斯基分解.设计一个算法，在一个楯环中计算 b 由于 A 的楚列斯基分解将为 
L - L "-(这个苒法是高效的 * 它仅使用了相当于一般的计算分解所需算术运算的一半 ,) 

? 6.8非负矩阵 

很多实际应用问题中出现的线性方程组，其系数矩阵的元素均为非负的值.本节将研究这 
样的矩阵和它们的一些性质. 

定义 一个 tiXti 实矩阵 A ， 若对每一 /和_/，^ > O t 则称为 非负的 （ nonnegative )! 若对每 
一 i 和 j ， %>0，则称为正的 （ positive ). 

类 似他， 一个向量 (X 〗 t … ， x„ ) T * 若满足每一 Xi ^0« 则称为 非负的 （ nomiegative) ; 
若每一 工 ,>0 ， 则称 为正的 （ positive). 

作为非负矩阵应用的一个例子，我们考虑列昂惕夫投入-产出模型， 


应用丨：幵放式校型 


假设有 n 个工厂生产71种不同的产品.每一个工厂需要投入其他工厂的产品，甚至可能投 
入它自己的产品_在开放式模型中，假设每一种产品均需要其他的产品.问题是求满足总需求 
时，每个工厂的产 出量是 多少. 

我们将证明，这个问题可以表示为一个线性方程组^且该方程组有一个惟一的非负解.令 
化表示第 J 个工厂要生产一个单位产品需要投入的第^个工厂的产品数董.此处一个单位的投 
入或产出是指价值为】美元的产品.因此，生产1美元的第 j 种产品的总成本为 

由于 A 的元素均为非负的，故这个和等于11+ || ^显然，除非 || ~|| ,<1,否则第 j 种产品是 
无利可图的.令 A 表示笫 i 种产品的对外部分.最后，令 a 表示为满足爾求，第 f 种产品产 
出的数董-若第 j 个工厂要生产的产品数为 ： c jf 则它需要从第 f 个工厂投入单位产品. 
因此，第£个工厂的总需求量为 

^ti^i -h a^Xt -h 4 - a in x n + d k 

于是，我们要求 

^ = a f i.ri 十 Az 工 z + … + a iti x n + d t 

对纟=1,…， 71 成立.这可导出一个方程组 

C1 — a u )j：i + (一 ai 2 )jc 2 + …+ — d% 

(一 a 2 \ ) j：i + ( 1 — a 22 + p, * + C — a 2 rt ) x tt — d z 

-h i — a „ 2 ) x z + …+ (1 — o ^)^, = d n 

它可写为 

(I-A)x = d Cl> 

A 的元棄有两个重要性质： 

( i ) 对每一 :和 
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(⑴对 每一乃 II a , ![,= - 

i=l 

向董 JC 必不仅为 u ) 的解；它还必须为非负的， （没有 任何理由有负的产出， ） 

为证明方程组有一个惟一的非负解，我们需要利用 5*4 节中介绍的和向董的 I - 范数相关 
的矩阵范数，矩阵范数同样也称为 1- 范数，且记为 || . || 1# 矩阵范数的定义和性质在 
7*4 节中研究，在那_节，我们将证明，对任意 mXn 矩阵 B 

"Ih = 2 ?< X i 2 I ^ maxC || || 1, || b z || 1# -t || b n || x ) (2> 

还将证明 1- 范数满足下面的乘法性质 2 

对任何矩阵 ce R #% 1IBCII T < || B || , IIC1I , 

对任何 xe II at II ! < il B H ! (i JC II , (3) 

特别地，若 A 为一 矩阵，满足条件 （ i ) 和 （ H ), 则由（2> 可得 It A II tCU 此外 t 若义 
为 A 的任一特征值 ， 且 x 为属于 A 的特征向董，则 

U | II Jf II 1 = II AJf || J = II Ajc || ! < II A 1| L 1 x I ! 

于是 


I A |< II A || ‘ < 1 

故 i 不是 A 的一个特征值.由此可得 A 为非奇异的，故方程组 （1) 有惟 一解： 

jt = ( I - A^d 

我们希望证明这个解必为非负的.为此，我们将证明 cr — Ar 1 为非负的，首先注意到，作为 
乘法性质 （3) 的一个结论，我们有 


)1 A - ih < II A II r 

由于 llAhCl , 由此可得当饥 — oo 时 


\\ A m \\ x ^0 

于是》当 7^-00 时，趋向于零矩阵. 

由于 

(J —A)(J + AH - \-A m ) = I —A ffl+1 

可得 

j + a + … + A"* ， a-Ay 1 - 

当爪 -^00 时， 

U-A 广一 （/ 一 A 广 1 A" 1 * 1 4 (I-Ay- 1 

因此，当 oo 时，级数 J + A + … + A m 将收敛于 （ r - A )_\ 由条件 （ i )， r + A + … + A ” 对每 
—个 / n 均为非负的，因此 （ f — Ar 1 必为非负的.由于 d 为非负的，可得解; t 必为非负的，然 
后，我们看到，条件 （ i ) 和 （ U > 保证了方程组 （1) 将有惟一的非负解 A 

当然，也有一个封闭式的列昂惕夫投入-产出模型.在封闭式模型中，假设每一个工厂必 
须生产足够的产品，仅满足其他工厂和其自身生产的投入量.对外部分被省略了.因此，替代 
方程组（1)，有 


CI — A)x ^ 0 
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且要求为一个正解.此种情况下，^的存在性是比开放模式更为深人的结果，且需要更高级 
的定理. 

定理匕 8 , 1 (佩龙定理） 若 A 为一正的 nXn 矩阵，则 A 有 一 个 正的实特征值 r* 它具有 
如下 性质： ^ W 

Ci ) r 为特征方程的一个单根， 

(ii) r 有一个正的特征向量 jf . 

(iii) 若 A 是 A 的任意其他特征值，则 | A 丨 <n 

佩龙定理可以看成是弗罗贝尼乌斯给出的一个更具一般性定理的特例，弗罗贝尼乌斯定理 
应用于不 可约的 （irreducitk) 非负矩阵的情形 - 

定义 一个非负矩阵 A , 若可将下标集彳 : U 2,*,.， 4划分为非空不交集合 A 和厶，使得当 
_ 斤I 〖且 /€厶时， ％=0, 則称其为 可约的 (mlndble ). 否则， A 称为不 可约的 (inetkcible). 

►例1 令 A 为一形如 

"XXOOX- 
X X 0 0 X 

X X X X X 

X X X X X 

义 X 0 0 X 

的矩阵■令 2, 5}, / £ = <3，4>.则 & U 厶 = U， 2，3，4, 5}，且当 I ” 厶时, 

% =0. 因此， A 为可约的，若 P 为由交换单位矩阵 J 的第三行和第五行得到的置换矩阵，则 

K X 0 0 >C 

X X 0 0 X 

FA = X X 0 0X 
X X X X X 

JK X X X X 


X 

X 

X 

0 

0 

X 

X 

X 

0 

0 

X 

X 

X 

0 

0 

X 


X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 


一般禅，可4证明一个 nXm 矩阵 A 是可约的，当且仅当存在一个置换矩阵 F , 使得 PAP T 为一个 
形如^ 




的矩阵，其中 B 和 C 为方阵. 

定理 6 .札 2( 弗罗贝尼乌斯定理） 
有如下性质： 

( i ) r 有一个正特征向量 a :. 

( ii ) 若 A 为 A 的任意其他特 征值， 


若 A 为一不可约非负矩阵，则 A 有一个正的实特征值 r , 它 


则 U | < r . 特征值的绝对值在特征方程的所有单根处等于 
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r . 事实上，若存在 m 个绝对值等于 r 的特征值，它们必形如 

Ai = 是 = 0 ， 1，…， m — 1 

这个定理的证明超出了本书的范围，请读者参阅 Gantniacher [4, 卷 2]. 佩龙定理是弗罗贝尼乌 
斯定理的一个特例. ^ 



在封闭式列吊惕夫投入-产出模型中，我们假设对外的部分没有需求，且希望求满足所有《个 
工厂需求的产出.因此，像开放式模型中一样定义％和 ％ ，对 2 _ = 1，^我们有 

之 ■ = a a xi -ha G X2 + …+‘ 工 „ 

方程组可以写为 

(A — Dx = 0 (4) 

如前，我们有条件 

Ci > 〜会0 

由于没有对外的部分，故第 j 个工厂的产出量和对该工厂的总投入量应是相等的.因此 

n 

x i = 

1-1 

于是得到第二个条件 

n 

Cii ) U 〜=1 ， j = 

i-i 

条件 （ ii ) 意味着 A — J 为奇异的，因为其行向量的和为 0. 因此，1为 A 的一个特征值，又由于 
WAW ^ l , 由此可得 A 的所有特征值的模小于或等于 1. 假设系数 A 的非零元素足够多，使得 A 
为不可约的 • 则由定理6,8.2, A 二1有一个正的特征向量无因此任何 x 的正倍数将为 (4) 的正解. 


再次讨论马尔可夬链 


非负矩阵在马尔可夫过程的理论中也扮演着重要的角色.回顾一下，若 A 为 一 TiXn 随机矩阵， 
则 心=1 为 A 的一个特征值，且其佘的特征值满足 

I A ； I ^ 1 f j — 2,* mm r n 

当 A 为随机的且其元素均为正时，由佩龙定理可得2 1 =1必为一个主特征值，这意味着以 A 为转移 
矩阵的马尔可夫链将对任何初始概率向置 A 都收敛到稳态向量. 事 实上，若对某个 k ， 矩阵 JV 为 
正的，则由佩龙定理， A ,= l 必为的一个主特征值.然后可以证明;也必为八的_个主特征 
值.（见练习 12.) 若一个马尔可夫过程的转移矩阵的某个幂次的所有元棄均为严格正的，则称其为 
正则的 ( regular ). 正则的马尔可夫过程的转移矩阵 将以 ； U =1作为其一个主特征值，且可以保证马 
尔可夫链收敛到一个稳态向量. 

练习 

1* 求下列各矩阵的特征值，并验证定理 6.8.1 的条件(0、 （ ii ) 和均成立， 
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-2 3- 

厂 4 2-| 


-1 2 

r 

_2 1_ 

< b ) 

<c) 

2 4 

1 

12 7J 

J 2 

4_ 






2-求下列各矩阵的特征值，并验证定理 6.8*1 的条件 Ci )、 Gi ) 和 ( UD 均成立. 


Ca) 


3.若 


[: 3 


( b ) 


*0 2 n 
.2 0」 



-o 

0 

8- 

<c) 

1 

0 

Q 


JO 

1 

0. 


A 


求开放式列昂惕夫投人-产出棋型中的产出向量 
4-考虑投人矩阵为 


U 2 

0.4 

o.r 


-16DCXT 

0.4 

0.2 

0.2 

及 d = 

eooo 

jO-O 

0.2 

0.2_ 


J4 EXXL 


D. 5 d 4 a r 
as 0.0 0,6 

JO.0 0,6 0 . 4 - 

的封闭式列昂惕夫投人-产出模 M . 若 JT =( 為， L 而) T 为这个模型的任一产出向进，坐标斯，為和办的关系 
是什么？ 

5. 证明： 若对某正整数 m , A »= 0 , 则 J — >1为非奇异的. 

6, 令 

v 1 r 

A= 0 -1 1 
J > -1 L 


求 ( J - AT 1 . 

Cb ) 求 A 2 和#, 验证 U — A 厂 ■ = I + A + A \ 

7. 下列矩阵中哪些是可约的？对每一可约矩阵，求一个置換矩阵广使得形如 


[制 


其中£?和 C 为方阵. 




1 1 QT 
1 1 0 
1 1 1 


(c> 


1 0 
0 1 
i o 


1 0 CT 

1 1 1 

1 0 0 

0 1 1 



S , 令 A 为一个不可约的非负 3 X 3 矩阵，其特征值满足 Ai =2= U I = U I . 求&和 
9.令 
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其中 B 和 C 为方阵. 

U ) 若 A 为 B 的一个特征值 t 其特征向盘为，…，证明 A 也是 A 的一个特征值 t 其特征向置为 i = 

(X】， .' 而， 0 ， 0) T , 

( b ) 若和 C 为正矩阵，证明 A 有正的实特征值 r * 满足对任意的特征值有 U | O . 证明 r 的重数至多为 
2,且 r 有非负的特征向逛， 

Cc ) 若 B = C ， 证明 Cb ) 中的特征值 r 的重数为2,并具有正的特征向童. 

]0,证明一个 2 X 2 矩阵力为可约的，当且仅当叩吻 = 0 , 

1 L 在4为一个矩阵时 • 证明弗罗贝尼乌斯定理. 

仪我们可以证明，对一个随机矩阵， &=1 为其一个特征值，且其余的特征值必满足 

i I ^ 1» j = 2 t *-,n 

(见 7. 4节练习 24.) 证明： 若 A 为一” X ”随机矩阵，满足对某正整数 t 及为一个正矩阵，则 

I ^ 1< 1, j = 2 ,…， n 

13i 令 AS _ nX n 正随机矩阵，其主特征值为七=1,且特征肉量; r 】， 為 ，…， 太■线性无关，又令九为一个马尔可 
夫链 

yofyi = Ay ot y z — Ajft ，… 

的初始概率向里. 

C &) 证明 h =1有一个正的特征向世: r lT 
( b > 证明 || 方 || pi ， i = o , i , 

⑴证 明：若 

Jo CiXi H-ftJTi + *** 

则在正特征向量 A 方向上的分壘 n 必为非零的. 

( d ) 证- 明马尔可夫链的状态向量方收敛到稳态向量， 

U ) 证明 


J lUlh 

因此稳态向童和初始概率向里: F 。 是线性无关的. 

14. 若随机矩阵 A 不是 一个正 矩阵，练习13中 ( c ) 和 < d ) 的结果是否仍然成立？当 A 为非负随机矩阵，且对某正整数 
I 允为正的时 * 回答相同的问题.解释你的答案、 

MATLAB 练习 

特征值的可视化 

MATLAB 有一个工具、它可以把〜个把平面映射到 S 身的线性算子的作用可裸化.该工具调用命令 eig 油 o«. 
这个命令打开一个图形窗口，同时虽示一个单位肉 Mx 和办，即 Jf 在4下的象.矩阵 A 可以通过命令的输 
入参数给出，或从图 形窗口 顶部的菜单中选择.为看到算子 A 在其他单位向量上的作用，将鼠标指向向里^的端 
点 * 并拖动沿逆时针方向绕单位圆旋转，当 x 运动时，将可以看到象办的变化.在这个练习中，我们将用 
eigw ™ 工具研究菜单中矩阵的特征值和特征向*. 
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1* 莱单顶部的对角矩阵为 

「+ 。 

A = 

T. 

初始时，选择这个矩阵，向置 JT 和 At 均应沿着7轴的正向.这个初始的图像位置给出了特征值-特征向童对的什 
么信息？试 说明. 将沿逆时针方向旋转，直到 JT 和 At 平行，即它们均位于过原点的直线上.对第二个特征值- 
特征向 M 对 r 可以得到什么结论？对第二个矩阵，重复这个试验.通过观察，不经过计算.你怎样求得一个 2 X 2 
对角矩阵的特征值和特征向货？这对 3 X 3 对角矩阵是否也是可行的？试说明， 

2, 菜单中的第三个矩阵为单位矩阵 L 当你将: r 绕着单位圖旋转时，文和 k 在几何上的比较是 什么？ 在这种情况下， 
你可以得到关于特征值和特 征向垦 的什么结论？ 

3. 第四个矩阵的对角线元素为1且对角线下方的元素为1,将: r 绕单位圆旋转并注意什么时候 z 和 Ac 是平行 
的.基于这个观察，求其特征值和对应的单位特征向 M . 通过将求得的特 征向里 乘以矩阵验证来检验 
体的答案. 

4* 以 3 心 0 »菜单中的下一个矩阵，除了 （2 f 1) 位罝上的元索替换为一 1外，和上一个矩阵相闻.将 r 完整地绕 
单位圆旋转一周， I 和平行过吗？ A 是否有某些实的特征向置？通过这个矩阵的特征值和特征向董，你 
可以知道什么？ 

5. 研究菜单中剩佘的三个矩阵（第六个、第七个和第八个）.对每种情形_尝试从几何上估计其特征值和特征 
[378] 向姓.并使你猜测的特征值和矩阵的迹相容+通过令 

[ X . D ] - eig ([0. 25,0, 75*1,0.50]) 

求第六个矩阵的特征值和待征向 S . X 的列为矩阵的特征向童，且 D 的对角线元索为特征值.采用相同的 
方法检验其他两个矩阵的特征值和特征向董， 

6. 研究菜单中的第九个矩阵.对它的特征值和特征向贵，你可以得到什么结论？用 eig 命令求其特征值和特 
征向 Mt 检验你的结论. 

7. 研究菜单中后面的三个矩阵.应当注意后两个矩阵的特征值是相等的.对每一个矩阵，它们的特征向量的 
关系是什么？用 MATLAB 计算这些矩阵的特征值和恃征向置. 

匕在 eigshow 莱单中，运行最后一项，将随机生成一个 2 X 2 矩阵.尝试使用10次随机生成的矩阵，且对每 
一种悄形，确定它们的特征值是否为实的.个随机生成的矩阵中有实特征值的百分比是多少？随机生成 
矩阵的两个实特征值相等的可能性是 多少? 试说明 . 

梁的临界荷载 

9. 考虑 S .1 节的应用问题中与梁的临界荷载相关的矩阵.为简便，我们假设梁的长度为1，且抗弯刚度也为 
1. 根据应用中给出的方法，若[0_ 1] 可以分为 ”个子 区间，则问题可以转化为一个矩阵方程办=杪.梁的 
临界荷载可用近似 * 其中 s 为力的最小特征值.当 fl = l 00 t 200, 400时，可令 

D — diag ( ones(n — 1 * 1 ) » 1) ； A = eyeCit ) 一 D — 

来构造系数矩阵.对每一悄形 t 求 A 的最小特征值，可令 

s = » in ( eigCA )) 

然后计算相应的临界荷载的近 似值. 

可对角化矩阵和退化矩阵 

10. 构造一个对称矩阵4，可令 

A = round (5 * rand (6)) * A = A + A f 

求 A 的特征值，可令 c = eig ( A ). 

的迹可以用 MATLAB 命令 trace (力)求得，且 A 的特征值的和可使用命令 s 脚 U ) 求得 * 求这两个 
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值 t 并比较它们的结果.使用命令 prod ( e ) 求 A 的特征值的乘积，并将其与 d e tM ) 比较， 

( b ) 求 A 的特征向里，可令[ X ， D ]- eig < A ). 用 MATLAB 计算 AX , 并将结果和 D 进行比较.阆时 
求并比较结果. 

11.令 

A ^ oneaClO ) + eye (10) 

( a)A — J 的秩为多少？为什么 A = 1 是一个里数为9的特征值?利用 MATLAB 函数 trace 求 A 的迹.其余 
的特征值义以必等于11，为什么？试 说明. 通过令 e = eigCA ) 求 A 的特 征值. 利用 format long 考察特 
征值.求得的特征值有多少位数值梢度？ 

( bH 十算特征值的 MA 1 XAB 程序是基于 7. S 节描述的 QR 算法的.也可以通过计算特征多项式的根求 A 
的特 征值. 为确定4的待征多顼式的系数，令 p = A 的特征多项式的系数必然为整数.为什 

么？试 说明. 若令 p = round ( P ), 最终可以得到 A 的特征多项式的准确系数.求 p 的根，可令 

r = roots ( p ) 

并用 fonuat long 显示结果，计算的结果中有多少位数值精度？使闱函数 eig 和求特征多项式的根 T 哪 
一种计算特征值的方法更精确？ 

]2 + 考虑矩阵 



注意，除了（2, 2) 元素外，这两个矩阵是相间的. 

U ) 用和 S 的特 征值. 它们是否有相同类型的特征值？矩阵的特征值是它们的特征多项式 
的根 * 用下面的 MATLAB 命令构造多项式，并将它们绘制在间一个坐标系中 . 

p—poly(A)i q=polY(B) ^ 

Jf = 一 8 1 0* 1 * St t—3eeros(aize<*)) ^ 


j=polyvaKp t jr) t w=polyi/ 3 l(^ f jt) t 

plotCjr, y f Xj w , Xt a) bold on 


使用命令 hold cm 将把 （ b ) 中绘制的子序列添加到当前的图形中.你怎祥用图形估计 A 的特征值”这个 
围形告诉你关于 JB 的特征值的什么信息？试说明. 

( b ) 为看到矩阵的 （2, 2) 元素变化后特征值的变化，我们构造一个矩阵 Ct 其 （2, 2) 元素为可变的.令 

t — symC Y) C = [ 5 , 一 3*3 d — 5 ] 

当 t 从0变到10时，这些矩阵的（2, 2) 元素从一5到5变化.用如下的 MATLAB 命令，绘制对应于 
■», 9的中间矩阵的特征多项式的图形. 

p ― polyC Q 
for j = 1 * 9 

S = SuJDs ( p t ( t j ) t 

ezplot(j, [— 10, ID]) 
axisC [™ 10 * K )» — 20, 220] > 
pause(2> 
erid 

哪些中间矩阵的特征值为实的》 哪些有复的特征值? 符号矩阵 C 的特征多项式为一个二次多项式，其 
系数为 t 的函数.为准确求得何处特征值从实数变为复数，将二次方程的判别式写为 〖的 函数，并求其 
根，其中一个根应在 （0, 10) 之间.将这个4代回矩阵 C , 并求这个矩阵的恃征值.说明这些结果如何 



和你的顯形对应.用手算求解特征 向址. 这个矩阵是否是可对角 化的？ 

11令 

B — toeplitaCO 1 一 1 * 一 3,0 * 3 > 

矩阵 B 不是对称的，因此不能保证它是可对角化的.用 MATLAB 验证 B 的秩为 2. 说明 为什么 0必为 B 
的特征值，且对应的特征空间的维数必为 2. 令[ X ， D ] — eig < B ). 求并和 D 进行比较*再计算 
并和 烀进行 比较. 

14，令 


C = triu ( ones (45,1) + diag ([ l t — 1], — 2) 

[ X , D ] = eigCC ) 

求 JT ^ CX , 并将结果和 D 进行比较. C 是否为可对角化的？求 X 的秩和的条件数，若 X 的条件数较 
大，求得的特征值将不稍确，求 C 的行最简形.说明为什么0必为 C 的一个特征值，旦其对应的特征空 
间的维数必为 1. 用 MATLAB 求 C . 它应当等于零矩阵.给定 C =0, 你可以得到关于 C 的其他三个特 
征值的什么结论？试说明， C 是否为退化的？试说明. 

15. 构造一个退化矩阵，可令 

A = ones (6) \ A = A — tril ( A ) — triuCA , 2) 

容易看到， A =0 为 A 的惟_特征值，且其特征空间由句张成，利用 MATLAB 求 A 的特征值和特征向置来 
验证.用 format long 来考察特征向里.求得的特征向 S 是否为&的倍数？现在对 A 进行类似的转换.令 

Q — & rth ( rand (6}) * 及 B — 0 * A* Q 

若计算过程采用精确的算术运算，矩阵 B 将和 A 相似，因此也是退化的.用 MATLAB 求 B 的特征值和 
一个矩阵 X ， X 包含 B 的特征向董_求 X 的秩. 求得的矩阵 B 是否为退化的？由于舍人误差的存在 * 更 
为合理的问题是矩阵 S 是否是接近退化的〈即 X 的列向鱼是否接近线性相关）.为回答这个问题，用 
MATLAB 计算 rcond ( X )， 即 X 的条件数的 倒数. 一个接近零的值意味着 X 接近亏秩. 

16* 通过命令 

B — C— 1, — A = [zeros C 2) ， eye(2> »eye<2) t B] 

生成一个矩阵九 

< a ) 矩阵 A 应有特征值 AtsI 和 = —1. 用 MATLAB 命令，通过求 A — I 和 A +1的行最简形进行验证. 
Ai 和為 对应的特征空间的维数是什么？ 

( b ) 容易看到 tra ce ( A ) = 0, 且 det < A > = l . 利用 MATLAB 验证它们，使用迹和行列式的值，证明1和 
一 1均为二重特征值， A 是否为退化的？试说明. 

( c > 令* = eig < A )_ 并用 format long 考察特征值+在求得的恃征值中有多少倥数值精度？令[ X , D ] == 
eigCA ) ，并求 X 的条件数.条件数的对数给出了一个在计算 A 的特征值过程中损失的数值精度的估计. 
( d ) 求 X 的秩.求得的特征向釐是否是线性无关的？用 MATLAB 计箅 X - 1 A 尤求得的矩阵 X 是否对角 
化 

应用：伴性基因 

17* 假设10 000名男人和10 000名女人定居在太平洋上的一个巳经开发的小岛上.还假设对定居者的医学研 
究发现》200名男人是 色苜* 且仅有9名女人是 色盲. 令: r ( l ) 为色盲基因在男性人口中的比例，并令 W 2) 
为色盲基因在女性人口中的比例.假设 x ( l ) 等于男性中的色盲比例，且 i (2) z 等于女性中的色盲比例. 
求奴1>和; K 2>， 并将它们输人到 MATLAB 中作为 I 的列向置.再输人 S . 3节应用3中的矩阵 A 将 
MATLAB 设置为 format long , 并用矩阵 A 计箅5, 10, 20和40代后，每个性别中色育基因的比例.这 
个人群中色盲基因比例的极限是什么？在长时间过 程中， 栴为色盲的人口在男性中的比例和在女性中的比 
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例是什么？ 

相似性 

1 B , 令 


5=- round (10 * rand (5 »F S — triuC 5* l ) +eye ⑸ 

S = S f * S T = inv ( S ) 

( a)S 的准确逆元索应为整数 + 为什么？试 说明. 用 format long 检验 T 的元索，逋过令 round (: H 将了 
的元素四舍五人到最接近的整数.计算并和 ey ^5) 进行比较. 

( b > 令 


A = triuCanesCS ) ,1) + diagCl * 5) , B = S * A * T 
矩阵焱和均有特征值1，2, 3, 4, 5, 用 MATLAB 求 B 的特征值*求得的特征值有多少位数值楮 
度？ 用 MATLAB 计算，并比较下列 各题： 

( i ) det ( A ) 和 deHBX 

( ii ) traeeCA ) 和 tracG ( B) t 
Ciii ) S # r _ B s . 

( iv )SA-'T 和月― 1 . 

埃尔米特矩阵 

19. 构造复的埃尔米特矩阵，可令 

j = aqrt {— 1> j A = randCS ) +> * rand (5> * A = ( AH - A ^/2 
( a)A 的特征值应为 实的. 为什么？求特征 值， 并用 format long 检验你的结论.求得的恃征值是否为实 
的？再求其特钲向里，可令 


LX,DJ - eig <4) 

你认为 X 是哪种类型的矩阵？使用 MATLAB 命令 X '* X 来计算；这个结果是否和你认为的相同？ 
㈤ 令 


E = D + ; * eye <5> 及 X * E/X 

你认为 B 是什么类型的矩阵？用 MATLAB 命令计算和这两个矩阵比较会怎样？ 

奇异值分解的可视化 

在前面的™些练习中，我们使用 MATLAB 命令 eigshow， 从几何上观察 2X2 矩阵的特征值和特征向量之 
间的关系， eigshovf 工具还有一个 svcfehoK 模式，它可用于可视化一个非奇异的 2X2 矩阵的奇异值和竒异向 
虽I在使用 svd^how 工具之前，需要首先建立一些右奇异向量和左奇 异向量 之间的基本的联系. 

20,令 A 为一个非奇异的 2 X 2 矩阵，其奇异值分解为 AfUSV 7 , 且竒异值为&-如，说明为什么下 
列结论是正确的. 

( a ) AV ^ US . 

C b ) Avj = S ] uj 及 = 

Cc ) v ： 和外 为正交的单位佝置，且象枭 i 和 Av £ 也是正交的. 

(d) f| || 和 ||Av 3 |1 =^s t . 

21 ■令 

A = [I 山 0.5, -0.5] 

用 MATLAB 验证练习 20 中的每一个命 M . 

使用命令 eigshosKA ) ，对 A 使用 eigshow 工具.点击 eig /( svd ) 按钮切換到 svidshcw 樓式 * 在图形窗□中 
将显示一对正交的向童 X , j 以及它们的象如和 Ay . 初姶时_ X 和 j 的象可能不是正交的.利用鼠标 
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将 x 和 y 逆时针旋转，直到它们的象成为正交的.当象正交时 T je 和 y 为 A 的右奇异向遗.当^和少为 
右奇异向貴时 . A 的奇异值和左竒异向贵与象 At 和八 y 之间有什么 关系？ 试说明，注意，当你将单位 
圖的象旋转了一个完整的 3 S 0° 时，其迹成为一个 椭圆. 奇异值和奇异向量与椭圆的轴之间有什么关系？ 

最优化 

22. 使用下列 MATLAB 命令，建立一个符号函数. 


syras X y 

f — (y+l) A 3 + :* y*2 -\-y^2 — — 4#3fH-1 

求 / 的一阶偏导数和 / 的黑塞矩阵，可令 


fx= d±mf^> r fy ^ diffC/^) 

H= [dif f (/m) tdiff C/y ,dim/y,y)l 

我们可以用 subs 命令， 求在一个给定点 U , 处的黑塞矩阵，例如，为求 a = 3 和 y=S 时的黑塞矩 

阵*令 


HI = subs ( H » Cx ,^],[3,5]) 

用 MATLAB 命令 ^ Lv e (/ r ， 来求包含驻点的^和: y 坐标的向 SU 和 f 求在每一驻点处的黑塞矩阵， 
然后确定驻点是否是局部极大值点、局部极小值点或鞍点. 

正定矩阵 


23■令 


C = ones (6) + ? * eyeCS > 及 [ X t D ] = eig ( C ) 

U ) 尽管 A = 7 是一个重数为 5 的特征值，担矩阵 C 不是退化的.为什么？试说明.通过计算 X 的秩来检测 
C 不是退化的.再计算 X 是什么类型的矩阵？试说明.再计算 C 一 7 J , 对应 A = 7 的特征空间的 
维数是多少？试 说明* 


( b ) 矩阵 C 应为正定对称的.为什么？试说明.因此 C 应有一个楚列斯基分解 LL ' MATLAB 命令 J ? 


chol ( C ) 将生成一个等的上三角矩 B 兄用这种方法计算并令利用 MATLAB 脸证 


C LL T = R r R 


U ) 另外，可以通过 C 的 LU 分解得到其楚列斯基分解1令 

[L 17 ] = luCC) 

及 

D 兰 di«g<sqtt{diag(t；))) 和 W = (L * D/ 

比较 J ? 和识会如何？用这种方法计算楚列斯基分解不如使用 MATLAB 提供的方法 ( ehol 函数）有效- 

24. 对不同的 I 可令 

D — diagConesCk — 1 il) , 1) » A = 2 * eye ( 是 > D f 

构造一个矩阵 A . 在每一种情形，求 A 的 LLT 分解及 A 的行列式.若 A 为一个这种形式的矩 
阵，其分解是什么？其行列式是什么？为什么矩阵必为正定的？ 

25. 对任意正整数〜 MATLAB 命令 P = pasc a U n ) 将生成一个 mXti 矩阵其元素为 

_ fl 当 i = 1 或 ； =1 

~ = U-w + p“H 当 1>1 且 i >! 

名宇 pascal 源于帕斯卡三角形-个三角形的数字数组，它可用于生成二项式系数，矩阵 P 的元素构 

成了帕斯卡三角形的一部分. 

⑷令 

P = pascal C 6) 

并计算其行列式的值.现在从矩阵 P 的 （6, 6) 元家中减去1,令 




PCS ,6) = PC 6,6) — 1 

然后计算新矩阵 Z 5 的行列式■从，个 6 X 6 的帕斯卡矩阵的(6， 6) 元索中减去1,对矩阵的整体有什么彩响？ 
( b >*( a ) 中，我们看到 6 X 6 帕斯卡矩阵的行列式为1，但是，如果从其 （6 f 6) 元索中减去 1 T 则矩阵变为 
奇 异的. 这对 nXn 帕斯卡矩阵是否成立？为回答这个问题，考虑 n = 4, 8, 12的情况.在每种情况 
下， ◊ Pzpa 扣 al ( n )， 井计算其行列式，接下来从 U * W 元索中减去1，并计算结果矩阵的行列式， 

我们在 U > 中观赛到的性质是否对_ 般的帕 斯卡矩阵也会 成立？ 

( e ) 令 

P — pascal 【8) 

并检验其前主子矩阵 * 假设所有的帕斯卡矩阵的行列式等于1,为什么 P 必为正定的？求 P 的上三角 
楚列斯基因子如何通过 J ? 的非零元素构造一个帕斯卡角形？一般地，一个正定的矩阵的行列式 
与它的一个楚列斯 基固子 的行列式之间有什么 关系？ 为什么必有 det ( P ) = l ? 

( d > 令 

i ? C 8, S ) = 0 及 Q ^ R f 

矩阵 Q 应为奇异的，为什么？试说明 * 为什么除了 （&, 8) 元索外，矩阵 P 和 Q 必然是相同的？为什么 
必有扣 = M _1? 试说明.通过计算尸 一 Q ， 验证 P 和 Q 之间的关系. _ 


测试题 A — —判断正误 


下列每…命题如果总是成 立则回 答真， 否则回 答假.如杲命题为真，说明或证明你的结论.如果命题为 
假，举例说明命题不总是成立+ 

1- 若 A 为一 nXn 矩阵，其特征值均为非芩的，则泌是非奇异的. 
t . 若4为_^/«矩阵，则 A 和 A T 有相同的特征向置. 

3. 若 A 和 E 为相似矩阵，则它们有相同的特征值， 

夂若 A 和 B 为 nXn 矩阵，且它们有相同的特征值，则它们是相似的， 

5. 若 A 有重数大于1的特征值，则 A 必为退化的 • 

6. 若 A 是一个秩为3的 4 X 4 矩阵， 且； 1 = 0是一个重数为3的特征值，则 A 为可对角化的. 

7. 若 A 是-■个秩为1的 4 X 4 矩阵， 且； 1 = 0是一个重数为3的特征值，则 A 为退化的. 

8. —个矩阵 A 的秩等于 A 的非零恃征值的个数,其中特征值的个数包括重数， 

9* 一个 mX „ 矩阵 A 的秩等于 A 的非零奇异值的个数，其中奇异值的个数包括重数. 

10. 若 A 是埃尔米特矩阵， c 是一复标董，则 cA 是埃尔米特矩阵. 

11. 若 一个? tXn 矩阵 A 的舒尔分解为 A = UTU ' 则 A 的特征值为 r a2 ， +〜 

12. 若 A 是正规矩阵，怛不是埃尔米特矩阵，则 A 必定至少有一个复特征值， 

13. 若 A 为对称正定的，则 A 为非奇异的，且 Ad 也是对称正定的， 

14. 若 A 为对称的且 ckt ( A )>0, 则 A 为正定的. 

15. 若 A 是对称矩阵 k 则 e A 是对称正定的， 
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求 A 的特征 值 + 

0>> 对每一特征值.求其对应的特征空间的一组基. 

可分解为乘积其中 D 为对角矩阵，然后利用这个分解计算為' 

2-令 A 为一 4X4 实矩阵 t 其主对角线上的元素均为 1( 即叫=叫产如=叫=】乂若 A 为奇异的,且七=3 + 21 
为 A 的一个特征值，则如果有的话，是否可以得出其余的特征值夂， A 3 和夂？ 试说明 ■ 

3. 令 A 为一个非奇异的矩阵，并令 A 为 A 的一个特征值. 

(a) ffi 明 

(b) 证明+为 A ] 的一个特征值. 

4. 证明，若 A 为一个形如 

—a 0 O' 

A ~ 0 a 1 

JO 0 a, 

的矩阵，则 4 必为退化的. 

5. 给定 

「4 2 2‘ 

A = 2 10 10 

L2 10 14„ 

U> 不计算 A 的特征值，证明 A 是正定的. 

(b) 将 A 分解为一个乘积 LDL T ， 其中 L 为单位下三角矩阵，且 D 为对角的. 

00求 A 的楚列斯基分解. 

6. 给定 

— jc 3 ^ + y % — 2jc — jy + 4 

它有一个驻点<1, 0〕.求/在点(1， 0) 的黑塞矩阵，并用它确定该驻点是否是一个局部极大值点、局部极 
小值点或鞍点. 

7 . 给定 

^<r) = AV(r) y(0> ^Yo 

其中 



求并利用它求解初值问题+ 

8. 令 A 为 一4 X4 实对称矩阵，其特征值为 

Ai — It As = A3 = Ai — 0 

(a) 说明为什么重特征值 A = 0 必有三个线性无关的特征向盘 而， 右* 

( b ) 令&为属于 A , 的特征向量*々和 A 有什么关系？试说明* 

(c) 说明如何使用 jc 3 , x* 构造一个正交矩阵1/对角化 A. 

(d) 矩 阵^是 什么类型的？它是否对称？它是否正定？解释你的答案 ■ 

9- 令洫 的丨为 C 5 的一组规范正交基， 并假设一个向可以写为线性组合 

i = <5 — 7 i)iii + c 2 Bj 

( aJiik 和的值是多少？若 = l + 5 i * 求 g 的值， 
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( b ) 用 U ) 的结论求 imi ,. 

10. 令 A 是一个秩为3的 5 X 5 非对称矩阵，令石=八\4,并令(：=^. 

Ca ) 如果有的话，你可以通过 B 的特征值的性质得到什么 结论？ 试说明，用什么样的词来描述矩阵 B ? 

Cb ) 如果有的话，你可以通过 C 的特征值的性质得到什么结论？试说明，用什么样的词来描述矩阵 C ? 

11. 令4和乃为 nXn 矩阵. 

若 A 为实的、非对称的，其舒尔分解为 UTU ' 则矩阵 U 和丁是何种类型的？ A 的特征值与 U 和 T 
之间有什么关系？解释你的答案， 

( b ) 若 B 为埃尔米特矩阵，其舒尔分解为讲则矩阵 W 和 S 是什么类型的？ B 的特征值和特征向里 
与 W 和 S 之间有什么关系？解释你的答案. 

12 . 令 A 为一个矩阵*其奇异值分解为 

00 0 0 0 
0 10 0 0 
0 0 10 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

用奇异值分解做下列各题. 

( a ) 求 A 的秩. 

( b > 求 KCA ) 的一组规范正交基. 

( c ) 求 W ( A ) 的一组规范 IE 交基. 

( d ) 求秩为1的矩阵它是廢接近 A 的秩为1的矩阵（两个矩阵之间的距离是用弗罗贝尼乌斯范数进行衡 
量的 X 

( e > 令为中要求的矩阵.用 A 的奇异值求 A 和 B 之间的距离（即使用 A 的奇异值求 |1 B-A H f ). _ 






本章讨论求解线性代数问题的计算机方法，为理解这些方法，你应当熟悉计算机中用来表 
示数字的方法.当数据读入计算机后，它们均转换为计算机所 使用的 有限位数字.这种转换通 
常包含舍入误差.当算法使用代数运算计算时，将会出现更多的舍人误差，因此，我们无法期 
望得到原问题的准确解.最多可以期望的是，对原问题的一个小的扰动问题得到一个较好的近 
似.例如，假设我们希望求解&=反当 A 和&的元索读入计算机时 t 通常会出现舍人误差. 

因此，事实上程序将尝试求形如 + = S 的方程组的一个近似解.如果利用一个算法可以 
得到一个小扰动问题的好的近似解，则称该算法是 稳定的 （ Stable). 由于在代数过程中误差的 
增加，一般来说，在精确算术运算中收敛到解的算法非常不稳定. 

即使使用稳定的算法，我们也会遇到对扰动比较敏感的问题.例如， 若 A 为“接近奇 
异的”，尽管 E 的所有元素非常小，& = &和 （A + EU =& 的精确解也可能差别非常大. 
本章主要讨论求解线性方程组的数值方法.我们将对误差的增长和方程组对小变化的敏 
感性给予特别的关注. 

在数值应 ffl 中，另外一个非常重要的问题是求一个矩阵的特征值.在 7.6 节中，给出了求 
解特征值的两个迭代方法.其中，第二个方法是非常强大的 C 3 J ? 算法，它利用了 7.5 节中给出 
的特殊类型的正交变换. 

在 7. 7节中，将介绍求解最小二乘问题的数值方法，此时_其系数矩阵是亏秩的，我们将 
利用奇异值分解求解在2-范数意义下特殊的最小二乘问题.在该节中还将介绍计箅奇异值分 
[3861 解的 GolubhReinsch 算法 * 

7. 1浮点数 

在计算机上求解一个数值问题，通常不能期望得到准确解.存在一些误差是不可避免 
的.舍人误差将会出现在初始时将数据用计算机的有限位数字系统表示.更多的舍人误差将 
出现在算术运算中_这些误差可能增长到一定的程度，以致计箕结果完全不可信 • 为避免这 
些，必须理解为何产生计算误差.为此，必须熟悉计箅机中所使用的数宇类型. 

定义 一个办进制的 浮点数 （ floating-point number ) 形如 

土 (夸+争+…+吾) X6 ' 
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其中 A ，，…， A ，6， e 均为整数，且 

^ 山 < b — 1 ， i = 1，…， t 

整数£表示数位的个数，它依赖于计箅机的字长.指数 e 被限制在某个范围中， L < e < L 7» 
它同样也依赖于特定的计算机.尽管一些计算机使用其他进制，如八进制或十六进制，但大多 
数计算机使用二进制.手持式的计算器一般使用十进制. 

►例1下列为5位浮点小数（十进制） ： 

0. 532 16 X 10— 

— 0, 817 24 X 10 Z1 
0. 001 12 X 10 B 
0.112 00 X 10 5 

注意，数 0.001 12 X 10 8 和 0. 112 00 X 10 6 是相等的.因此，浮点数的表示形式不是惟一的.称 
没有前导零的浮点数为规范的. 4 

►例 2 (0.236) S X 8 £ 和 （ O . lSZhXS 1 是规范的3位八进制浮点数.因为(0.236) 8 表示 

2,3,6 

T + F + 8 ? 

因此 (0.23S) 8 Xf 是小数 19. 75 的八进制浮点数表示.类似地， 

(0- 132) s X8' = (y + ~ + 暴 )X 8 4 - 720 < 

为更好地理解我们使用的数字系统，下面给出一个非常简单的例子. 

►例3 假设户1， L --1, 17=1及 6=10. 在这个系统屮共有55个1位浮点数.它 
们是 

(K 士 0. I X 10 _] ，士 0. 2 X 10 _I ,… • 士 0- 9 X KT 1 
士 0. 1 X 10", 士 0. 2 X 10 %…，土 0. 9 X 10" 

士 0. 1 X 10S 士 0. 2 X 10 、…，土 0. 9 X 10 1 

尽管所有的数均在区间[: — 9, 9] 内，但有超过三分之一的数的绝对值不超过 0.1, 且超过三分 
之二的数的绝对值不超过1.图 7. L 1显示出这些点是如何在 [0/2] 之间分布的 4 

| _ j ■ I _ j _ ^ _ I I 1 I 

0 0.1 I 2 

图 7. 1- 1 4 

绝大多数实数需要四舍五入，使得它能表示为£位的浮点数.浮点数/和原始数 I 之间 
的差称为舍入误差 （round off errw ). 当和原始数的大小比较时，舍入误差的大小可能更有 
意义. 

定义 若 工 为一实数，且 / 为其浮点数近似，则差 工'一工 称为绝 对误差 （absolute error ) ， 
商 （尤 ’— jc)/:e: 称为相 对误差 （relative error) (见表 1). 
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表1 


财 4 位小数/ 绝对误差/一 JC 相对误尨 


& 2 133 

0.621 3X10 5 

一 3 

62 133-^.8X10^ 

0. 126 58 

0. 126 5X10° 

2X10 -5 

6 ^^1.6X10- 

47,213 

0- 472 1X10^ 

一 3 - OX10 -3 

47*21 广 G - 4X1 ° 5 

K 

O-SmXlG 1 

3. 142-^4X 10~ 4 

3 . H2_ ^L3X10-^ 

It 


当对浮点数进行算术运算时，将会出现其他的舍人误差. 

_ ►例4令 〆 = 0.263 X 10* 及 VS 0.466 X 10 1 为3位小数的浮 点数. 若将这些数相加，准 
确和应为 


a +b f ^ 0. 263 446 X 10 4 


然而，这个和表示成浮点数为 0. 263 X 10\ 因此，这将是计算得到的结果.我们将这个浮点数 
和记为 pu '+ y ). 该和的绝对误差为 

fUa + b f ) - {a + h f ) =--4*46 


相对误差为 


— 4. 46 

0. 263 44 X 10 r 


〜一 0* 17 X 1 CT Z 


aV 的真实值为11 729.8; 然而.为 0. 117 X 10 L 这个乘积的绝对误差为一 29. 8,相 
对误差近似为 〜0.25 Xl ( r £ . 浮点数的减法和除法可以类似进行 + ^ 

一个实数^用浮点数/表示的相对误差，通常记为符号良因此 

或 / = x ( l - h ^) (1) 


I d I 可以用 一个正 常数 e ： 限制，称为机 器精度 （machine precision ) 或 machine epsilon ^ 
machine epsilon 定义为满足条件 

/ Kl + e ) > 1 

的最小浮点数.例如，若计算机使用3位小数的浮点数，则 


十 0. 499 X 10~ z ) ^ 1 


而 


//(I +0_ 500 X 10 _2 > = 1*01 


此时， machine epsilon 应为 0. 500X 10 _Z . 

IEEE 标准双精度算术使用基数 6 = 2 和 f = 52 位.此时 machine epsi 】 on 是 e = 2 一 ' 
由 （ 1) 可得，若 / 和为两个浮点数，则 

/ K ^+60 - UW )(1+ 氣） 

= UV)(l+ft) 
fKa -b'y = ia 

flU 七 b *、= (a ^ b f Xl ~ hS A ) 
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戈为相对误差，且它们的绝对值均不超过 E _ 注意，在例4中， 私〜 一 0, 17 X 1 CT 2 1 
^^-0.25 X 10^, 且 e =( X 5 X 10_ z . 

如果你使用的数字含有某些小的误差，算术运算也将含有这些 误差. 如果对两个々个小数 
位相等的数，将一个从另外一个中减去，则结果中将会丢失有效数字 T 此时，这个差的相对误 
差将比其他数的相对误差大很多倍. 

►例 S 令。=3. 421 529 8及 3=3.421385 1, 使用6位小数的浮点数的算术运算，求 c 一 j 
和 l / ic - d ). 

解 1. 第一步是将 c 和 d 表示为 S 位小数的浮点数： 

c = 0. 342 153 X 10 1 
d* = 0, 342 139 X 10 1 

^和3的相对误差为 

C -~ £ 〜 0. 6 X 10〜 7 和 d， J d ^ 1.4X 1CT & 
c d 

H , fl( c r — d f )= c ， — d ， =0. 140 000 X 10 c —d 的精确值为 a 144 7 X 10 _ \ 将 c —d 近似 

为 //</ 一/)的绝对误差和相对误差为 

fl{c — 一 （c — d ) 0* 47 X KT 5 

和 


fm- U， ^3.2 X 10- 

c 一 a 


注意》差的相对误差与 c 或 d 的相对误差的量级超过了 10\ 

HI. //[1/f )]=0- 714 286X10S 且 6 位有效数字的精确解为 


—!— ： ^ 0, 691 085 X 10 4 
c — a 


绝对误差和相对误差近似为 232 和 0. 03. 


练习 

1. 将下列各数用3位小数的浮点数表示， 

U)2 312 Cb)32. 56 (c30, 0l2 77 <d)82 431 

2. 当练习 1 中的各数用 3 位小数的泮点数表承后 + 求每一个实数的绝对误差和相对误差. 

3- 将下列各数表示为二进制5位小数的浮点数. 

Um Cb )-|- Cc )9- 872 ( d ) — 0. 1 

E > 

4. 做下列使用 4 位小数的浮点数的算术运箅，并计算结果中的绝对误差和相对误差， 

( a )!0 420 + 0.001 8 Cb > l 0 424~ 10 416 

(c>0. 123 47-0, 123 42 <d)<3 626. 6) * (22, GS6) 

5. 令 a =94 210, a =1 440, a = 及而 = 34. 用 4 位小数的浮点数计算 T 列各箅术运 算式. 

Ce) C CCjci +0^)+ 尤 3)+ 工 4)+ 工 5 
C b)xj + < (jCi +: ra ) + (a + ) 〕 
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( c ) CC(xs tx . >4- j：a )- hx 2 ) + X ] 

6. 对于使用 M 位十迸制浮点数算术运算的计筲机，其 machin eeps ilcm 为多少？ 
对于使用 3 S 位二进制浮点数算术运算的计算机，其 machine epsilon 为多少？ 
3. 若 j = L =-2 f U = 2 f 6二2，则该系统中共有多少个浮点数？ 

7.2 高斯消元法 


本节将讨论用高斯消元法求解《个未知量、〃个线性方程的方程组的问题.因为高斯消元 
法涉及最少的算术运算，因此被认为是最髙效的计算方法. 

不进行行交換的商斯消元法 


令 A = = «”） 为一个非奇异的矩阵.则 A 可使用行运算 I 和01化简为严格三角形式. 

为简单起见，假设化简过程可以仅使用行运算 HI 实现.开始我们有 

•，. { 


A ⑴ 


Mi 




第 1 步： 对々 = 2,…，〜令…[假设 <式0],第一步是使用 n _ l 次行运算 
HI 消去 A 的第一列中对角线元素下面的元素.注意 w tl 为从第 &行中 减去的第一行的倍数.得 
到的新矩阵为 

坩， 

o\f 


A 


f 2) 






o 


o 


a\^ 




其中 


•⑴ 


m k ia\^ < rt ) 

消元过程的第 1 步需要 n -1 个除法、 in - l ) 2 个乘法和 O — I ) 2 个加减法. 
第2 步： 若 a 逻关0,则它可作为一个主元消去 a ⑸，… f ail \ 对 A = 3 


令 


m k 2 


. t 2> 


^2 


从第 {行 中减去的第二行的 m i 2 倍.得到的新矩阵为 

if 说 
0 

A ⑶=I 0 0 

* # 

_ •» 

• * 

L 0 0 

第2步需要«-2个除法、“一2) 2 个乘法和 U —2) 2 个加减法. 

进行了 ^一 1步后，最终可得到一个严格的二角形矩阵 t /== AW . 整个过程需要的计算量可 


^13 5 

… W 

aif 


以〕 

… 以） 


… C 
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以如下确定： 

除法： （ n —1) + ( n — 2) ' …+ 1 = ―— 

乘法： ( n — l> B + ( 内 一2 ) g + … + 

6 

加减法： ( n-iy + ( n - 2y + ^^ = ^ n ~\ Hn ^ U 

6 

消元过程可以总结为下列算法. 

算法 7. 2.1( 不进行行交换的髙斯消元法） 

I — "-对 i = 1 ， 2，…， w — 1 

r - 对是 = i + 1, …，” 

令叫, = [假设 a ? # 0] 

a-i 

j - 对 > 二 f + 1 ，…，打 

令 4 j +1> =< - 

L 循环结束 
循环结束 
循环结東 

为求解方程组 Ax 二 h 可将&附加到 A 上.因此&可以存储在 A 的一个额外的列中，消 
元过程便可使用算法 H 1， 并令 j 从 f + l 到；1 + 1取代从 f +1 到〃.然后，三角形方程组即 
可采用回代法求解. 

求解方程组的绝大多数工作量出现在将 A 化简为严格三角形式时.假设求解 
At = 6后，希望再求解办=卜，我们知道 f 第一个方程组得到的三角形矩阵 L /, 因此希望求解 
新的方程组可以不必再次使用整个消元过程.如果使用 1.5 节讨论的 LL 7 分解，即可达到这个_ 
效果（见该节中例 5). 为进行 LLJ 分解，需要跟踪算法 7. 2.1 中使用的这些数称为乘子 
( multiplier ). 乘子为第 i 步中从第6 行减 去的第 i 行的倍数.为看到为什么这些乘子可用 
于求解 Ax ^ b lt 用矩阵乘法的观点来理解消元过程将很有帮助. 

三角形分解 

化简过程的第一步需将 A 乘以 〃一1 个初等矩阵，于是可得 

力⑵= E ffI ^ E n E 2l A iU 


其中 



348 


第 7 章 


每一个均为非奇异的，且 


E 7 i * 


叫1 0 


0 0 … 0 … 1 


令 


Mi = E a i-"-E 3 iE 2 i 


则矩阵是非奇异的 f 且 


- m zl 1 
- m 3i 0 1 

_■ 4 

■ ■ 

L 一 ? nH 0 0 …1 


Mr 1 = 


國 


m 2i 1 
m n 0 


0 0 


类似地， 


A t3? = £：成 … U 扣 A ⑺ 

= M z A ay 
= Mi A 


其中 


M 2 - … E . 




0 1 
0 — m^z 


0 — m„ z 0 


且 




0 1 

0 m 於 1 

_ « « 

m * • 

<■ # 1 

0 m n2 0 


在消元过程的最后，我们有 
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由此可得 

A - AVM , 1 … MU ； 

当所有 A ^ 1 乘在一起时，得到下面的下三角 矩阵： 

1 0 0 … 01 




m n 1 0 

衍32 1 


m nZ m n2 

因此 A = L 17, 其中 L 为下三角矩阵，且 LT 为上三角矩阵. 

►例1 令 

[2 3 

A - 


4 1 4 
L 3 4 6J 


消元过程可通过两步实现 


~2 

3 


I 

4 

1 

4 | 

—- 

_3 

4 

6J 



「2 3 

0 一 5 


0 


y 


「2 3 1 - 

0—52 
匕 0 0 4. 3. 


第一步的乘子为叫1= 2 , ^ 3 i = y , 第二步的乘子为叫 2 = 令 


_ 1 

0 

0- 


1 

0 

0" 


1 

0 


2 

1 

0 

w 2 , 





J«3J 

饥 

1_ 


3 

T 

1 

10 

1 


-2 3 1 - 

U = 0 —5 2 

_0 0 41 


读者可以验证 LU = A . 

一旦 A 化简为三角形式， LLJ 分解即确定，方程组办=&就可以通过两步进行求解. 
第 JI 步： 前代.方程组 / b : = fc 可写为如下 形式： 

LUx = b 

♦ y = Ujc . 可得 

Ly = LUx — b 

因此，可以通过求解下三角方程组求得 y : 


國 
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= hi 

叫 ■ y\ + yi — b 2 

+ m i2 y2 + — 

« 

* 

# 

^yi +^« 2^2 + 爪 + …+% — b A 

由第一个方程可得这个值可用于从第二个方程中求解力+力 和力的 值又可用于从 
第三个方程中求解力，依此类推*求解下三角方程组的这种方法称为前代 （forward 
substitution ). 

第2步：回代.一旦 y 确定，仅需求解上三角方程组 & = 即可求得方程组的解; c .上 

三角方稈组可采用面代 （back substitution ) 的方法 求解. 

►例2解方程组 

2 jc } 4- 3工 2 + 4 

4xi + jr 2 -h 4 x 3 = 9 


3 xj + 4 jc 2 十 = 0 


解这个方程组的系数矩阵是例 1 中的矩阵 A . 由于 L 和 U 已经确定，故方程组可以使 
用前代 和回代 求解. 


0 0 
1 0 


Y 10 1 1 ° 


— 4 


2 3 1 


0 -5 


0 0 4, 3 


-4 


17 


% = —4 


3^2 = 9— 2^1 = 

-17 


A 3 

3^3 = 0—y 3^1 

= 

= 4. 3 

2 工 | 十 3 工 2 + 工 3 : 

— —4 

JT] — 2 

— 5 戈 3 +2:3 

=17 

O0 2 = — 

4. 3 巧 

= 4. 3 

工 3 = 1 


方程组的解为 x =(2, —3， 1) T . 

算法 7. 2. 2( 前代和回代） 

—对是=1,…， 7 i 

i-l 

^ y k ^ b k — 

i * 1 

〜循环结束 

I— M k = « ， M——1，*”，1 


令工4 


: y * — S 

U kk 


U 循环结束 


4 


运 算量. 算法 7. 2.2 需要 n 个除法、” (《 — 1) 个乘法和— 1) 个加减法，使用算法 7. 2.1 
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和 7*2. 2求解一个方程组&二卜，共需运算次数 

乘除法 * +71 3 + 7I 2 — ~^n 

加减法 i —吾 7 J 

每一种情况下，均为主项.使用髙斯消元法求解一个方程组，粗略地说需要个乘除 
法和个加减法. 

存储: B. 无需将乘子存储在一个单独的矩阵 L 中.每一个乘子 w*, 可以存储在矩阵 A 中， 
而不是消去的元素4?上.在消元过程结 束时， A 即用于存储 


权 11 

Wj2 

… 

Wl rt 


饥 21 

# 

U Z2 

… u 2f »-i 

Uln 


» 

Jflnl 

m n2 

… m 一、 

«»n. 

岡 


如果在任何一步为0,算法？ .2.1 将终止.如果出现这种情况，需要进行行交换运算. 
下一节中，我们将看到如何在消元箅法中结合使用行交换运算. 

练习 

1. 令 

- 1 1 2 - 

A 亡 2 4 I 

3 1 — 2 - 

将 A 分解为一个乘积 UJ , 其中 L 为下三角的，其沿对角线的元累为1, U 为上三角的. 

2. 令 A 为练习1中的矩阵.对下列每一个 h 便用 A 的 LU 分解求解 

UU 4, 3, -13 ) r Cb )(3, I , -10 ) T Cc )(7, 23, 0 ) T 

3. 令 A 和 B 为 nXn 矩阵，并令 

U ) 计算乘积^需要多少标量加法和乘法？ 

( b ) 汁算乘积 AiJ 需要多少标叛加法和乘法？ 

( cHf 算 （ AB ) jt 需要多少标置加法和乘法？计算 ACBr ) 呢？ 

4. 令点€扩〜， BCR """， 并令 l jeiT . 假设乘积如，忍使用下列方法计算： 

CiiiX ( Ajc)/)B 

U ) 对每一种计算 t 箝要多少标量加法和乘法？ 

( b ) 比较每一种情况下，当 m = n = 4, r =3 时，所笛的标置加法和乘法.在这种悄况下，哪-种方法是 

最高效的？ 

5+令为将单位矩阵的第 A 行减去其第£行的倍得到的初等矩阵. 

U > 证明 
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( b ) 令 E , = 1 -^ J , 证明 £^, = /一 (的+把) 

< c ) 证明 OJ + o ^ r , 

^ 令戾为 一 矩阵， 其三角形分解为 LLL 证明 

det(j4) = u u u 2 2 … u 抓 

7- 令 A 为一对称的 MXn 矩阵，其三角形分解为 LLN 则 A 可进一步分解为一个乘积(其中 D 为对角 
的 h 设汁一个类似箅法？ ，2. 2的算法，求解 

8- 写出一个算法，求解三对角方程组 


~a t 6, - 

a 2 .. 


_ 上 1 _ 


- d, - 

a„^j /> B _| 

» Cyq- 一 ] tiff ■ 


: 

』 # 一 1 

一 X 錄 - 


L 

-d … 


将其对角元岽作为高斯消元法屮的主元，它需要多少加减法和乘除法？ 

9■令 A = 其中 L 为下三角矩阵，其对角元素均为1, LT 为一上三角矩阵. 

使 用前代 法求解 Ly = e, 霈要多少标量加法和乘法？ 

(b ) 求解爾要多少加减法和乘除法？ Af-e, 的 m Xj 将为 A- 1 的第 j 列. 

CO 给定分解 A = 计算 AH 需要多少乘除法和加 减法？ 

]0- 假设 AM 和 A 的 Lt； 分解已经确定+计算需要多少标量加法和 乘法？ 将这个数和使用算法 7.2. 2求 
解 LUir = & 所需的运算量进行比较*假设我们有很多方程组需要求解，它们有相同的系数矩阵九是否值 
得去计算 A 试说明， 

1L 令 A 为一 3X3 矩阵，并假设 A 可仅使用列运算 H [转化为下三角矩阵 U 即 

AK l E 2 E 3 = L 

其中&为第 Hi 类初等矩阵，令 

U - ( EiEtE 3 r x 

证明 U 为上三角形的，其对角线元素均为 U MA = LL7. (这给出了列形式的髙斯消元法乃 

7.3 主元选择策略 

本节给出一个使用行交换的高斯消元筲法.在算法的每一步，需要选择一个主行.通过一 
种合理的方式选择主行，通常可以避免不必要的较大误差的累积. 


使用行交换的高斯消元法 

考虑下面的例子. 

►例 1 令 

■6 -4 2~ 

A ^ 4 2 1 

_2 -1 1. 


我们希望使用行运算I和 ID 将 A 化简为三角形式.为跟踪行交换> 需要使用一个行向量 P. P 的坐 
标记为〆1)， p ( 2 ), /K3), 初始时，令 n=(l, 2, 3). 假设在消元过程的第一步中，第三行被 
选为主行.我们不是交换第一行和第三行，而是交换 p 的第一个元素和第三个元素.令^(1)=3, 



数值线性代数 


353 


pC 3) = l ， 向量 p 变为(3, 2, 1). 向量 p 用于跟踪各行的新排序.可以认为 P 将各行进行了重新 
编号.实际的行交换推迟到消元过程的最后再进行.消元过程的第一步如下进行： 

行 


p(3) = 1 

S 

— 4 2^ 



一 1 — 1~ 

p ( 2 ) - 2 

4 

2 1 


0 

4 — 1 

pil ) = 3 

1 

— 1 X 


L2 

一 1 1. 


若在第二步，>(3)被选为主行， / K 3) 和 ^2) 的元素进行 交换. 消元过程的最后一步则可 


如下 完成: 


p (2) - 1 

" 0 — 1 

—11 


0 

—1 -1 

多 (3) = 2 

0 4 

-1 

― 

0 

0 一 5 

pW - 3 

L 2 —] 

1. 


_2 

一 1 1. 

若各行重新排序为 4(1)， P ⑶， 户(3)) = (3, 

1, 2), 结果矩阵将为严 

p ( l ) -3 

— 1 


r 


p (2) = 1 

0 一 1 


1 


p(.sy ~ 2 

.0 0 - 

5_ 



画 


全一样.将 A 的各行按照 （3, U 2) 进行重新排列，等价于将 A 左乘一个置换矩阵 

rooi - 

P = 1 0 0 

1 0」 

我们对 A 和 PA 同时进行消元过程，并比较它们的 结果. 用于消元过程的乘子为3, 2和 一 L 
它们将存储在被消去的项的位置 ， 并用一个封闭的框将它们和矩阵的其他元素分开. 

I r~ II : ^ ^ ~1 


A 


PA 


「6-4 21 

4 2 

_2 一 1 

[2 -1 1 

6—4 2 

_4 2 1 . 


— 1 一 1 
4 一1 


J -1 
2 一1 


3 1—1 — 

1—5 


-4 


3 —1 -1 


2 


4—1 


2—1 
2 -1 


3 


— 1 — _ 


一 4 —5 


消元完成后，若将矩阵 A 的各行重新排序，化简的结果矩阵将是 《_• 以的最娜则包含 
有确定三角形分解所需要的所有信息.事实上， 


FA 


其中 



1 

3 

0 0- 

1 0 

且 U = 

"2 

0 

—1 r 

—1 — 1 


2 

-4 L 


■0 

0 -5. 


在计算 机上， 我们不需要真正交换 A 的各行，只需要简单地将 〆 看成第 t 打，并用 
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算法 7.3. 1( 使用行交换的髙斯消元法) 

「对 i — 1,…，72 

令 p ( i ) = i 
循环结束 

对 2. = 1 ， …， W 

(1) 从下列元素中选择一个 主元： 

t fc ** fClpj^ 

(选主元的策略将在本节稍后讨论） 

(2) 交换 p 的第 i 个元素和第 j 个元素. 

(3) | ~ 对 A = i + 1，… *71 

对 j = £ + 1，“％於 

令 a pik>.j — a ^.j ^ pu>，i 
循环结束 
循环结束 
循环结束 

注 L 乘子存储在被消去的〜⑴.,处. 

2. 向量 P 可用于构造置换矩阵 P ， 其第；行为单位矩阵的第行+ 

3. 矩阵 PA 可分解为一个乘积 LU ， 其中 

fm〆 … 若 A > f fa〆 … 若 々 < f 

^ki — ^ 1 若 ' k = i 且 Uki — ^ 

lo 若 k < i L ° 若々 > < 

4. 由于 P 为非奇异的，方程组等价于方程组 PAjt 二令 
LU t 可得方程组等价于 

LVx = c 

5. ^ PA^LU, Mfl A^P-^U^P 1 ^ LU. 

由注 4 和 5 可得，若 A = P T LL /， 则方程组可使用三步 求解* 

第1 步： 重排 （^ ordeHng ). 将的元素重新排序为 c = 

第2步：前代 （forward substitution ). 解 ^的方程组 Io ?= c . 

第3步：回代 （back substitution ). 解方程组 U ^ = _ y . 


►例2解方程组 


6^| — 4^2 + 2 xa =— 2 
4 jt ] -|- 2 j: z +^3 = 4 

2jC| — jC 2 + —— 1 


第7聿 


由于 PA = 


_ 解 该方程组的系数矩阵为例1中的矩阵 A . P , L 和 L 7 已经确定，故可以用如下方式求 
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解方程组: 


第 1 步： c = 

Ph ^ {-1, 

一 2,4) t 


第 2 步：力 

= 

—1 

: yi = 

—1 

+ yt = 

— 2 

^2 s 

— 2 + 3 = 1 

^y\ 

— 4 - y 产 

4 

ys = 

= 4 + 2 + 4 = 10 

第 3 步： 

— = 

-1 

工 i = 

=1 

- 

-— x 3 — 

1 

工 2 " 

=1 


一 5x 3 = 

10 

尤 3 z 

= 一 2 


方程组的解为 JC=(K 1， 一2) T . < 

如果在每一步中，对角元素均为非零的，则可使用不交换行的 髙斯消 元法.然而，在 
使用有限位精度算法时，主元接近0也会引发问题， 

►例 3 考虑方程组 

0. 000 lx! + 2x2 ~ 4 
A + x 2 = 3 

该方程组的准确解为 

= { 2 3. 999 7 \ T 

X 〜 U . 999 9 T 1. 999 9 J 

当在第4位小数处进行四舍五人时，解为 （U 000 1， h 999 9)\ 下面使用3位小数的浮点数算 
法求解该方程组： 


0, 000 1 2 



0. 000 1 2 

1 4 _ 

1 1 

3 J 


0 -0* 200X 10 s 

-0. 400 X 10 s 


计算的解为/二（0, 2) T . 它在■^坐标上有 100 K 的误差.另一方面，如果交换各行避免使用 
较小的主元，则3位小数算法得到 


1 

1 

3 1 

1 

n 

1 

1 

3 

a ooo 1 

L 

2 

4 

. 

o 

i.. 

2. 00 

1 

4. 00 

[ J 


在这种情况下，计算的 解为/ = <K 2 ) T . 4 

如果主元 4 . D 的绝对值较小，则乘子的绝对值可能很大 • 如果在的计算值中 
存在一个误差，它就会被乘以％— —般地，较大的乘子会引起较大的误差.另一方面，绝对值 
小于 1 的乘子带来的误差较小.通过仔细地选择主元，尽量避免选择小的主元，并同时保持乘子 
的绝对值不超过 1 . 这样做的一个非常常用的方法称为部分选主元法 （partial pivoting ), [ 40l1 

部分选主元法 

在消元过程的第 i 步，有《 — £ + 1 个候选主元： 
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选择绝对值最大的候选者 

I I = max I a p ^,i I 

并交换 P 的第 i 个元素和第 J /个元素*主元〜满足性质 

I a puy t i \ ^ I j 

其中 & = …，1因此，乘子将满足 

1 ⑷」=^1 

^ pay mi 

通 常町将 这种做法更进一步，进 行全选主元法 （complete pivoting ). 在全选主元时，主元 
选择为所有剩余的行和列中绝对值最大的元素.此时.需要同时跟踪行和列 • 在第 f 步，选择 
元素％ 使得 

I I — max | I 

将 p 的第；个元素和第 J 个元素进行交换，并将9的第 i 个元素和第 ife 个元素进行交换.新的 
主元为❼⑴#.全选主元的主要不足是，在每一步，需要在 A 的 （n — z + l ) 2 个元素中进行搜 
索，这将是十分费时的. 

练习 

1.令 


欠 = 

■0 3 

1 2 

l - 

~ 2 

及 b = 

- I - 

7 


12 5 

4 - 


-一 1- 


U ) 将丨的各行按照 <2* 3, 1) 的顺序重新排列，然后求解電排之后的方程组. 
( b ) 将 A 分解为乘积其中 P 为对应于 （ a ) 中重排的罝换矩阵. 

2* 令 A 为练习1中的矩阵，使用分解 PrLLU 对下列每一个 c ， 求解方程组 Ax = ( r , 
CaKS, K 20) T 卜 9 ， 一 2 ， -7) T (c>(4, 1, 12> T 


3 .令 



-1 

8 6, 


兮 

A = 

-1 

一 4 5 

及 b ― 

1 


- 2 

4 — 6— 


L4, 


用部分选主元法求解 = & 若 P 为对应于主元选择策略的置换矩晬，将 PA 分解为一个乘积 LU . 
4■令 


A 


[:I] 


及 b 


用全选主元法求解 = l 令 P 为对应于由主行选择策略确定的置換矩阵， Q 为对应于由主列选择策略确 
定的置换矩阵.将 / MQ 分解为一个乘积 Lt ；. 

5.令 A 为练习4中的矩阵，并令 — 4) T . 用如下两步求解方程组 = h 
(幻令并求 = 的解 
< b ) 求 x ^ Qz . 
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6-给定 



飞 4 r 

2 —4 3 

t b = 

- 2- 

— & 

» c — 

，5, 

— 4 


一2 8 

| 

_ 4 一 




U ) 使用全选主元法求解方程组 Ax ^ b . 

( h ) 令 P 为由主行确定的晋换矩阵，令 Q 为由主列确定的置換矩阵.将 PAQ 分解为乘积 LIX 
(口>用（1))中得到的 LU 分解求解方程组 = 

7 - 方程组 

0. 600 Ojti — 2 000x z = 2 003 
0* 307 S^! - 0. 401 0^ 2 ^ 1. 137 

的准确解为太=(5, 1) T . 假设计算得到的值 j : 2 为 4 = l + e . 将这个值代人第一个方程求解它的误差 
是多少？若 e = O . OOK 求心 对应的相对误差. 

8* 用 4 位小数的浮点算法及部分选主元的高斯消元法，求解练习7中的方程组. 

9. 用4位小数的浮点箅法及全选主元的高斯消元法，求解练习7中的方程绝. 

10■便用 4 位小数的浮点算法，井将练习7中的第一个方程乘以1/2 000,第二个方程乘以 1/0.401 0进行缩 
放.使用部分选主元法，求解缩放后的方程组， 

7.4 矩阵范数和条件数 

本节将讨论求解线性方程组的精度问题.求得的解可以期望有什么样的精度？如何检测它 
们的精度？对这些问题的回答，很大程度上依赖于方程组的系数矩阵对一个小变化的敏感性. 
矩阵的敏感性可以用它的条件数 （eonditkm mimWr ) 来衡量.一个非奇异矩阵的条件数可用其 
范数和其逆的范数来定义.在讨论条件数之前，有必要对标准形式的矩阵范数建立一些 電要的 
结论. 

矩阵范数 

正如向景范数用于衡撗向量的大小一样.矩阵范数也可用来衡量矩阵的大小.在 5. 4节 
中，我们介绍了一个由上的内积诱导的上的范数，这个范数称为弗罗贝尼乌斯范数， 
并记为 II * ( U . 已经看到，一个矩阵 A 的弗罗贝尼乌斯范数可以通过求其所有元素平方和的 
平方根得到： 

II A || F - ( ES ^) l/2 ⑴ 

i==l 

事实上，由于对任意的 m 和〃，方程 （1) 定义了一个上的范数，因此它定义了一族矩 
阵范数.弗罗贝尼乌斯范数具有很多重要的 性质： 

T . 若 ct ; 表示 A 的第 j 个列向量，则 

II A II F ^ ( SS 4 广 = (S ^ \\ l ) U2 

j=i f-=i j=-i 

n .若反表示 a 的第 i 个行向量，则 

II Aiu = (224) 1/£ = (S II ^ 
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Dh 若 reR % 则 
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ii 如 “-[I ； ( 卖 ㈣ = ( 以 )T 

m 

< [2 II ^ ii 2 II ^ T \\\Y (柯西-施瓦茨不等式） 

e =- i 

=II A || F || Jf |!| 2 

IV . 若 B =( h ， …，匕）为一个 tt Xr 矩阵，由性质 I 和 in 有 

II II f — II C Afr] ,Ab 2 , yAb r ) || f 

= (2ll^ Wl) VZ 
—1 

< "All “2 II M” 1/2 

a =] 

=II A IU || B ^ 

除了弗罗贝尼乌斯范数外， R m 〜 上还有很多其他的范数可以使用.使用任何范数必须满足 
一般范数定义中的三个 条件： 

< i ) II A || >0,且 II A || =0,当且仅当 A = 0 . 

< ii ) 1 UA I ! - I a I || A || ， 

( iii ) III A+E !| < IU || + || B !| , 

可以看出，若矩阵范数族还满足一个附加的性质， 

< iv ) || AB I ! < || A I ! || B || , 

则更加有用.因此.我们仅考虑具有这个附加性质的范数族.性质 （ iv ) 的一个重要结沦是 
國 II ai < m r 

特别地，若 II A II <1,则当7^^时 ，II A 叫 | —0, 

一般地，若一个上的矩阵范数 II * IU 和 T 上的一个向量范数 II • IU 满足对每一 
jc 6 RS 

II ^ II v < II A || M || r || v 

则称它们为相容的 （ compatible ). 特别地 * 由弗罗贝尼乌斯范数的性质瓜可得，矩阵范数 
II • IU 和向量范数 II _ II 2 是相容的.对每 - 个标准的向量范数，可以通过向量范数求一个 
矩阵的算子范数，并由此定义一个相容的矩阵范数.这样定义的矩阵范数称为 从属于 
( subordinate ) 向量范数的矩阵范数. 

从属的矩阵范数 

可将每一个 wX „ 矩阵看成一个从圯到 ir 的线性变换.对任何一族向量范数，可通过对 
每一非零向量 h 比较 II Ar || 和 II I II ，并取 

l|A|1 

来定义一个算子范数 （operator norm )* 


(2) 
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可以证明，存在 R rt 中的一个特殊的 a , 使得 || Ar |1 / II jt || 最大化 T 但这个 iiE 明超出了本 
书讨论的范围， 假设纟 Ajf || / || X || 总是可以最大化.我们将证明 （2) 事实上定义了一个上 
的范数.为此，需要验证定义中的三个条件都满足； 

( i ) 对每一 jc 关0， 

II Ax || > 

因此， 


|| A || = max ^ 0 

样 o II X |] ^ 

若 || A || =0, 则对每一 jreK % Av -0. 这意味着 

a } — Aej ™ 0, j = 1 ，…， 《 

于是， A 必为零矩阵. 


(iiHI 川| . I max ㈣ = U t “ A || 

( iii ) 若 x #0， 则 


II a + bii 




< max u 叫 I 
㈣ II ^ II 

/ II /u II J II II 
-^1 II x II x^o II JC II 


=[i A [| + |[ H [| 

因此， （2) 定义了一个上的范数.对每一族向量范数 M ■ IN 可以由 （2) 定义一族矩阵范 
数. 由 （2) 定义的矩阵范数称为 从属于 向量范数« • «的矩阵范数. 


定理 7,4.1 若矩阵范数族 i | • U 从属于向量范数族 li _ II V ，则 I 卜 IU 和 II • IU 是 
相容的，且矩阵范数 || • '| w 满 足性质 （ iv ). 

证若 x 为 IT 中的任何非 零向量 ，则 


11 A 


因此 


|| Ax || v ^ II A || m II II v 

由于最后的不等式在 = 0 时也是成立的，可得11 ■ ||^和1| • | U 是相容的 - 若 B 为一 nXr 
矩阵，则由于 || _ IIm 和 || • IU 是相容的，有 

II AB ^ II V < II A II M II Bx I v < I ! A IU II B 1 U U U 

因此，对所有 x 关 0* 

II ABx || 


U II 


< II A (U || B Is 
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II AB II 


11 < II A || M 1| B |1 


计算一个矩阵的弗罗见尼乌斯范数是一件简单的事情.例如，若 


|| A || jr = (4 2 +0 2 +2 £ +4 2 ) 1/2 = 6 

另一方面，若 II * I 为一个从屑的矩阵范数，则计算 II A || 并不显而易见.可以看出，矩阵 
范数 

II A 11 _ II ^ II 2 


是不容易计算的；然而 + 


II A || ■ 




_ 可以容易地求得. 

定理 7.4.2 若 A 为一 mXn 矩阵，則 


证我们将证明 


|| A |j , = max \ a a I ) 
- = ] 


II A || „ = max ( 2 




而将第二部分的证明作为一个练习.令 


max 2 I a y I ^ 2 

= l r = l 


也就是说，&为最大值出现时对应列的 下标. 令 X 为 FT 中的任一向量，则 


由此可得 


Ax ^ 2 a 的 ， … ， 2 a ^j) 


II Ax ii , = XI 


^ ZI 2 I 
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= Z ； (l^ I S ta, |) 

i -] i-i 

^ I 

i=-l 

^ C || X i| 1 


因此，对 BT 中的任何非零向量 Jtr, 


II Ar || x 


< cr 


于是 

另一方面， 

由于11 = 1,可得 


IUII 

l|A|1, = ^ x - TTtIT< a 
II Ae* || 1 — II a* II j = 


结合 (3) 和 (4) 就可推出 Mtl：=^ 

►例1令 


A 


「一 3 2 4 — 3~[ 

5 一 2 — 3 S 

2 1 — 6 4 


则 

且 


II A || 1 — | 4 | + |—3 | + 1 — 6 | + 1 1 | — 14 


(3> 


(4) 

■ 


II A || „ = ! 5 |-h|-2 丨+ | — 3 1 + | 5 15 < 

由于矩阵的2-范数依赖于矩阵的奇异值 t 因此它很难计算.事实上，矩阵的2-范数就是 
它最大的奇异值， 

定理 7* 4, 3 若 A 为一 wXw 矩阵，其奇异值分解为则 

II A || £ ^ (最大的奇异值） 

证由于 U 和V是正交的， 


(见练习 42.) 现在 


II A II 2 - || U2V" IU - || 2 II 2 

llsll 5= ^ TT 11 T 
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max 

枝0 


a»i _ 

(2 矿 


^ ^1 


然而， 若选择 Jr = A ， 则 

II SJC || 2 ^ 

1 HT 1 T 7 一。 

由此可得 

國 II A 1“ = || 2 || m 

推论 7 . 4 . 4 为非奇异的，则 


_ 


II || 


< T n 


证将的奇异值按递减顺序排列为 

丄 > — > …会丄 

CTn — 1 £?1 


则 


II A—MU 




■ 


(5) 


条件数 

矩阵范数可用于估计线性方程组对系数矩阵的微小变化的敏感性，考虑下面的例子. 

►例2求解如下的方程组： 

2, 000 0工1 + 2, 000 。工 2 = 6. 000 0 

2. 000 Oxi + 2. 000 5^ = 6. 001 0 
如 f 使用5位小数的浮点运算，求得的准确解为 2)' 然而，假设强制使用4位小数 
的¥点数.则替换(5)，有 

Z. 000 & + 2 . 000^3 = 6 . 000 
2. OOOjc! + 2. OOlxz ^ 6. 001 
方程组 (6) 的准确解为 V = (2，1) T . 

： 方程组（5>和 （6) 除了系数外是相间的.这个系数的相对误差是 

+ ， j ■■: 參 

a 2 £ — a z % 


( 6 ) 


勿 0. 000 25 


a n 


然而，解向量 X 和，的坐标的相对误差为 


工 1 — xi 
尤 1 


L 0 和 


〜 A 

文 2 


0,5 


定义若一个矩阵 A 的元素有相对很小的变化，而如= 6的解有相对较大的变化，则称 
其为病态的 （ in - conditioned ). 若 A 的元素有相对很小的变化， Ajc = 6的解也有相对较小的变 


1409) 化 t 则 A 称为良态的 （ wei 卜 conditioned ), 
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^果矩阵 A 是病态的，求解通常不会很精确.尽管 A 的元索可用浮点数准确表示, 
但消元过程中很小的舍人误差也将对求解结果有很大的 影响. 另一方面，如果矩阵是良态的， 
并选择一个合适的主元策略，则可以得到十分精确的解.一般地，解的精度依赖于矩阵的状 
态，如果可以度量一个矩阵 A 的状态，则这个度量即可给出计算解中相对误差的一个界. 

令 A 为一非奇异矩阵，并考虑方程组 = 若 x 为方程组的准确解，且/为计算 
解，则误差可表示为向量若卩.纟为史 1 上的一个范数，则为绝对误差的一个 
度量*且 II HI / IU )1 为相对误差的一个度量.一般地，无法确定 It e II 和 II HI / IIII 的精确 
值.一种可行的方法是，通过将 y 代回到原方程组中，并观察和 fr 的接近程度来检验 
/的精度.向董 


r = b — b’ = 1 >一 Ax f 


称为残差 （ residual )， 且它容易计算.值 

H b — Ax' 1| 一 II r |1 
Tbf 

称为相 对残差 （relative residual ), 则相对残差是否是相对误差的一个好的估计呢？这个问题的 
答案依赖于 A 的状态，例2中，计算解 = I ) 1 的残差为 

r — b — Ax f = (0,0. 000 5 ) T 

在°0_范数意义下的相对残差为 


相对误差为 



0. 00 Q 5 
6 . 0010 


^ 0. 000 083 


IU II ^ 



= 0. 5 


相对误差超过了相对残差的6 000倍.一般地，我们将证明*若 A 为病态的，则相对残差比相 
对误差要小很多.另一方面，对良态的矩阵，相对残差和相对误差十分接近.为证明它，需要 
使用矩阵范数 . 回顾一下，若 II * II 为 R flXrt 上的一个相容的矩阵范数，则对任一 矩阵 C 

和任一向量有 

I 1 , Cj [| < II C II Il >[| (7) 


此时 


r = b — Ax f ^ Ax — Ax f ^ Ae 


因此， 


由性质 （7) 可得 


和 


e — D 

1U II < II A- 1 II |[ r II 

Hr || - || 1| < [| A || || e |I 


國 


< lie II < I] A" 1 || || r II 


(8) 


因此， 
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现在 JT 为 = 6 的准确解，因此 j £ T = A - 】 汶与 C8) 同样的推理，可得 

l^jp < U II < II A- 1 II II b II 

由 （8) 和 （9) 可得 

- -II r II 〆 II € II 〆 II 4 II II A -1 || II r II 

M I" A- 1 1) U I 卜 IU I 卜 u A Ml A 11 ITT 

数 il A II II II 称为 A 的 条件数 （condhion number ), 并记为 cond ( A ). 因此 

1 H IMi 


(9) 


innr^ c ■⑻ w O0) 

不等式 （io) 在相对误差 ii hi / iijfii 和相对残差 luimi hi 之间建立了联系.若条件数接近 i, 
则相对误差和相对残差将很接近.若条件数很大，则相对误差将比相对残差大很多倍. 

►例3令 


A 


则 


II A ||„ = 9, a II A - 1 II 




U 5」 

■5 — 3. 

L 一 4 3- 


(使用 II _ II ~是因为它容易计算 .） 因此 


cond M CA) ― 9 


8 


24 


理论上讲，求解方程组 Ax -= b 的相对误差应为相对残差的24倍. 
►例4设/ = (2.0, 0,1) 7 为方程组 

3 x ^ 4- 3為= 6 
4工1 + 5 x £ = 9 

_计算得到的解.求残差 r 和相对残差II r|U/ || Ml % 

解 




■3 

31 

'2. 0" 


•U 

-9 - 


■4 

5」 

-0.1- 


- 0. L 


llrll 


_ OJ _ 

TbJZ ^ ~ ^ Is 

通过观察看到，例 4 中的方程组的真实解为误差 c 为 

» 丄 V* 




'- 1*01 
_ a 9」 


相对误差为 


IMI: 


1.0 
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相对误差是相对残差的18倍.因为 cond ( A ) = 24, 所以这并不竒怪.这个结果和使用 |1 * L 是类 
似的.此时 

1 卜 h _ 08 _ _4^ H I e || 1 _ h 9 _ 19 

II 办 — IT 一艿且 1TK T = 20 

非奇异矩阵的条件数事实上给了我们一个关于 A 的状态的非常有用的信息.令 A ' 为将矩 
阵 A 的元素进行微小改变后得到的新矩阵 .^ E = A f - A m 因此其中 E 中的元素 
相对 A 的元素来说很小.若对某个£：，方程组 = 和的解相差非常大，则 A 为病态 
的.令 V 为的解，且^为 = & 的解.条件数可用于比较相对于矩阵 A 的变化和与， 
相关的解的变化. 

x = A^b = A ~ l A f x f = A ^( A -^ E ) x f - x ^ A ~ l Ex f 

因此 

x-x - A ~ l Ex f 

利用不等式 （7), 我们看到 

< II A- 1 II II E |] IU1 

或 


II 


< II A ^ 1 || || E || = cand ( A ) 


\\E\ 


II JF || "^=2 II * * II II « III 羼/ II A i 

II X II II A I 

回到例 2 中，可以看到不等式 （11) 是如何应用的.令 A 和为例2中的两个系数矩阵: 

A f -A 


( 11 ) 


及 


在％-范数 意义下 ， A 的相对误差为 


II All 


-[: 

0 - 

0. 000 5- 

2 000, 5 

一 2 0001 

2 000 

2 000 」 

0. 000 5 
4. 000 5 

^ 0. 000 1 


条件数为 

cond(A) — || A || „ || A^ x || m = (4* 000 5)(4 000* 5)^ 16 004 
不等式 （ n ) 给出的相对误差界为 


cond ( A ) 

例2中寘正的相对误差为 


E \\ 


[I AH 


I! A" 1 )| || E|| - (4 000. 5)(0. 000 5) ^2 

11 x-x II m —丄 
II ^ II ^ 飞 


若 A 为一非奇异的矩阵，并且使用 L 范数求它的条件数，则 

cond 2 ( A ) — || A l | 2 || A 1 I) 2 — 

A 
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若 A 很小，则 ccm 4( A ) 将很大.最小的奇异值心为一个矩阵接近奇异程度的度量.因此，矩 
阵越接近奇异，它也就越病态_若一个线性方程组的系数矩阵很接近竒异，则由于舍入误差引 
起的矩阵很小的变化可能导致方程组解的极大变化.为说明条件数和接近奇异之间的关系，我 
们再次考察第 S 章中的例子. 

►例 5 在 6.5 节中，已经看到一个 100 X 100 的非奇异矩阵 

1 ~ ■ 1 — 1 … 一1 — 1 

0 1 — 1 … 一 1 

0 0 1 …—1 — 1 

A 

I 

0 0 0 

0 0 0 —0 

它实际上非常接近奇异，并且要使得这个矩阵奇异，只需将 A 的 （ UK )，1) 元素的值从0变为 
一_即可，由定理 6. 5. 2可得 

( j n = min |j A — X || p < ~ 

_ 必然非常大.使用无穷范数，甚至容易看出 A 是极其病态的， A 的逆为 


~1 

0 


2 9S 

2 97 


0 0 0 0 … 2 ] 

0 0 0 0 — 2 ° 

0 0 0 0 — 1 

A 和的无穷范数均可使用矩阵的第一行求得 . A 的无穷范数条件数为 
cond^A ^ || A || .. || || « - 100 X 2" ^ 6, 34 X 10' 

练习 

1. 对下列矩阵，求 I * Ik * II • IU 和 II * II 


(a) 


"1 0, 

r 1 4-| 

「1 1 - 
T T 


t ) 5 r 


10 5- 


< b > Cc> 


Cd ) 

2 3 1 

Cc) 

4 1 0 

-0 1- 

L 一 2 2」 

-T t \ 


A l 2 - 


_3 2 L 


!-令 


A 


C J] 


及 


[:] 


并令 


工 1 — II Ajr II z! || X II s 

通过对所有的 Un x 2 )#<0, 0) 求函数/的最大值，求 IM || 2 的值1 
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3•令 


使用练习2中的方法求 || A II £ 的值- 

4. 给定 


A 



0 - 

0_ 


-3 0 

0 - 5 

D = 

0 0 

H 0 



o- 

0 

0 

4. 


U ) 求 D 的竒异值分解. 

( b ) 求 II D IU 的值， 

5. 证明: 若 D 为 一 tjXw 对角矩阵，则 

II D || 2 = max( | [) 

6. 若1>为_«><«对角 矩阵， 比较 P D|| 】，II D || z 和 II D || 〜的值有什么结果？解释你的答案. 

7. 令 j 表示单位矩阵，求 II / ih ， imu 和的值. 

8. 令 II . Ik 表示一个 R 〜上的矩阵范数， | • || v 表示一个 R " 上的向童范数，且/为 nX « 单位矩阵.证明 3 
U ) 若 || • IU 和 II • IU 是相容的，则 

00若 II * II M 从属于 II * II V ， 则 IU II 

9. 一个 IT 中的向董也可看成一个 n XI 的矩阵 X . 给定 


x = X — . 

■ 

工 _ 

( a ) 比较矩阵范数彳 I 和向量范数|||||~的值有什么结果？试说明. 

( b ) 比较矩阵范数 II X 和向通范数 11 x 11 !的值有什么结果？试说明， 

10, IT 中的向量 y 也可被视为 一 TlXi 矩阵证明： 

( b ) |[ V T L = \\yU 

11 ■令 A = 11 ^ T ， 其中 weR ' 证明： 

Ca ) TTFf < 其中本 € 粑且 x # o , 

Cb ) II A \\ 2 = [1 J II £ II W [| 2 . 

12. 给定 

_ 3 — 1 — 2_ 

A = -1 2 «7 ^ 

. 4 1 4_ 

( a ) 求 || A || 的. 

Cb ) 求一个向置 A 其所有坐标仅为 ±1, 使得 II Ax | U = fi A IU . (注意 1( x 故 II A II 

II Ax || M /|| r | U .) 

13. 定理 7, 4. 2 指出 

|| A || „ — max (力 I ctij \ ) 
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采用下面两步证明这个命题， 

U ) 首先证明 

jh - 

n 

|| A j | max (2 \ I ) 

( b ) 构造一个向量 x , 其所有坐标仅为士 1, 使得 

= II Ajt || = max (土 f 〜 I ) 

|| X _ l«ai j； s I 

14+ 证明 I! ^ II f| || 

15. 令 A 为 一 对称矩阵-证明 IMIU -= || Ah . 

16* 令 力为一 5 X 4 矩阵，其奇异值为奶=5,内=3及仍=办=1.求 || 乂 IU 和 II A || F 的值 • 

17. 令/\为一? nX n 矩阵， 

< a ) 证明 || .A [| || A || f . 

( h ) 什么情况下有 If A || a = |J AIp ? 

IS . 令 |j _ II 表示向童范数族，并令 II * II ^为 从腐于 它的矩阵范数 . 证明 

II 4 IU = max II A * II 
(1*1 -： 

19. 令 4 为一饥 X n 矩阵.令 || • |U 和 || • IU 分别为 R' 和 IT 上的向貴范数.证明 II A || _ = - xl ^T7 

定义了 jr 〃” 上的一个矩阵范数. 

20. 令4为一 mX n 矩阵. a 的 i t 2-范数为 

tl A [| 1.2 = max 11严 J 2 
II II l 

(见练习 19.) 证明 II A II u =- max ( II A II ^ || fl 2 || £ , …， I ID . 

2 L 令 A 为一 矩阵，证明 || A.II I A || 

22, 令 A 为一讲 X n 矩阵、证明： 

(a) ]| Aj ： I) < || A || II Jf|l " 其中 x6R\ 

Cb ) l | AB ]| 】 tS < MI | 2 \\ B \\ ui . 

23 -令 A 为一个 nXn 矩阵，并令 || ■ || „ 为一与 R ” 上的某向置范数相容的矩阵范数*若 A 为 A 的一个特征 
值+证明 [A | <MIU. 

24.使用练习23的结果证明：若； I 为一个随机矩阵的特征值，则 | A|€L 

25+ 数独是涉及矩阵的数字谜題1在谜题中，给出了 9X9 矩阵 A 的一些元素，要求将其他空格的元素填上+ 
矩阵 A 的块结构为 

'An Aie A ] 3 
A — ^2? 

^An Aj 3 A 33 

其中每个子矩阵为 3X3 的.谜题的规则是每行、每列及每个子矩阵必须由的整数组成，且每彳 
数字只能出现一次.我们称这样的矩阵为数独矩阵.证明：若 A 是数独矩阵，則 A = 45 是它的主特征值. 

26. 令 Ag 为数独矩阵 A 的子矩阵 （ Jil 练习 25), 证明：若 A 是 Ay 的一特征值，则 ]A \ <22, 

27. 令 A 为一个 nXtt 矩阵，且 xeRi . 证明 t 
Ca> lfAr|U<^ [|A|| 2 I 卜 |U. 

( b ) II At i | M!U llxlh . 
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Mn W1 || A | U <|| ||(|“. 

28. 令 A 为一 nXn 对称矩阵，其特征值为 h ，…， t 其规范正交的特征向董为… 令 x $ R% 
并令 其中 i = l , 2，…成 证明： * 

( a ) || Ajf || y 2 ( XiC ( y r 

(匕>若 则 

min I A,- I < . I ! 产 z ( max |夂 I 

ff X III 2 

(C) II A II s = max Ui L 
29+ 令 

「1 -0. 99-1 

H — …] 

求 _ A _1 和 condL ( A ). 

30. 求解下面两个方程组，并比较它们的解，它们的系数矩阵是否是良态的？是否是病态的？试说明. 

L Oxi + 2* Ojt 2 = 1, 12 1* O00j：i + 2 * 011 工 2 = L 120 

Z , Oxi Hh 3, 9 xi = 2 . 16 2 . OOOjTi + 3, 982 jt t = 2 . 160 

31 ■令 

1 o r 

A ^ 2 2 3 

_1 1 2 _ 

求 codcU (A) = II A « I! A — 1 1| i, 

32 •令 A 为一非奇异的 nXTi 矩阵，并令 || • II M 表示和 IT 上的某向 It 范数相容的矩阵范数.证明 
33■令 


其中打为正整数-求： 

( a ) ^； 1 ( b > cond ra CA rl ) 

34. 若 A 为一 5 X 3 矩阵，旦 I 1 A|U = S ， cond z CA ) = 2, || A || F ^12 f 求 A 的奇异值. 
35* 令 

H; X] 

使用两位小数的浮点运算求得的解为 x - CLl , Ch 88) T . 

U > 求残差向直 r 及相对残差 || r | U /| UU 的值 * 

( b ) 求 cond „( A ) 的值. 

( CJ 不计算精确解，利用（3>和（》>)的结果得到计算解的相对误差界. 

< d > 求精确解 I 并求真实的相对误差、将它和由 （ C ) 得到的界进行比较. 

36.令 


condjwCA ) ^ 1 




_ J _ 

n - 


C c ) tim condL ( A ft ) 
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一 0 . 50 

O , 75 

一 0 . 25 , 

— 0,50 

0 . 25 

0,25 

. 1. 00 

一 0 . 50 

0 . 50 . 


求 cond t (A) = \\A\\i It A~ } [[ w 
3?. 令 A 为练习 36 中的矩阵，并令 

-—0,5 0.8 —0.3 ― 

—0.5 0.3 0*3 

_ li 0 一 0- 5 0* 5- 

令分别为方程组 = 6 和 A'x = b 的解 t 其中 b ^ R \ 求相对误差 （ || X -/ \\ 0 /\\ x |] T 的一 个界. 
33. 给定 


-1 -1 

一 1 

一 1 - 


- 5 , 00 - 

0 1 

-1 

-1 


1.02 

0 0 

1 

—1 


1.04 

J 0 0 

0 

1 _ 


丄 10 _ 


通过将6的各元素舍入到其最接近的整数，并使用4数算术运算求解舍入后的方程组，得到； ^ = 的 
个近似解.求得的近似解为 〆 - = U 2» 4, 2, 1)' 令 r 表示残差向 f . 

( a ) 求 IU 1 U 和 com ^( A ) 的值. 

( b ) 使用 （ a ) 中的结果求#解的相对误差的一个上界. 

( c > 求准确麵: t ， 并求相对误差 


39. 令 A 和 B 为 n > C n 非奇异矩阵， 

condCA/?) ^ cond(A)condC J B) 

40, 令 D 为一非奇异的 nXn 对角矩阵，并令 

= max I da | 及 d miit = min | d ti I 


u ) 证明 


( b > 证明 


condi ( D > = cond ^ ( D ) ™ ^ 


cond 3 CD ) 


4 L 令 Q 为一 nXniE 交矩阵.证明： 

“）II Q|h = l. 

[4161 ( b)condz ( Q ) = l . 

( c ) 对任何 frER % = 6 解的相对误差等于相对残差 > 也就是说 


ITT ； 


42. 令 A 为 一 矩阵，并令 Q 和 V 为？ jX « 正交矩阵. 证明： 

<a) || QA \\ l -II A|| 2 (b) || AVf| , - || A || 2 Cc) It QAV\\ 5 - M || ; 

43, 令 A 为一 mXn 矩阵， 并令① 为 A 的最大奇异值. 若 x 和 y 为 ST 中的非零向1，证明下列各式 成立： 
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[提示：利用柯西-施瓦茨不等式 .] 

| x J Ay \ 

气 T 4 .IIH II 〜 

44* 令义为 一 mX n 矩阵，其奇异值分解为证明 

一 II Ax || , _ 

TTjiT — 

45.令 A 为一; nx n 矩阵，其竒异值分解为 L /2 V ' 证明对任何 

% II 丨 II 3 € II || 3 < CJl || Jf III ? 


46 .令 A 为一非竒异矩阵，并令 Q 为一 nXiijE 交矩阵，证明: 


Ca ) cond 3 CQA ) = cotid ； C AQ ) ^ cond ^ ( A ), 

(b) 若 B = Q T AQ ，则 cond 2 (B) = cond 3 { A ). 

47. 令 A 为一对称的非竒异 nXn 矩阵，其特征值为； U, 

condj ( A ) 


… 1 证明 
max I At 1 

_ i «>! _ 

min I A, | 


7.5 正交变换 


正交变换是数值线性代数中非常重要的工具之一.本节介绍的正交变换类型是非常容易使 
用的，并且不需要很多的存储空间.更为重要的是，包含正交变换的过程具有固有的稳定性. 
倒如，令 xeir , 且为 jt 的一个 近似： 若 Q 为一个正交矩阵，则 

Qx f = Qjc + Qe 

0^中的误差为 C ? e . 相应于2-范数，向量 <3€和0有相同的 大小： 

II Qc IU — II ^ II 2 

类似地，若 A ^ A + E , 则 

QA f = QA + QE 
且 

II QE || 2 = || £ || z 

当对一个向量或矩阵皮用正交变换时，在2-范数的意义下，误差将不会增加. 

初等正交变换 

所谓 初等正 交矩阵 （elementary orthogonal matrix ) » 是说一个矩阵形如 

Q = I — 2uu T 

其中且 l | w|U = l . 为看到 Q 是正交的，注意到 

Q T — (J — 2ww T ) T = I — 2uu T = Q 

及 

Q T Q= (?= (J 一 2iiw T )(J-2an T > 

=/ — 4 uii t + 4«( w t u>« t 
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因此》若 Q 为一个初等正交矩阵，则 

Q T = CT - Q 

矩阵 Q=J — 2«« T 可由单位向莆《完全确定.相较存储 Q 的所有 n 2 个元素，仅需存储向量 
为计算 Qx：* 注意到 

Qx= (J — 2uu T )x 

= x — 2 aiu » 其中 a = « T Jf 

矩阵乘积 QA 可如下计算： 

QA = ( Qa ， Qa " …， Qa n ) 

其中 

Qa i = ai — 2cnu , cm = u T a t 

初等正交变换可用于求 A 的一个 QJ ? 分解，因此可用于求解线性方程组正如使用 
高斯消元法一样，可选择初等矩阵使系数矩阵的元素为零.为看到如何这样做，考虑求一个单 
位向量《，使得 

(I ^ 2uu T )x — (atO t … ， 0) T = 诚】 

其中 reir 为任一给定的向量， 


豪斯霍尔德变换 


令 2«« T . 若则由于 H 是正交的，可得 

I a I = || || a = || Hx \\ z = || x || j 

若取II din 且则由于 H 为其自身的逆，可得 


画 

因此 


求解％，有 


X = H ( o «] ) = a (€\ — (2 «i )«) 

= a(l ™ 2 uj ) 

Xz =— 2 aU \ U 2 

# 

* 

•ii 

工„=— 2 aw j u n 

~^\ uz 

2 a ) 



若令 


则 


由此可得 


u , 


—工 i 

2 au \ 


i = 2 ,…， n 


y 一 _ 1/2 

ui =— 广 h 1 ) ， 并令 — A ) 


— 2 atti — [2 a(a — X | )] 1/z = 


a ) 



教值线性代數 


373 


卜士 )(— ㈣’ 工 2 ，… W 




Cxi 一 a 9 X 2 ^ x M ) 


若令 — a ， 々，…，： r „) T ，则 

|| v [I 2 = — a ) 2 + — 2 a(cE — A) 

f *£ 

于是 

II v || 2 = ^/2fi 


故 


1 


K ^ y - 


^ llvlt/ 

综上所述，给定一个向量: reR 37 , 若令 

a = [I X II 2，^3 — a(a — joO 

v = (xj — a ， x 2 , *..，： O t 


II v || 2 




：kf 


及 


则 


H = ；-W = I -^ 


Hx — a€[ 

用这种方式构造的矩阵 H 称为豪斯霍尔德变换 (Householder transformation ), 矩阵 H 可由向 
量 v 和标量#求得.对任何向暈 yGR % 

Hy = (/— 如 〆) 产 ，一 ( 如 T ： V)v 

相较存储 H 的所有个元素，只需存储 v 和尽 

►例1给定向4, 2)' 求一个豪斯霍尔德矩阵，将向量 r 的后两个元素化为零 - 

解令 

a = [| x [I =6 

P — a(a — ^Tj ) ^ 12 
v = (^：i — a^Xz t^) T = (—2,4,2) t 


豪斯霍尔德矩阵为 
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读者可以验证 

Hx — G€i 4 

现在假设我们希望将一个向量 1=(：!：, I …，而，： c i +1 ，…， A ) T 后 面的？ I — 6个向量化 
为零.为此，令^⑴ = (工 1* …，： r * w) T 及 jc ⑴ = ( a , 心 +1 ，…， 工 J T . 令/⑴和/⑴分别表 
示一】 ） X ( & — 1) 和 h 〜 A + DXh — & + 1) 单位 矩阵. 利用上面给出的方法，可以构造豪斯霍 


尔德矩 阵乩⑵ =J ⑺一 （ 1/ 與 ) v*v* 

T ， 使得 






- II ^ II 


令 

H* — 

-/ n) o ， 

- 0 - 


<2) 

可得 

H a x = 

[，⑴ °, 

1 K ；1 



L O H\ 2 

」 Ljc ⑵」 




~I u) x m - 










(jr, , — »(^JM) I/2 ,0 ， *" ， 0) T 



注 h (2>式中定义的豪斯翟尔德矩阵是一个初等正交矩阵.若令 

ro 1 

V = 及 il = (1/ || V II )V 

J 

则 


H k 


A 


l - 2 uu 


2. 的作用类似于对任何向景 jeiT 的前 A —〗坐标的恒等变换，若 






* y n ) 


( y \» 


H,y 


0 T ， 

且 y 2> = 

=(A i 

■ ■ • 

f 

、 yJ T - ! 

「 J ⑴ 

° 1 

-y ⑴， 


' y<l> - 

- O 

hH 





特别地，若/ 3> =0,则 H k y ^ y . 

3. 一般不需存储整个矩阵只要存储第 ^-* + 1 向量 v A 和标景久即可. 

►例2求使得 y =(3, 4, 4, 2 ) T 的后两个元素成 为零， 而前面的元素保持不变的豪斯笛 
尔徳矩阵 . 

解这个豪斯霍尔德矩阵仅改变 J 的后三个元素.这些元素对应于 R 3 中的向量 x =(4, 
4, 2) T . 但这个向量的后两个元素在例1中已经化为了零.例1中的 3 X 3 豪斯霍尔德矩阵可 
用于构造一个 4 X 4 矩阵 
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0 

H - 

0 


0 0 0 " 

2 2 I 

T T T 

2_ _X _ A 

3 T y 


0 



2 

3 


它满足对 j ? 的作用的要求.读者可自行验证 fJj = (3 T 6, 0, 0) T . 


现在我们已经做好用豪斯霍尔德变换求解线性方程组的准备了，假设 A 为一个非奇异的 
矩阵，可以使用豪斯霍尔德变换将 A 化为严格三角形式. g _ 先，可求一个豪斯霍尔德变 
换 = (1/ 庠）当将其作用在 A 的第一列上时将得到一个&的倍数 • 因此， H , A 将 

形如 


_ X X … X ， 

0 X … X 
0 X … X 

)_0 X — X _ 

然后，可求一个豪斯霍尔德变换它将把第二列中的后 ”一2个元素化为零，而该列 
中的第一个元索保持不变.由注2可知对只4的第一列不起作用，因此乘以 Hz 得到一个 
如下形式的矩阵： 




X 

X … 

X 

I 

0 

X 

X … 

X 

H,H X A = 

0 

m 

0 

X … 

X 

1 

«• 

_0 

0 

X … 

X. 


可以继续使用这种形式的豪斯霍尔德变換，直到最后得到一个上三角矩阵，将这个矩阵记为 
即 

…印 = K 

由此可得 

A - 

= 

令 Q = H 也…卜 则矩阵 Q 是正交的，且 A 可分 解为- 个正交矩阵乘以一个上三角 矩阵： 

A=^QR 

一旦 A 分解为一个乘积 Qi ?， 方程组即容易求解 t 
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Rx ^ (3> 

_ -旦被求出，方程组 （3) 就可通过回代的方法求得. 

存储量 • 向量 h 可存储为 A 的第^ 列. 由于 v * 有 h — A +1 个非零元素，且在简化矩阵的 
第是列中仅有 n 个零，因此需要将 o * 存储在其他地方. R 的对角元素可存储在附加到 A 的 
—行中或一个 n 维向量中 .各 也可存储在 A 的一个附加 行中： 

■uii r u r J3 
^12 如 r u 

如 如 巧 3 r u 

幻 24 Vu 0 

Hi r 2i r S3 r i4 
^2 03 0 

计算置.在用豪斯霍尔德变换求解一个〃 x n 方程组时，大多数的工作量都用在将 A 化简 
为三角形式上.需要的计算最大概为个乘法、个加法和》— 1个开方. 

旋转和反射 


通常需要使用变换仅将向量中的某一个元素消去.此时，使用旋转或反射较为方便.首 
先，考虑二维情形 * 

令 

「 coad — sin^l 「 cos^ sin^' 

i ?— 及 G = h 

L sin£? cost ?」 L sin^ — cos0 - 


为 R £ 中的一个向量.则 
Rx 


COS ( 汐十 a) 

sm (0-\- a ) 


r 

及 

1 

G = 


n 

^ rcoftcr ] 

■ x 2 

，l 

-rsina - 


且 

Gx = 


r cos (0 —— a ) 
■ r sin <(? — or ) 


R 表示在平面上的一个转角为 ^ 的旋转.矩阵 G 的作用是将 X 关于直线 x 2 =[ t an ( 吖2)]心作对 
称（见图 7. 5.1). 

若令 cos ^—^： i/r R sin ^= — 々/ V ，则 

> cosO — JCzSinOl f r ~ 

Rx ： — = 

•*Ti sin^ +acos ^」 L0- 

若令 cos 0 = a /r 且 sin 0= a : 2 / r ，则 

G 「A cos ^ + rr~j 


G ~^i cos^ + J^sm^j rr~j 

\- j： l sin 沒 — 。。必」 Lo 」 

只和 G 均为正交的.矩阵 G 还是对称的.事实上， G 为一个初等正交矩阵.若令 《 = ( sU ^/2 
[4231 —co 诏 /2 ) T ， 则 G=I—2iai T 4 
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►例3令 x =( — 3, 4)' 为求一个将 r 的第二个坐标化为零的旋转矩阵令 

r - VT - 3> 2 + 4 2 - 5 

cosS = — =- 

r 5 


并令 



「 co&0 —— sin 沒 _ 

R — k 

wsin ^ cos 沒― 

读者可以验证= 

为求一个将的第二个坐标化为零的反射矩阵采用和旋转矩阵相同的方法计算 r 和 
COS ^ j 但令 




及 


G 


cosS sing 
L sin 沒一 cos$J 


音 J 


读者可以验证= 

现在考虑 n 维情形.令 I ?和 G 为矩阵，其中 

ra ^ r }j = COS^ gn = COS^,^ 


cos£? 


4 


rji sinO ga = ga 兰 

旦对所有 if 和 G 的其他元素， 有 因此除 （ i ， i ), ( i ， j ), ( j ， j ) 和 ( j ，£) 位置上 
的元素外， J ? 和 G 等于单位矩阵.令 c = CO M&s = sii ^. 若 x € R % 则 



^ —(工"…，工卜 1 * 工 ■《一 工 ， A + i ，…，卜 i 十 ，…，工„) 


Gx 二 （:，.” ^ ，工 〆 +：tj ，工 I+1 ，… f Xj-i ， x f s — ，…，: t h ) t 

变换 i ? 和 G 仅改变了一个向童的第 i 个分量和第）个分量.对其他坐标，它们没有任何作用. 
称尺为平面旋转 （ plane rotation ) »并称 G 为吉文斯变换 （ Givens transformation ) 或吉文斯反射 
CGiven's reflection ), 若令 


c = — ^ 且 S =• 
r 

则 Rr 的第 j 个分量将为 0. 若令 


, (r = Vx ? + xf ) 


则 Gjc 的第 j 个分量将为 0. 

►例4令 j » r =( 5 , 8 , 12) T . 求一个旋转矩阵 i ?, 将 r 
元素保持不变. 

解 由于 i ? 仅作用在以和工 3 上，令 

r — * Jx \ =13 

_ _ A _ 5 


的第二个 


f=-fl 


-c 0 
R = 0 1 


5 

0 

12 

13 


13 

0 

1 

0 

12 

0 

5 

13 

13 


s 0 c . 


读者可以验证 Rx = (13, 8, 0) T . ^ 

给定一个非奇异的矩阵 A , 可以使用平面旋转或吉文斯变换得到 A 的一个 QJ ? 分解 • 
令为作用在第 一个坐 标和第二个坐标上的吉文斯变换，它作用到 A 后的结果为在（2, 1) 的 
_位置上得到一个零.可以将另一个吉文斯变换 Gu 作用到 G 21 A , 在 （3, 1) 的位置上得到一个 
零-这个过程可以一直进行，直到第一列中的后《 — 1个元素均被 消去： 

X … x- 
0 X … X 
G,!-G 3l G 2l A = 0 X …X 


Lo X “• X 」 

下一步，可用吉文斯变换仏〃 G 42 f …，氏 2 将第二列中的后 n —2个元素消去.一直进行这个 
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过程，直到 所有对 角线下面的元素均被消去. 

= R (R 为上三角矩阵) 

如果令 C? T = (Gm … G 3 i )( G M] … G 2l > ，则 A = QR , 且方程 组山; 等价于方程组 

Rx = Q T b 

这个方程组可通过问代的方法求解. 

计算量.使用吉文斯变换或平面旋转将 A 进行 QK 分解，粗略地需要个乘法、 
个加法和 | n 2 个开方. 


练习 

1. 对下列向嫒 jc . 求 一个旋 转矩阵使得 

(a)x^(lr 1) T (b)jr=^ (V3 t —j) T (c)jp= ( — 4 ， 3) T 

2. 给定 ji ：6 R 3 , 定义 

r y = + itj = 1,2,3 

对下列犢形，分别求使得 Gy 的第 i 个坐标和第』个坐标为 q 和0的吉文斯变换， 

(a) ;c=(3, 1, 4) T , i=li j 货 3 

(b) x= (1, —1, 2) T t i= 1, j = 2 

(c) x^(4, 1, ^3 ) T » i=2, j = 3 
id)x=(i t l, ^3 ) T * #3， / = 2 

3- 对每一个给定的向置 A 求一个豪斯霍尔德变换，使得& =滅"其中 || x || : . 
( a ) jf = C 8, _1， -4 ) T ( h ) x = a t Z t 3 ) t Cc ) jK - C 7 t 4, —4 ) T 

4. 对下列各情形，求一个将向里的后两个坐#化为零的柰斯霍尔德变换. 

Ca ) je —(5* 4* 1 ) T ( bX 4, —3 r —2, 一 1, 2 ) T 

5. 给定 

-3 3 —2_ 

1 1 1 

A = 

1 一 5 1 

3 -I 2_ 

( a ) 求豪斯翟尔德矩阵— （ l / pir T 中的标和向® 使得 & 的后 H 个元素化为零」 
fb ) 不显式构造矩阵 计算乘 积 HA , 

6. 给定 



- 1 2 

一 r 


• 9- 


2 6 

7 

及 b = 

9 


L -2 \ 

S . 


-— 3 - 


( a ) 用豪斯翟尔德变换将 A 转化为上三角矩阵見同时变换向童 h 也就是说，计算 = 

( b ) 求 & = 中的 h 并通过计算残差 b-Ax 检验你的答案， 

7. 对下列方程组.使用吉文斯反射将方程组变换为上三角形式，然后求解上三角形方程组. 
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(a)3jTi +8./rs —5 Cb)xi +4j: 2 = 5 <c) 4 jtj — 4^ + ^~2 

^ :l ' 1 _ 而〒— 5 X] + 2 x z ― 1 + 3 jca ™ 2 

— 3 jti +3 x £ ― 2 — 1 

8+ 假设希望消去向量 J ： 最后的坐标，而前面 n — 2个坐标保持 不变. 如果通过 一 个吉文斯变换 G 来实现，需要 
多少计箅 M ? 使用一个豪斯翟尔徳变换 H 呢？ 若/\为一 矩阵，计算 GA 和需要多少计 箅致？ 

9. 令 = Z — 2«« T 为一个豪斯霍尔德 变换， 其中 

u ^ (0 ， … ， O t M* ttifc 十 3，…, Uu ) T 

令办 eR ' 并令焱为一 矩阵. 计算 （ a ) a &; 笛要多少次加法和乘法？ 

10. 令 Q T = G „-* … dGi ，其中 G 为一吉文斯变换.令 &6 1 T ， 并令戍为一个 nXn 矩阵.计算 （ a ) Q T h 
( b ) Q T A 笛要多少次加法和乘法？ 

11- 令 尺和私 为两个 2 X 2 旋转矩阵，并令 G 和 G z 为两个 2 X 2 吉文斯变换.下列情况是何种类型的变换？ 
t ^ R.Rt ( bJGjG ^ ( c 〕 J ?] G ] ( d ) G a i ?, 

]2 - 令 j ： 和少为圯中不同的向盘，满足 \1 xW ,^ \} yll z . 定义 

u = TT ^ TIT ； 卜，）及 J ~ w 

证明： 

( a ) II x-y I l ^2 Cx - y) r x WQc = y 

13. 令 a 为 r 中的单位向堡，并令 

I - 2 uu r 

(») 证明《为卩的一个特征向 M . 它对应的特征值是什么？ 

( b ) 令 2 为『中的一个与《正交的非零向 #. 证明 s 为 Q 的属丁特征值 A = 1 的特征向世, 

( c 〉 证明特征值必为 «-1重的. det ( Q ) 的值是什么？ 

14. 令只为一个的平而旋转. det < i ?) 的值是什么？证明及不是一个初等正交矩阵. 

15. 令4 = ^抝私，其中❺和兑为正交的，姐凡和私均为上三角非奇异矩阵. 

( a ) 证明 QJQ , 为对角的. 

( b ) 比较尺和沁有什么结论？试说明. 

1 S . 令八=砂' 其中 j ：€ ir ， y ^ R H ， 且 Jt 和 j ? 均为非零向请*证明 A 有一个形如 2 H 2 的奇异值分解，其 
中叶 和乐 为豪斯翟尔德变换，且 

tfl = II X If \\ y \\ , tfj = … = ff , = 0 

17* 在构造一个栴 R " 中的向讨 r 的后？!一1个元素化为零的豪斯笛尔德矩阵时，标 ft a 必须满足 | a 丨= 
llilh . 选择 \\ x ]\ 2 , 而不是选枰通常的 II X II 2 ,其中々>0.解释采用这种方式选择^的优势 
是什么. 

18•令 

[ cos ^ — Hin^n 
sintf cos 咛」 

证明，若0不是 tt 的整 数倍* 则尺可分解为乘积只 = l / LU , 其中 

、 cosff — 1 
U = sin ^ 

-0 I 

_ 一个旋转矩阵的这种形式的分解是在涉及小波及滤波器的应用问题中提出的+ 
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7.6 特征值问题 


本节将介绍一些计算 nXrt 矩阵 A 的特征值和特征向景的数值方法.第一种方法称为幂 
法.幂法是一种求矩阵的主特征值及其对应的特征向量的迭代方法.所谓主特征值，是指特征 
值; U 满足 U | > | A , | ,其中…，&若 A 的特征值满足 

I ki l > U £ 1> “• > U « I 

则幂法可用于一次一个地计算特征值.第二种方法称为 Qi ? 算法. QJ ? 算法是一种涉及正交相 
似变换的迭代方法.与幂法相比，它有很多优点.无论 A 是否有主特征值，它都会收敛，并 
社 它同时求得所有的特征值. 

在第6章的例子中，特征值是通过构造特征多项式并求其根得到的.然而这个过程并不适 
合数值计算.该过程的难点是，在特征多项式的系数中，一个或几个有很小的变化时，计算 
求得的零点会有十分巨大的改变.例如，考虑多项式户其首系数为1，且其余的 
系数全为 0. 若将常数项加上 一1 CT ' 得到的多项式为= — lCT 1 ' 尽管 〆 X ) 和 g (: T ) 

的系数仅相差10—%但 #1) 根的绝对值均为而的根均为 0. 因此，尽管特征多项式 


的系数已经非常精确地求得.但计算得到的特征值也会有明显的误差.因此，本节所讨论的方 
法并不使用特征多项式.为看到直接使用矩阵 A 进行运算的好处，必须确定 A 的元素微小变 
化对特征值的作用.这可通过下面的定理得到. 

定理 7.6.1 令 A 为 一 nXn 矩阵，有 n 个线性无关的特征向董，并令 X 为一个将 A 对角 
化的矩阵.即 

% 1 


X~ ] AX = D = 

若 + 且/为的一个特征值，则 

min | A' — A; cond 3 CX) || E 11 2 O) 

证假设/等于某一 A〆 否则，没什么需要证明的）.因此，若令认二!)一 A 7, 则为一 
非奇异的对角矩阵.由于 A ' 为 A ' 的一个特征值，它也是 X 」 A ' X 的一个特征值.因此 
XHA ' X - A ' I 是奇异的，故 rvUXMA ' X - Al ) 也是奇异的.但是 

D? 1 (X ，】 A'X — A'J)= DT 1 JT 1 M + E-^DX 
- Di l X~ x EX + I 

因此， 一1 为 DJXHEX 的一个特征值.由此可得 

| 一 1 |< II DT l K 'EX II £ < II DT 1 II 2 cona 2 CX) \\EU 

Dr 1 的2-范数为 

[| D}' II i = max I A' 一 l 卜 

使得丨 I _ l 最大化的 下标〗 和便得 I I 最小化的下标是相同的.因此 


又2 
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min | / — A, l<cond 2 CX) ',| E |U ■ 

若矩阵 A 为对称的，可以选择一个正交的对角化 矩阵. -般地，若 q 为—个正交矩 
阵’则 


因此， （1) 化简为 


cand 2 ( Q ) = \\ Q\U |[ Q ~ ] ||, = 1 


^in I A ' - |< || E || z 

于是，若 A 为对称的，且 |1 Ell 2 很小，则 A' 的特征值将很接近 A 的特征值. 

现在我们已经做好讨论一些计算矩阵 A 的特征值和特征向量的方法的准备了.将要 
展示的求 A 的特征向量的第一种方法是，将 A 作用在 IT 的一个给定向贵上*为理解其基本思 
想，假设4有》个线性无关的特征向量心，…，且相应的特征值满足 

Ui l > U ? … A n 丨 ⑵ 

给定 ET 中的一个任意向量 v。， 可记 


Vb = OTiJfi + …+0^ 

^^0 — a] Ai JTi + oaAs Xi + l ** + „JC„ 
A 1 y G = criAfxi I Xz + … + a,tk lx„ 

且一般地， 


若定义 


— ffiA*-* 1 ] ~hazAiX2 -f- ^x„ 


则 


— AV 0 , k 1,2,*- 


由于 

由此得到 






< 1, 


2,3, 


C 3) 


a ] x 1 » 

因此，若^垆0，则序列 {(1/ A }) vj 收敛到 A 的特征向量至此，这神方 法有- 些明显的 
难点.由于; I !为未知的，故无法计算 （1/ Af ) v *. 即使;^ 已知， 因为 A ; 接近0或士 oo , 这个问 
题仍然很困难.但是，好在不需将序列 { vj 用因子 1/ Af 进行缩放.若在每一步中，将^缩放 
后可得到单位向暈，则序列将收敛到一个向量〜方向上的单位向量.特征值 A , 可以同时求 
出.这种计算最大数值的特征值及其相应的特征向量的方法称为幂法 （power method ). 它可以 
总结如下. 

幕法 


递归地 定义两个序列 和彳 初始时.％可为 R" 中的任何非零向量.一旦确定了〜， 
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向量1?* +1 和 u * +1 可如下计算： 

1. 令 v k+1 =Au km 

2. 求絶对值最大的坐标 

义 令 “jt+i = (1 /'h 十】 • 

序列 （ w ) 具有这样的性质，即对 II |U = Wit - L 若 A 的特征值满足（2)，且 h 
可写为一个特征向量的线性组合 onx , ，其中以矣0，则序列 { 14 } 将收敛到 Ai 的特征 
向量 J , 若4较大 f 则将是 J 的一个较好的近似， 且 将为 Aj 的一个较好的近 
似.由于⑷的第夂个坐标是 U 故的第 Jfi 个坐标将为^的一个较好的近似. 

注意到（3>，可以期望 w * 收敛到^的速度与(上/%)*收敛到0的速度相同.因此，若 
丨 A 2 丨和 | At 丨的大小很接近，则收敛速度将很慢. 

►例1 令 


A 




容易求得 A 的准确的特征值.可得1 = 3, 且 ; U = l ， 分别对应特征向量 r ( =(1， 1) T 和 
^ = - D T . 为说明由幂法得到的向量是如何收敛的，取％ = 1)' 并使用该方法. 


Vi — A« 0 = 



«i = 


1 fi.o n 

5 Lo 丄 


[4301 


v 3 = Ai*i — 


_ 2 . 8 ~ 
•2. 6 一 




1 



-1. otr 


Ms = 

= o V2 ^ 

lhJ 


-0. 93 - 


v 3 


A 1 

■41 ■ 

14 

n 


n. oo" 

^ = u 

■40 _ 

,« 3 - ^V3 - 

: ii 

1 

: 

_0. 98- 


「 2. 981 



若将 《 3 = (1_00, 0*98) T 作为一个近似特征向量.则 2.98 为；^的近似值.因此，仅使用了很 
少的迭代，的近似值的误差便仅为 0* 02 了. 4 

幂法可用于求绝对值最大的特征值 L 及其对应的特征向激％.那么其他的特征值和特征 
向量呢？如果可将隶 A 的其他特征值的问题化简为求某个 1)X<« — 1) 矩阵 At 的特征值的 
问题，则幂法可应用于 A :. 而这事实上可通过所谓的收缩 〔 deflation ) 过程实现. 

收缩 

收缩的基本思想是，求一个非奇异矩阵使得 HAfT 1 为一个形如 

r Ai ! X …X 1 


⑷ 
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的矩阵.由于 A 和是相似的，故它们有相同的特征多项式.因此，若形 
如（4)，则 

detCA — AO — detCHAK ^ 1 一 AO = (Ai — A)detCAi — Al) 

由此可得 A 的其余 沒一1 个特征值是的特征值.余下的问题是：如何求得这个矩阵 H ? 注 
意到 （4) 要求 f / AfT 1 的第一列为 Aa . 而 HAH - 1 的第一列为因此 

— A ) 

或等价地， 

故 H 在对应于1的特征空间中，因此，对某个属于； U 的特征向量 a ， 

= JTi 或 Hxt = 

必须求矩阵 H ， 使得对某个属于&的特征向量^有 Hx ,=6. 这可通过一个豪斯霍尔德变换 
得到.若1为求得的属于特征值 h 的特征向量，令 

A = J7TTJ 1 

由于 IIa 1 U = 1， 可以求得一个豪斯霍尔德变换 H ， 使得 

HXi = Ci 

因为 H 为一个豪斯霍尔德变换，可得 H J = H , 因此 HAff 是要求的相似 变换. 


化简为海森伯格形式 


求特征值的标准方法均为迭代法.每一次迭代所需的计算量通常非常大，除非初始时 A 
为一种容易计算的特殊形式.若不是这样，标准的方法是将 A 在相似变换的意义下化简为一 
个较为简单的形式.通常，豪斯霍尔德矩阵被用于将 A 转化为形如 


X 

X 

… X 

X 

X - 

X 

X 

… X 

X 

X 

0 

X 

… X 

X 

X 

0 

0 

… X 

X 

X 

0 

0 

… X 

X 

X 

0 

0 

… 0 

X 

X— 


的矩阵， 选 种形式的矩阵 称为上 海森伯格形式 （upper Hessenberg form ). 因此 B 为上海森伯 
格 形式， 当且仅当1» + 2时， 6,-0, 

一个矩阵 A 可以使用下面的方法变换为上海森伯格形式.首先，选择一个豪斯霍尔徳矩 
阵，使得 H \ A 形如 


^11 

^12 

… a lrt 

X 

X 

• x 

0 

X 

• X 

0 

X 

… X 
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矩阵将形如 


0 … Q - 

0 X … X 
■ 

— 0 X - xJ 國 : 

因此将 A 右乘将保持第一列不变.若则 A ⑴为一个形如 

' aW ^ a\i *** ^ul 

0 alV - 

* 

« 

■- 

. 0 aiV - a^_ 

的矩阵.由于为一个豪斯®尔德矩阵，故因此 A ⑴和 A 是相似的.下一步， 

选择一个柰斯霍尔德矩阵 H 2 , 使得 

t<zlV ^ *^1,2 y T = (^1^ tU22 t X<0 t **',0) t 

矩阵 h 2 将形如 

'10 0 — 0 

0 1 0 … 0 

0 0 X …X 

_0 0 X …X 

左乘将保持其前两行和第一列不变》 


h 

o 

o 

X 


h 2 a ^ = 


<^n 

a\y 


… aSi> 

^21 

aW 


…必 

0 

X 

X 

… X 

0 

0 

X 

… X 

0 

0 

X 

… X 


H 2 A ⑴右乘私将保持前两列不变.因此4⑴ = H 2 A ⑴札形如 

"XXX — X' 

X X X …X 

0 X X …X 

0 0 X …X 

__ 

I 蠡 

4 

_o 0 x … X _ 

这个过程可以持续到最终得到一个上海森伯格矩阵 
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它和 A 是相似的. 

特别地，若 A 是对称的，则由于 

H T = 

= H b 
=H 

可得 H 为三对角的.因此，任何矩阵 A 均可相似变换为上海森伯格形式.若 A 是对称 
的，化简过程将得到一个对称三对角矩阵. 

在本节的最后，给出求解一个矩阵的特征值的一种可行的最好方法.这种方法称为 Q 及算 
法，它是由 K . G ， F . Francis 于1961年提出的. 

QH 算法 

给定一个” Xn 矩阵将其分解为一个乘积&私，其中 Q 为正交的， 且見 为上三角 
的.定义 

Ai — A = Qj J?! 

及 

A 2 — Q/^ AQI = i?i Qi 

将 a 2 分解为乘积 Qjy 其中 q 2 为正交的，且沁为上三角的.定义 

A 3 = Qz A 2 Qz — i?e Q2 

注意到和 A 3 = ( Q 1 Q £ ) T A ( Q 1 Q 2 ) 均与 A 相似. 可继续以这种方式做下去，得到一 
个相似矩阵序列.一般地，若 

A * = Q k R k 

则 A +1 定义为可以证明，在非常一般的条件下，采用这种方式定义的矩阵序列收敛到 
一个矩阵 


% X 

… >r 

B 2 

X 

o 

* 


B s . 


其中尽为 1X1 或 2X2 对角块.每一个 2X2 块将对应于 A 的一对共轭的复特征值. A 的特征 
值也将为所有反的特征值.当 A 为对称时，每一个 A * 也将为对称的，且序列将收敛到一个 
对角矩阵. 

►例2令 九为例 1中的矩阵. A 的 Qi ? 分解仅需一个吉文斯变换， 



因此 
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A .2 ^ Gi AG ] 


A, 的 Qi? 分解可利用吉文斯变换 


rs 


一2」 


「2 


2 - 


一 2」 


■ 一 0. 




V 872 


L — 0, 


2. 8 - 0. 6 

6 —2 ,8 . 


因此 


0 . 6 - 
!• 2 - 


^3 — Gzj\zGz 


-2. 98 
- 0 , 22 


0. 221 
1 . 02 - 


每一次迭代后，非对角元素均变得越来越接近0,且对角元素越来越接近特征值纟,=3和; ^ = 1. ， 
注 1. 考虑到 Qi? 算法中每一次迭代的工作量，使得初始矩阵 A 为海森伯格形式或对称 
三对角形式是很重要的.若不是这样的情形，需对 A 进行相似变换得到一个矩阵 A " 而它是 
这网种形式之一. 

2. 若 A 为上海森伯格形式，则 Qi? 分解可使用 k 一】个吉文斯变换得到. 


令 




有 


QJ — G n , H -i … G 於 G 2J 


A * = 

及 

= QJA,Q, 

为求不需要显式地求 a. 仅需踉踪 《— 1 个吉文斯变换即可 . 当私右乘时，结果矩 
阵的 ( 2 , 1 > 元素将赋值 , 对角线下方的其他元素仍将全部为零 . 右乘将仅影响 （ 3 , 2 ) 位 
置的元素，右乘将仅影响 （ 4 , 3 ) 位置的元素，等等 . 因此，结果矩阵 /^ + 1 =^ 心 21 
将为上海森伯格形式 . 若泉 为对称三对角矩阵，则每一次求得的八将为 t 海森伯 
格形式且对称 . 因此， A 2t … 均为三对角的， 

3 . 正如在幕法中一样，当某抶特征值很接近时，收敛速度可能很慢 . 为加快收敛，需要 
人为地引人原点平移 （ origmshiftsX 在第々步时，选择一个标貴％ . 并将 — ( 而不是 AJ 
分解为一个乘积矩阵定义为 

A* +l = R k Q k - \-aJ 

注意到 

— Q± (QtRt ~h atl)Q a —只十 cu 】 = 十 i 

故 A* 和 A* + 1 是相似的 . 通过适当选择平移收敛过程可以大大加快 . 

4 . 上面已经给出了方法的主线，更为详细的内容（例如如何选择原点平移等）均被忽略了， 
更为深人的介绍和对收敛性的证明，可参见 Wilkin S on[ 32 ]. 
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练习 

1,令 



U > 对任何非零初始向里，对使用幕法迭代一步， 
a ) 对 a 使用0尺算法迭代一步. 


( C ) 通过求解特征方程得到 A 的准确特征值，并求对应于最大恃征值的特征 空间. 将你的结果与 （ a ) 和 （ b ) 中 
的结果进行比较， 

2-令 



-2 

1 o - 


-1- 

A = 

1 

jO 

3 1 

1 2 - 

及 «0 = 

1 

丄 


U ) 使用幕法计算 v lf Ul , U 2 * v 3 . (舍人到两位小数 J 

Cb ) 利用 V ;的坐标 t 求 A 的最大特征值的近似值求 A , 的准确值，并和 A ; 进行比较.相对误差是多少？ 

3■令 






及 


使用摧法计算 a ? ， 私 和叫， 

( b ) 说明为什么#法在这种情况时是不 好的， 
4.令 


Wo 


十 

• L 


A = A = [! 3_ 

便用 Qi ? 箅法计算和焱 3 .求 A 的准确特征值 T 并将它们与爲屮的对角元素进行比较^它们在多少位 
小数上是相同的？ 

5. 给定 


' 5 2 T 

A = -2 1 _2 

— 3 - 4 2_| 

U ) 验证 A , 是 A 的一个特征值，且乃=(2， 一 2， 1> T 为属于 At 的特征向量」 

a ) 求一个豪斯霍尔德变换使得 HAH 形如 


3 

X 

X ， 

0 

X 

X 

_0 

X 

x_ 


U ) 求并求 A 的其余特征值 - 

I 令 A 为一个 rtXn 矩阵，它有不同的实特征值 A ,, A a * … * A „. 令 A 为一个不是 A 的特征值的标塗，并令 
B -={ A ~ kn ~\ 证明； 

( a ) 标里片 = 1/ U ,—= …， W 为 B 的特征值. 

( b ) 若&为 B 的一个属于~的特征向 fi , 则易为 A 的属于心的特征向虽. 
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( e ) 若对 S 使用幕法，则向设序列将收敛到 A 的属于最接近^的特征值的特征向进.[若和其他特征值相比 ， A 
更接近于 An 则其收敛速度将很快.这种利用 （A —人/广 ] 求特征向里的方法称为逆幂法 （inverse power 
method ). 1 

7. 令为 A 的癘于 A 的特征向埴. 若丨 a I = II x IU , 证明： 

( a ) ^ k£i ( b ) I A — I 叫 I ( Ger « c>igoriti 定理) 

j-i 

S , 令 A 为一 矩阵 A 的特征值，诬明： 

P 

U — a.j I < 2 I fly 1 (关于列的 Gerschgorin 定理 } 

i-i 

9 . 令 A 为一个矩阵 t 其特征值为 Ai ，…， A d . 并令 A 为 A + £ 的一个特征值.令 X 为一个将4对角化的矩 

阵，并令 C = XH 浞明！ 

U ) 对某个“ 


I A — 1 |< 2 I f 

[提示 s A 为 X — MA+EU 的特征值，利用练习7中的 Gerschgoriri 定理 .] 

( b ) min | A — A ， | =^ cond ™ ( X ) || E || 

10. 令 A,=Q 此 (k = U 2 、 …） 为使用 QK 算法，并令得到的矩阵序列.对 每一个 正整数 L 定义 

Pt = ChQs … Qt 及 U * — J 2* …私私 

证明对所有的 

J^+Aa+i = AP t 

]1. 令八和 [；* 如练习】 0 中的定义* 证明： 

U) P t 十 i t/ A +1 = JVU + , 17* = AP* [Jo 

( h ^ P . U ^ A ^ 且因此 


为 A 的 Qi ? 分解 t 

12 .令 J ? 4 为6乂4上三角矩阵*并假设 


(Qi Qe … Q *) (見… J?a 拓〉 


R^Ut — UkDit 

其中 K 为一个上三角 矩阵* 其对角元素为 1. M 为个对角矩阵.令 JSp , 为一个上三角矩阵，形如 


-0 T ^ - 

其中尽不是犮*的一个特征值，求0 + ])/(1 + ]>矩阵1/,^和£^ + 1 ,形如 

_ D * 01 

-0 T jsJ 

使得 


t / t+1 


U , Xk 

LQ r 1 




jD * 4 -k 


= Ui +i D*-h 

13. 令 R 为一个 nXrt 上三角矩阵，其对角元素各不相同.令札为 J ? 的阶为是的前主子矩阵，并令 1^ = (1 乂 
U ) 用练习12的结论设计一个求 J ? 的特征向鬼的算法，特征向蛩的矩阵1/应为上三角的 * 其对角元素均为 1. 


( b ) 证明这个算法大概需要 nV 6 个浮点数的乘除法 * 
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7. 7最小二乘问题 

本节将介绍求超定方程组最小二乘解的计算方法.令 A 为一 mX ” 矩阵，其中，并 
令 &6 R ' 我们考虑求将 IU — 最小化的向量^的一些方法. 

正规方程 

第5章中我们看到，若 i 满足正规方程 

A T Av = A T b 

贝!为最小二乘问题 的解， 若 A 为满秩的(秩为71)，则 4 T A 为非奇异的，因此方程组将 有惟一 
； M ] 解.于是，若 A T A 是可逆的，一个求解最小二乘问题的方法是，构造正规方程，然后使用髙 
斯消元法.这样的算法应包含以下两个主要 部分： 

1- 计算 B = A T A 及 c = A T 汄 
2_ 求解 Bx = c . 

注意，构造正规方程粗略地需要;个乘法.由于 A T A 为非奇异的，故矩阵 B 为正定 
的+对于对称正定矩阵，存在简化的算法，它仅需通常算法一半数量的乘法.因此，求解 
粗略地需要 V /6 个乘法.接下来，大量的工作将用于构造正规方程，而不是求解.然 
而，这个方法的主要困难是，在构造正规方程时可能将问题最终转化为一个病态的方程.回顾 
7. 4 节的内容， 若/为 的计算解， 且 x 为其准确解 ，则不等式 

—J ― Mi < II x 〜 x ’ (I < cond(B) II ^ II 

condCB) ||c || ^ || jc|| y c || 

给出了相对误差和相对残差的比较 * 若 A 的奇异值为则 cond 2 04) = 内/‘ B 
的奇异值为…，丄因此 

cond 2 CB) ~ ^ = Ccond 2 (A)] 2 

例如， g CO nd s ( A ) = l 00, 则正规方程计算解的相对误差可能是相对残差的倍，由于这个 
原因，使用正规方程求最小二乘问题的解时需要十分小心. 

在第5章中 f 已经宥到如何使用格拉姆-施密特过程得到一个满秩矩阵 A 的 Qi ? 分解.此时， 
矩阵 Q 为一个矩阵，其各列正交，且只为一 nXTi 上三角矩阵.在下面的数值方法中 * 使 
用豪斯第尔德变换得到 A 的一个 QJ ? 分解*此时， Q 将为 一 mXw 正交矩阵，且将为- 
矩阵，其辅对角线元素均为0, 

QR 分解 

给定一个满秩的 mXn 矩阵 A ， 可使用 n 个豪斯霍尔德变换将其对角线下方的所有元素化 
为零.因此 

—HjA = R 

其中， i ? 形如 
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r c ] 


rx x x … x 
x x …： x 

x … x 

* # 

■ « 

» # 

X 」 


其对角元素非零.令 


Q 1 = … H v 


rtf ' 

QU 


其中 QJ 为一个矩阵，它 * Q T 的前71行组成.由于 Q T A = Ji , 可得 

A — QR — [Qi ^ ^ j = QiJ?i 
令 


Q T b 


rQjy 

LqH 


^ c z 


其正规方程可写为 

RjQjQ i R ] x = RjQ^b 

由于 Q 7 兑且为非奇异的，故它可化简为 

R：x ^ 

这个方程组可以通过回代法求解.解;将为最小二乘问题的惟一解，为计算残差，注意到 


Q J r 


、r 



s 0_ 

~Cz - 


-0- 

X ~ 

Lc?2 ■ 


因此 


Q 


MT 
—■ 


且 II r II 2 ~ II Ca II 2 


综上所述.若 A 为一个满秩的 mXn 矩阵，最小二乘问题可如下 求解： 

1. 使用豪斯霍尔德变换求 

R = H h ^ H 2 H,A 及 c = H ri - H , H,b 

2. 将 K 和 c 写为分块形式： 


R 


-Rr 


■c, - 

-o~ 

c= 

-Cg - 


其中足和|^均有《行. 

3. 使用回代法求解反 
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伪逆法 

下面考虑矩阵 A 的秩 rO 的情况.奇异值分解给出了在这种情况下求解最小二乘问题的 
关键.它可用于构造一个 A 的广义逆.当 A 为非奇异 nXn 矩阵*且奇异值分解为 a 才， 
其逆为 


A— 1 = V^lf 1 


更为一般地，是一个秩为 r 的 mX n 矩阵，则矩阵 2 将为一矩阵，形如 


且可以定义 



r s, 

o 


CTl 

蠡 

o 

o 

o 


* 

tfr 




o 

o 


A+ ^ V2+ yr 


其中矩阵 


x + = 

sr 1 

o 1 


f '• 1 

1 

o 

o 

o 


Jb 

Or 





o 

o 


⑴ 


方程 （1) 给出了一个矩阵逆的自然推广* (1) 定义的矩阵 A + 称为 A 的伪逆 （ pseudbinverse )* 


还可利用它的代数性质定义 A ' 这些性质在下列四个条件中给出. 


彭罗斯条件 

1 . AXA^A 

2, XAX=X 

3* CAX> T =AX 
4* (KAV = XA 

若 A 为一 mXn 矩阵，则必存在一个惟一的矩阵 X 满足这些条件，事实上，若令 
x = A + - vs + xr r , 则容易验证 X 满足所有四个条件，这留给读者作为练匀.为证明惟一性, 
假设 Y 也满足彭罗斯条件.通过使用这些条件，可得 


XAX 

C 2) 

y =YAY 

(2) 

A T X T X 

(4) 

^Yyr A T 

C 3> 

CAYA ) t X t X 

Cl ) 

= YY T ( AXA) T 

CD 

CA T y T ) CA T X T )X 


= Y ( Y r A T KX T A T '> 


VAX AX 

C 4) 

^YAYAX 

(3) 

YAK 

Cl ) 

=YAX 

⑴ 


于是， X=y. 因此 A+ 为满足这四个条件的惟一 矩阵. 这些条件通常用于定义伪逆，且 A+ 通 
常称为穆尔-彭 罗斯伪逆 （ Moore^Penrose pseudoinverse )* 
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为看到伪逆如何用于求解最小二乘问题，首先考虑 A 是一个秩为 ja 的矩阵的情形, 
因此 f : S 形如 


-K] 

其中 I 为一个非奇异 rtXn 对角矩阵，矩阵 A T A 为非奇异的，且 

CA T A)^ 1 = VC2 T 2 ； ) =l V T 

正规方程的解为 

x = { A T A )~ 1 A T b 

= v (^ T ' zr i v r vt r u T b 

= V (2 T 2 广 1 

= vs + ITh 

= A + 办 

因此， 若 A 为满秧的， 则 A + fr 为最小二乘问题的解.若 >4的秩 r < n 时如何呢？此时, 
最小二乘问题将有无穷多解.下面的定理说明 A + 6不仅是一个解，而且也是相应于2-范数的 
最小解. 

定理 7*7.1 若 A 是一个秩为的 mXTt 矩陣，其奇异值分解为 172 V T , 則向量 

x ^= A + b = V 2 + 1 Tb 

最小化— AjM 匕 此外，若 I 为任何其他使得 U — At II 〗最小化的向量，则 IMU > UlU . 
证 令 JC 为 R n 中的一个向童，并定义 


rt] 

LTfr = 1 

和 y --S V T X = 

_ y 厂 



-y2 - 


其中 q 和1为 W 中的向量.由于^是正交的，可得 

II b-Ax II 2= II \\l 


= 「 Cl l_ P l °" 

Let , ^ O O. 



— II c t — Si ji I a H- H c t || \ 

由于 A 和 jt 线性无关，可得 || b-Ax If 2 取得最小值的充要条件为 

II Ci — |] = 0 

因此^为最小二乘问题的解的充要条件是 x = Vj ， 其中广为一个向董.形如 

^Cil 


特别地， 
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x — V 


5： r l cr 

. 0 - 



= vir v T b 


= A 一& 

是一个解.若 I 为住何其他的解，则 z 必形如 


Vy =V 


~ XT l c , 

-yz 


其中 h 关 o . 由此可得 


II ^ II 2 = II > II 2 = II ^T l c x II 2 + II j E H 3 > || \\ z = || jt || s ■ 

若 A 的奇异值分解 l /2 V T 是已知的，则求最小二乘问题的解是一个简单的问题.若 
L/=(« 1T — , iO ， 且，…， v fl )， 则定义 我们有 

yi ^ -^ujb T i = lv …， r (r = A 的秩） 


于是 


= 0， f = r + 1, …，打 


A + b - Vy 


Vnyi 4 - Vuyi 4 -… + V lr y r 

+ V 22 ：Vz 十… + V 2 ry r 


l^ni + V^y 2 -h -_* + v„^y r j 

=^1^ + ytn H - h y r y^ 

因此的解可通过下面两步计算： 

1. 令 3^= ( l / ey , ) w 9 * 其中〖=1，“*， r + 

2, 令为朽 +… +3W” 

这一小节的结论给出了求一个矩阵的奇异值的计箅方法.下一小节我们将看到，一个对称 


矩阵的特征值对矩阵元素的扰动非常不敏感.这个结论对一个 mXn 矩阵的奇异值也是成立 
的.若两个矩阵 A 和 B 很接近，则它们的奇异值必然也很接近.更精确地，若 A 的奇异值为 
，且 B 的奇异值为，则 

1 m — 从 1 < [| A — B || 2 , i = 1，… ，7 i 

(见 Datt a [20] 第560页）.因此，在计算一个矩阵 A 的奇异值时，无需担心由于 A 的元素的微 
小变化可能便计算得到的奇异值有较大的变化. 

求奇异值的问题可以使用正交变换进行简化.若 A 的奇异值分解为 LJ 幻产， aB = fMP T ， 
其中 H 为一个 mX / n 正交矩阵，且 P 为一个 tiXh 正交矩阵，则 B 有奇异值分解 （ HU )2( PV )' 
矩阵 A 和 B 将有相同的奇异值，且若 S 具有比 A 更为简单的结构，则计算它的奇异值应当比 


较容易.事实上， G . H.GoUifc 和 W . M * Kah an 已经证明， A 可分解为上双对角形式，且化简 
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过程可通过豪斯霍尔德变换完成. 

双对角化 

令^^为消去 A 的第一列的对角线下方所有元素的豪斯霍尔德变换.令巧为一个豪斯翟 

尔德变换，使得右乘 P , 后，可消去第一行的后 — 2个元素，而保持其第一列不 
变；即 



X 

X 

0 

… 0 " 

H 1 AP l - 

0 

辱 

4 

% 

X 

X 

… X 


_0 

X 

X 

… x_ 


下一步，用一个豪斯霍尔德变换消去中第二列对角线下方的所有元素，而保持第_ 
一行和第一列 不变： 



_X 

X 

0 

… 0 , 


0 

X 

X 

… X 


0 

0 

X 

… X 


_0 

0 

X 

X — 


则可通过右乘一个豪斯霍尔德变换消去第二行中的后 n — 3个 元素， 而保持前 
两列和第一行 不变： 



[X 

X 

0 

0 … 

0 _ 


0 

X 

X 

0 … 

0 

H 2 HrAP,P, ^ 

0 

0 

X 

X … 

X 


.0 

0 

X 

X … 

X . 


以这种方式继续进行下去，可得一个矩阵 


B — Hi^Pt 

形如 k 

:X X _ 

X X 

« # 

■ * 

* _ 

X X 

. x_ 

由于旦 pTzPr - P „- 2 为正交的，可得 B 和 A 有相同的奇异值， 

现在，这个问题已经化简为求一个上双对角矩阵 B 的奇异值问题.此时，可构造一个对 
称的三对角矩阵 B T B ， 然后使用 Q /? 算法计算它的特征值：问题是，在构造 S T B 时仍会将条 
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件数平方，因此求得的解将非常不可靠 * 该方法得到了一系列收敛于一个对角矩阵2的双对角 
_矩阵氏，，….该方法包含了一系列对 B 的吉文斯变换，它们交替地作用在其左边和右边. 
Golub-Beinsch 算法 

令 


及 




o 

O - 

只 * = 

O 

G ⑹ 

o 


_ O 

o 



h-} 

0 

0 — 

L* = 

O 

g< 9a > 

o 


• o 

o 



对某角度氏和9*， 2 X 2 矩阵 G (0*) 和 G ( p *) 为 

cosOk stn^ 4 1 


GC ^> 


和 G { 9 *) 


ILsin^i 一 cos^i 」 

矩阵 B = ^ 首先右乘反.这将给 （2, 1) 位置的元素賦值. 

rx X 


■cos 的 
l. sin 内 


sm 外 
cos 抑 


B 1 R 1 


XXX 

X 


然后选择消去由尺陚值的元素.同时，它也将对（1， 3) 位置进行 賦值. 因此 

「XXX 


L>i JBi jRl 


X X 


选择—个消去（1，3> 元素.同时 • 它也将对拓的（3, 2) 元素陚值.然后用 h 消去 
(3, 2) 元素，并给 （2, 4) 元素賦值，依此类推. 


-X X ' 


■X X 

X X 


XXX 

XXX 

■' 


X X 

■ 

* 

X 


i- 

X 

, X- 


- X. 


ms \ 


Lti Si Ri Rz 


LzLi J 3 i J?i 
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Cb ) Q = 


Cc ) Q ^ 


U)Q 


0 忑） 

0 b h 

_ 1 1 

T Ji 

i 。 

1 ° 

丄 __^ 

T 一 


R= 

n r 

0 1 

， b~ 

- r 


IjO CL 






T 


1 I 


n 

l 

0 - 


- 2 , 

_ 了 


0 

l 

1 

， b 三 

-2 






1 1 


0 

0 

1 


0 

~ T 


j} 

0 

a 


. 2 „ 


继续进行下去，宣到最终得到一个新的双对角矩阵， 

B 2 = Lw "Uj 广， 

为什么 B z —定会比氐更好？可以证明，若正确地选择第一个变换民，则将由 耵氏利 
用带原点平移的 Qi ? 算法一次迭代得到 • 这个过程应用 于岛， 可得到一个新的双对角矩阵 B 3 , 
使得 B 『压由 BJB , 利用带原点平移的⑽算法两次迭代得到，尽管从未计 算过祀 艮，但是可 
以知道通过适当选取平移，这些矩阵将快速收敛到一个对角矩阵. 5,必然也收敛到一个对角 
矩阵 2. 由于每一个玖都和 B 有相同的奇异值，故 X 的对角元素将为 B 的奇异值.矩阵和 
V T 可通过踉踪所有的正交变换得到. 

此处仅给出了该算法的一个简要介绍，更多的讨论超出了本书的范围.对该算法的详细讨 
论，读者可以参考 Golub 和 Reinsch 的论文[33〕第135页. 

练习 

L 求下列各最小二乘问的解1 


Ca ) Q = 


vf vf 

丄 _丄 

V 2 V 2 


0」 


R 


[::] 



rloUD 


1 _ 

o 1IV2Iyfo 

olvfIyfo 
r—o — PL 



1 令 



使用正规方程求最小二乘问题的解 Jf . 

3. 给定 



( a ) 使用豪斯霍尔德变换将 A 化为 



并对&使用相间的变换. 

( b ) 使用 U ) 的结论，求最小二乘问题 = 6 的解. 


4,令 



A = £ 

JO 

其中 £ 为一个小的标置. 

U ) 求 A 精确的奇异值. 

< b > 假设 e 充分小，使得 1+ e 2 在你的 计算器上四舍五入为 1. 求的特征值，并将特征值的平方根和 
( a ) 中的结讼进行比较. 

5. 证明伪逆 A 满足彭罗斯条件. 

6. 令 S 为满足彭罗斯条件1和3的任意矩阵， 并令 证明 jt 为正规方程 A T Ar = A T & 的解， 

7. 若可将 x 看成一个 mXl 矩阵，若，非零，则可定义一个 lX m 矩阵 X * 


证明/和^:满足四个彭罗斯条件，因此 

x^=x = —L rw x- r 

IE ^ II s 

&,证明：若 A 是一个秩为的 mX ” 矩阵，则 yr ^ CATA )- 1 #. 
良令 A 为一 mXrt 矩阵，且令证明 fre 1204) 的充要条件为 
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b - AA + b 

KX 令 A 为一 矩阵，其奇异值分解为，并设 A 的秩为 ri 其中 rCA 令 & GK ' 证明一个向董 
xe 圯最小化 lU-Ax 1| !的充要条件为 

x = A*~ b- {- Ch-i v r+ 】 + …+ c n v K 

其中…， c n 为标堡 ■ 

11. 令 

i r 
A = 11 

.0 0」 

求 A+ ，并验证 A 和八 + 满足四个彭罗斯条件（见7.5节练习1乂 

12. 给定 


O - [-1] 

U) 求 A 的奇异值分解，并用它求 A+. 

(b ) 用求方程组 = & 的最小二乘解. 

( C 〕 求最小二乘问题 Ax = b 的所有解. 

13. 证明下列各式： 

db ){ AA + y i ^AA + 

Cc ) CA ^ A) 2 =AM 

14. 令及八 2 =1/1”，其中 


ffi 


及 


2 i = 


0 


0」 




^r-1 


艺 Z 


Or 


0 

. 0_ 

且 A=^>0. II A -A 2 I■和II < -At II F 的值是多少？若令 f 0,这些值如何变化？ 

15. 令 AH 其中X为一 个 /nXr 矩阵， W 为一个 rX rt 矩阵，且和均为非奇异的.证明矩阵 

B = y(Y T v)- , cx T x)- I x T 

满足彭罗斯条件*因此必等于 A +. 于是 A+ 可通过这种分解求得. 


MATLAB 练习 


线性方程组的敏感性 

本练习中，考虑线性方程组的数值解.由于数据稍度的限制，系数矩阵 A 和右端项6通常包含很小的误 
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菪.即便 A 或&中没有误差，当它们的元素转化为计算机使用的有限位精度数字系统时，也会产生舍入误差. 
因此，通常认为系数矩阵和右端项包含很小的 误差. 于是，计算机求解的方程组是原方程钜的一个小扰动形 
式.若原方程组非常敏感，在方程组具有小扰动的情况下，其解可能有很大的变化， 

一般地，若-个问题解中的扰动和数据中的扰动是同阶的，则称该问题为良 态的. 若解中的变化比数据 
中的变化大很多，则称该问题为病 态的. 一个问题是良态还是病态，依赖于解中的扰动大小和数据中的扰动 
大小的比较.对线性方程组，这依輳于其系数矩阵和一个秩较小的矩阵的接近 程度. 方程组的状态可以用矩 
阵的条件数来衡它可使用 MATLAB 命令 cond 来求得. MATLAB 计算得到的是位有效精度的解.是 
否会损失数值精度，依赖于该方程组的敏感性.条件数越大，损失的数值精度越多. 

1. 令 

A — roundC 10 * raiidCG)) 
s = onesCS*D 
6 — A * s 

方程组 = 的解显 然是， 使用 MATLAB 运算 \ 求解方程组，计算误差 jc — j (由于 j 含有的元索均为1, 
这和 x — 1是相同的 ）• 然后将方程组进行微小的扰动.令 

之 = 1.0c — 12 ♦ E — rand(S) — 0. 5* r = rand(6,1) — 0. S 

并令 

|448| M = E, c = b-\- t * r 

求扰动后方程组 = c 中的通过计算 z —1 将计算解 z 和原问題的解进行比较，比较解中扰动的大小与 
A 和6中的扰动大小会有何结论？对 f = 0 e _04 和 t = l . 0 e _02 重复扰动分析，方程组 Ar = 6是否是良态 

的？试说明，用 MATLAB 命令求 A 的条件数. 

2. 以一个向虽 jeir 构造一 tnX ” 范德蒙德矩阵 V ,若力，> 2 义各不 相同，则 V 将是非奇异的 - 
U ) 构遗一个范德蒙德方程组，可令 

y — rand <6 ,1 ) 及 V — veaiderCy ) 

生成中的向量 If 和 I 可令 

b = suidCV^) 7 及 s ― onesC6,l> 

若 K 和6已经使用算术方法准确求得，则 Vjt 二的准确解将为为什么？试说明.使用\运箅求解 
Vx = b . 用 MATLAB 的£ 0 ^^1101^比较计箅解尤和准确解 3 .损失了多少位数值精度？求 V 的条件数. 
( fa ) 范德蒙德矩阵在维数 n 増加时逐渐变为病态的.甚至对较小的〜可通过取两个充分接近的点来构造病 
态的矩阵.令 

工⑵ = jc( 1) + 1. Oe-12 

并使用重新计算 R 对新的矩阵 V ， 令并求解方程组 = & 损失了多少位数值精 
度？求 V 的条件数> 

3. 采用如下方法构造一个矩阵 C . 令 

A — round(] 00 * ranjdC4)) 

L = tril(A* —l) + eye ⑷ 

C=L*L f 

U ) 矩阵 C 是一个好的矩阵，因为它是对称的，其各元素均为整数，且其行列式为 1. 使用 MATLAB 命令验 
证这些命 M . 为什么提前就知道该矩阵的行列式为1?理论上 * 其准确逆的各元素也应全为整数.为什 
么？试说明.在计算中是否如此？计箅并用命令 format long 检验它的元索，求 C * D , 并和 
e 开 (4) 比较. 
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( b ) 令 


r — ones (4 ,U 及 b ^ 

方程组采用准 确算术 运算的解应为 jr . 利用\求方程组的解，井使用命令 foxmal : long 显示结果* 

损夹了多少位数值稱度？通过选择一个小标量 e ， 如 hOe —12,对方程组进行微小扰动，并将方程组的 
右端项替换为 

M = 6 + 一 1山一1]' 

首先求解〃 —12时扰动后的方程组，然后求解 Oe — 06的佾形.在每神情形，通 过显示 x — 

1，比较你的解 JT 和准确解.求 ccnd ( C 〉. C 是否为病态的？试说明. 

4- 希尔伯 特矩阵 H 定义为 

h ( i , j ) — 1 /Ci + j — 1 ) t itj ~ i’£,，，.,n 

它可通过使用 MATLAB 函数 Mlb 生成.希尔伯特矩阵是一个著名的病态矩阵.它通常作为说明矩阵计算 
存在不足的例子* MATLAB 函数 invhilb 给出了希尔伯特矩阵的准确的逆*对》=6, 8, 10, 12,构造 H 
和 fr ， 使得沿= 6是一个希尔伯特方程组.其稍确的算术解应为_疯7*， 1). 对每种情形，使用 invhilb 
求方程组的解 A 并使用 fonaatlong 考察 jc . 损失了多少位数值 梢度？ 求每一个希尔伯特矩阵的条件数. 

当《增加时，条件数如何变化？ 

特征值的敏感性 

若 A 为一个” Xn 矩阵，且 X 为将 A 对角化的矩阵，则 A 的特征值的敏感性依赖于 X 的条件数.若 A 是 
退化的，则特征值问题的条件数将为无穷.关于特征值的敏感性的更多讨论，参考 Wilkin SOI i [32] 第2窣+ 

紀使用从八1^八13求一个6/6随机产生的矩阵8的特征值和特征向量.求特征向童矩阵的条件数.恃征值问 [449] 
题是否是良态的？将 S 作微小扰动 

— B + 1. Ce — 04 * rand <6) 

求它的特征值，并和 B 准确的特征值进行比较. 

6 . 令 

A — roundOO * randt5)>*A — A* 

[X,D] = eigCA) 

求。01^(；0和^入.矩阵 X 是何种类型的？特征值问题是否是良态的？试说明，将 A 作微小扰动 

A 1 = A + L 0 e — 06 * raiid ( S ) 

求 A 1 的特征值，并和 A 的特征值进行比较. 

7. 令 A ^ jaagictOSt ^ tiracetA ). 标量 f 应为 A 的一个特征值 T 且其他的特征值之和将为零.为什么？试说 
明.使用 MATLAB 验证 A — H 是奇异的，求 A 的特征值及一个特征向童矩阵 X . 求 A 和 X 的条件数.特 
征值问题是否是良态的？试说明.将 A 作扰动 

Al = A + 1. — 04 * rand (4) 

A 1 和 A 的特征值比较会有何结论？ 

8 ■.令 

A = diagClO *一 1 1 1) + 10 * diag(ones( 1 1 9) t l> 

[ X , D ] - ^ ig ( A ) 

求 X 的条件数.特征值问题是良态的吗？是病态的吗？试说明.将 A 作扰动 

A1 = Ay Aicioa ) = 0 , 1 

求 A 1 的特征值，井和 A 的特征值进行比较. 

1如下构造一个矩阵 


402 


第 7 幸 


A = diagCli i— 1 : 1, 一 1>; 
for j = 0 * 11 

A = A + diagCl 2 — > * — 1 * 1, j > ； 
end 

(狂)求 A 的特征值及 4 的行列式 的值. 使用 MA 丁 LAB 函数 P rod 求特征值的乘积.这个乘积的值和行列式 
的值比较会有什么结论？ 

( b ) 求 A 的特征向童及特征值问题的条件数.这个问题是良态的吗？是病态的吗？试说明， 

( c ) 令 

A 1 — A + 1» Oe — 04 * rand ( size ( A ) > 

求的特征值*将它们和 A 的特征值进行比较，可令 

sort ( eig ( Al )> — BortCeigCTi )) 

并使用 format : Long |示输出结果 * 

豪斯 tt 尔德变換 


豪斯霍尔德矩阵为一个形如7 — jvv T 的 nXrt 正交矩阵.对任何给定的非零向量 jte IT ，可以选择6和 v 


使得 Hx 为 h 的倍数. 

10. U ) 在 MATLAB 中求一个将给定向置中的元素化为零的篆斯霍尔德矩阵的最简单方法是将 I 进行 QJ ? 分 
解 T 因此，若给定一个向童 je € R ", 则 MATLAB 命令 

[仏及]= qr ( je ) 

将求得所需要的豪斯霍尔德矩阵求一个将 e = ones (4, 1) 的后三个元素化为零的豪斯霍尔德矩阵 
H ■令 

C = [tf,raiKi<4*3)] 

计算及 H * C . 

( b ) 也可通过计算向量 v 和标世纟来求将一个给定向置的元素化为零的柰斯翟尔德变换.为此，对一个给 
定的向置 A 令 

a = x ) ； 

V — ^Cl) = ^Cl) ~ a 

h — a * Ca — xC D ) 


利用 U ) 中对向虽 e 的做法构造 v 和 6. 若 K = jvv T T 则 


[450] 


Ke = e — (^^)v 

使用 MATLAB 求这两个数值，并验证它们是相等的.将 Ke 和 （ a > 中的设作比较有什么 结论？ 再比 
较和 C - v * COO ^ O / A )* 并验证它们是相等的+ 


11■令 


xl ^ Cl * 5) y ? x2 = [1 *3,4,5,9]S X = C^rl %xl~\ 


构造一个豪斯霍尔徳矩阵， 


H ^ 


■I o- 

M K . 


其中 K 是一个 5 X 5 的豪斯轚尔德矩阵，它将 U 的后四个元素化为零.求乘积 Hjc . 

旋转和反射 

12.为绘制; y = S in (: r )， 必须定义向 Sx 和: y 的值，并使用 plot 命令.这可如下 操作： 
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jr — 0 ； 0* 1 * 6* 3 j y — sin(jtf )； 
plot ( jc t j > 

( a ) 定义一个旋转矩阵，并用它将 y = s inCr ) 的图形进行旋转.令 

i = pi/4j c = cos(0 i s sinU) { R == fc, —^ t s T c] 

为求旋转后的坐标，令 

Z = R * = 2(1,0* jd 泛 Z (2,0; 

向貴 xl 和含有旋转后曲线的坐标.令 

w = [0 ，5 ] j axis square 

并用 MATLAB 命令绘制 Jtl 和: 

plotCjtl , >1 ,w,w) 

这个图形旋转的角度是多少？旋转的方向呢？ 

( b ) 保持 ( a ) 中所有的变童，并令 

G — j t — c3 

矩阵 G 表示一个吉文斯反射.为确定反射后的坐标，令 

Z — G «- Jf ] I x 2 = Z (. l * 1) 1 >2 = 2 X 2, Oi 

使用 MATLAB 命令绘制反射后的曲线： 


plot(jc2 ， j2 ， Hsw) 

曲线已经关于一条通过原点并和 i 轴夹角为 i / S 的直线进行了反射.为看到它，令 

= [H 3 * cosCi/2)]* zl = [0,6. 汉 * ain(f/2)}| 

并使用 MATLAB 命令同时绘制新的坐标轴和两条曲线： 

plotCJt , jfZtwI ,!!) 

< c ) 使用 U ) 中的旋转矩阵 I ?将曲线一 sin ^ r ) 进行旋转*绘制旋转后的曲线 . 这条曲线和 （ b > 中的曲线比 
较有什么结论？试说明. 

奇异值分解 

13,给定 

T4 5 2' 

4 5 2 1 

A = 

0 3 6 

J ) 3 6、 

在 MATLAB 中输人矩阵 A , 并令5 =柯也為>求它的奇异值. 

U ) 如何使用 s 的元素求 A 1 U 和 || A II F 的值？求这些范数，可令 


P — norm ( A > 和 q — normC A ^ 4 f ro ^) 
将你的结果与 〆 1) 以及进行比较. 

( b ) 为得到4的完全奇异值分解，令 

- & vd < A ) 

求和 A 最接近的秩为1的矩阵.可令 

B = s(l)*U(ra>*VCi,lV 
B 的行向量和 A 的两个不同的 行向® 之间有什么关系？ 


G ) 矩阵為和 S 应有相同的2-范数.为什么？试说明.便用 MATLAB 命令计算 j | 和« —鷇 

地， 对一个秩为1的矩阵，其2-范数应和弗罗贝尼乌斯范数相等.为什么？试说明， 

14.令 


A = roundC 10 ^ randClO »5) ) 及 s = svd ( A ) 
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(a) 用 MATLAB 命令求 IIAIU ， \\A^ F , cond, CA) , 并将你的结果分别与以 1) , norm(f), 及⑴ / 办）进 
行比较 . 

(b) 令 


= svd(A)? D<5,5> = 0* B = U * D * V 

矩阵 B 应是最接近 A 的秩为 4 的矩阵（其中距离是在弗罗贝尼乌斯范数意义下测鱼的 >. 求 || A || 2 和 
II B IU+ 比较这两个值有什么结论？计算并比较这两个矩阵的弗萝贝尼乌斯范数 . 再求 ||A —B|U , 并 
将结果和 j(5) 进行比较 . 令 * 4 )),然后将结果和 |j B f 进行 比较， 

(c) 用 MATLAB 命令构造一个在弗罗贝尼乌斯范数意义下最接近為的秩为 3 的矩阵 . 求 || C || 2 和 || C » F . 
求得的结果与 || A || 2 和 || A I ^ 比较有什么结论？令 

P = nonaCfCl * 3)) 及 q = normCs(4 1 5)) 

求 — 并将你的结果与 p 和 g 进行比较 . 

15 ■令 


A = rand(8*4) * rand<4 *6) , [L7 t D,V] = &vd(A) 

U 〕 A 的秩是多少？使用 V 的列向里生成两个矩阵％和 V a , 它们的列分别构成了 和 N(A ) 的规范 

正文基.令 

P = V2*V2\ r — P* rand(6,l) , w — A f * randCS, 1) 

若 r 和 w 巳经使用算术方法精确求得 ，它们 应为正 交的 . 为什么？试说明.使用 MATLAB 命令计 
nr T w . 

(b) 使用 t ； 的列向董生成两个矩阵 171 和 L72, 其列向 M 分别构成 J?(A> 和 NG4 T ) 的规蒗正交基.令 

Q=U2* U2 / , y = Q* randf8 ， l), z = A* randC6 t l) 

说明为什么所有的计箅使用算术运算精确求解时 t ^ 和 ^ 应为正交的.便用 MATLAB 命令计算 y T i 

( c ) 令 X-pinv<A>, 使用 MATLAB 验证四个彭罗斯 条件： 

C0AXA = A 


<V0XAX=X 

( H 0( AX) T =AX 

Civ>(XA) T ^XA 

(d> 计算并比较 AX 和 t ； Ut/l) T . 若所有的计算均使用稍确的算术运算，这两个矩阵应为相等的，为什 
么？试说明， 

Gerschgorin 圆 

16. 对每，个可以关联 ” 个复平面上的闭圆盘 . 第 f 个圆盘的中心为且半径为 


l-l 

h 的每一个特征值至少含于一个圆盘中（见 7. 6 节 7). 

(a ) 令 

A — roundC 10 * rand(5)) 

求 A 的 Ger^hgorht 圆盘的直径，并将它们存储于一个向量 r 中 . 为绘制这些圆盘，需将圆的方程参数 
化.这可令 

r - [0 | 0.1 * 6* 3 ]S 

然后 * 可以生成两个矩阵 X 和它们的列含有圆的^和 y 坐标.首先将 X 和 V 初姶化力零，可令 

X= zeros(lengthen ,5) j Y = 

然后 > 矩阵可使用下列命令生成： 

for i — 1 1 5 
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X ( = r ( i ) * cos ( f ) + reaHACi ,0) * 

YX I ，{) = r<0 ^ sinCi) + imag(A<i f i)) t 

end 

9®= eig ( A 〕， 井绘制其特征值及各阀盘，使用命令 

plot(X,y ， real(e) *i]nag<fi) • 4 x ’） 

若所有的步嫌均正确完成，4的所有特征值应在圆盘之并中. 」 

( b ) 若个 Gerschgorin 圆盘构成了一个复平面上的连通区域，并和其他的圆盘是分离的，则恰有*个矩阵 
的特征值在该区域内.令 

B ^ [3 0.1 2^ 0- I 7 2i 2 2 50] 

U ) 采用 ( a ) 中的方法计算并绘制 S 的 Gerschgorm 圃盘 4 

( ii ) 由亍 B 是对称的，其特征值均为实的，因此必落在实 轴上， 不计算特征值，说明为什么 B 必恰有 
—个特征值在区间[46, 54] 内.将 B 的前两行乘以 0. U 然后将前两列乘以10,在 MATLAB 中可 
通过命令 


D = diag ([0. 1，0, 1,1]) 及 C = D * B/D 

实现这一操作，新的矩阵 C 应和 B 有相同的特征值.为 什么？ 试说明.便用 C 求含有其他两个特 
征值的区间.计算并绘制 C 的 Gerschgorin 岡盘. 

CiiOC 1 的特征值与 B 和 C 的恃征值之间有什么关系？计算并绘制的 Gerschgorln 画盘.使用 C T 的 
一行求一个含有其最大特征值的区同. 

条件数的分布及随机生成矩阵的特征值 

17.令 


A = rand ( lO>iA - (A + A y )/2 

可随机生成一个 10 X 10 的对称矩阵.由于 A 是对称的，故其特征值均为实的，其正的特征值的个数为 

y = suEt<eig(A) >■ 0> 

( a ) 对）= 1，2,100,随机生成一个 10 X 10 的对称矩阵 t 并求其正的特征值的个数.记第 j 个矩阵的 
正特征值个数为 〆 j ). 令 x =0 Q 0, 并通过令 = x ) 求:？的数据分布.使用 MATLAB 命令 

me 邱 O ) 求:的平均值1用 MATLAB 命令 hist ( J , x ) 生成一个柱状图， 

〔 b ) 要随机生成一个 10 X 10 的对称矩阵 T 其元素均在区间[一 1, 1] 内，可令 

A = 2 * rand ( lO ) 1； A = ( A 4 - A f }/2 

使用这种方法随机生成矩阵，茧复 U ) 中的过程.将得到的^的数据分布和 （ a ) 中比较会如何？ 

1 S . 一个非对称的矩阵 A 可能有复特征值.可通过 MATLAB 命令 


e — eig < A ) 

y — sumCe > 0 & — = 0) 

求 A 的实的正持征值的个数.随机生成100个非对称的 10 X 10 矩阵，对每一个矩阵，求其正的实特征值, 
并将这些数存储在一个向童 I 中.求 HP 的乎均值，并和练习 17( a ) 中求得的平均值进行比较.求它们的 
分布，并绘制柱状围. 

19 . 随机生成 KK ) 个 5 X 5 矩阵，并求每个矩阵的条件数+求条件数的平均值*并绘制它们分布的柱状罔. 
( b ) 重复 ( U ， 使用 10 X 10 矩阵.将你的结果和 U ) 中的结论进行比较+ 


测试题—判断正误 


下列每一命题如果总是成立则回答真*否则回答假.如果命题为真，说明或证明你的结论，如果命题为 
假，举例说明命题不总是成立+ 
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第？聿 


1- 若 I 6和 f 为浮点数，则 


flifUa + b )+ c ) -夕 U + / K 6 + f >) 

2. 计箅 A ( BC ) 诺要的浮点运算数和计算 ( AS ) C 相同. 

3* 若 A 是非奇异矩阵，并使用一个数值稳定的算法求解一个方程组则求得的解的相对误差应当总是 
很小. 

4. 若 A 为一个对称矩阵，并使用一个数值稳定的算法求一个方程组 = 6 的特征值，则求得的特征值的相对 
误差应当总是很小， 

5. 若 A 为一个非对称矩阵，并使用一个数值稳定的算法求一个方程组 = & 的持征值，则求得的特征值的相 
对误差应当总是很小. 

6■若 A - 1 和一个 nXn 矩阵 A 的 LI ； 分解已经求得，则通过乘法求解方程组将比使用前代法和 
回代法求解更为高效* 

7. 若 A 为对称矩阵，则 || A || | U | U . 

6. 若 A 为一 m x n 矩阵，则 Ml |*= || A | U . 

9-若最小二乘问题中系数矩阵 A 的维数为 mX 〜且秩为〜则使用 7.7 节中讨论的三种方法——正规方程、 
QR 分解及奇异值分解，均会得到较高精度的解. 

10. 若对某小正数 e , 两个 mXTi 矩阵 A 和 B 在 || A — 3|| 2 <£的意义下是接近的，则它们的伪逆也将是很接近 
的》也就是说，对某小正数 I 有 || A + — 矿||, <5. 


1. 令 A 和 S 为 rtXr * 矩阵，并令^:为杷中的一个向盘.计箅 < ABU 需要多少标置加法和乘法？计算 A (份）需 
要多少标量加法和乘法？哪一种计算更离效？ 

2. 给定 



-2 

3 6~ 


-3- 


T 

A = 

4 

4 8 

» h = 

0; 

， c = 

8 


■1 

3 4. 


丄 


上 


(a) 使用部分选主元的髙斯消元法求解 At 二I 

(b) 写出对应于 U) 中的主元选择策略的置换矩阵 P, 井求 PA 的 LL7 分觯. 
(c> 使用 P, L 和1/求解方稃组 /U = c：. 

3, 证明： 若 Q 为任意 4X4 正交矩阵，则II QII 2 = 且II Qll f = 

4. 给定 



H = 






H - 1 = 


-16 

_ 120 

240 

一 140 - 


r io~ 

—120 

1 200 

- 2 700 

1 seo 

» b = 

—10 

240 

-2 700 

6 哪 

4 200 

20 

-一 140 

1 680 

-4 200 

2 800- 


- 10. 


“>求 || H 脚，和 II 矿 1 II 】的值. 

(b) 当使用 MATJLAR 命令求解 & = 并利用求得的 解 / 求 一个残差向量 r = Hj/ 时 • 可以得到 

II rH ,=0. 36X10- 11 . 使用这个信息确定相对误差的界： 

\\x-x\h 


数值线性代數 
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其中 jc 是方程组的梢确解. 

5. 令厶为—个】 0 X 10 矩阵，其条件数 cd ( A ) = 5 XlO ' 假设使用15位数值精度的算法求一个方程组 Ar = t _ 
的解及其相对残差 t 经验证明大櫬是两倍 machine epsilon . 你期望在计算的解中有多少位数值精度？ 

试说明. 

6. 令 2, — 2) t . 

Ca ) 求一个豪斯霍尔德矩阵使得 Hjc 为一个形如 （ r , 0, 0) T 的向量. 

< b ) 求一个吉文斯变换 G ， 使得 Gr 为一个形如 （1, h 0) 7 的向置. 

7. 令 Q 为一个 nXn 正交矩阵，并令为一个 nXn 上三角矩阵，若 A = Q 只且 J 3 = RQ t A 和 S 的恃征值和特 
征向置之间有什么关系？试说明. 

8-令 



估计/ V 的最大特征值，并利用幂法进行5次迭代求对应的特征向量.可以从任何非零向童 a 开始. 
9,令 



—1 5- 


-2- 


1 5 


4 

A ^ 

I 6 

， b = 

5 


J L 


丄 


“>使用豪斯茁尔德矩阵将 A 化为一个4 X 2 上三角矩阵 R 
( b ) 对&使用相同的豪斯霍尔德矩阵，然后求方程组的最小二乘解. 
10- 令 


A 的奇异值分解为 



-5 

2 

4- 


- 5" 


5 

2 

4 


1 

A ^ 

3 

6 

0 

及 b — 

「1 


J 

6 

0」 


_ 9_ 


r ]_ 

T 

丄 

T 



丄 

S 2 



丄 

T 





L 

Y 



"12 Q 0 ' 
0 6 0 
0 0 0 
. 0 0 0 . 


2_ 

¥ 


2_ 丄- 

T T 

2_ 2_ 

T T 

1 2 

T 


便用奇异值分解求方程组 At = b 具有最小 b 范数的最小二乘解. 


國 




MATLAB 


MATLAB 是一个交互式的矩阵运算程序，初始版本的 MATLAB (matrix laboratory 的缩 
写），是由 Cieve Moler 在 Unpack 和 Ejspack 软件实验室中开发的，多年来， MATLAB 经历 

了一系列的扩展和改版.现在，它成了科学计算中的首选 软件. MATLAB 是由马萨诸塞州 
Natick 市的 Math Works 公司发布的. 

除了广泛应用于工业和工程中外， MATLAB 也已经成为本科线性代数课程的一个标准教 
学工具. 

其他更高级的使用 MATLAB 讲授线性代数的参考资料是 《 ATLAST Computer Exercises 
for Linear Algebra t 2 nd ed * K 参见 D 2 ]). 这本手册包含了线性代数中基于 MATLAB 的练习 
和项目，并包含 MATLAB 工具集 （ M -文 件），该工具集有助于将线性代数的概念可视化•从 
ATLAST 的网页 

http ； // www. umassdL edu/SpecialPrograms/ATLAST/ 

可找到供下载的 M - 文件. 

MATLAB 的桌面显示 

启动后， MATLAB 将显示一个有三个窗门的桌面.右边的窗 H 称为命令窗口，可以在这 
里输人 MATLAB 命令并执行.左上窗口中显示的是当前目录浏览器或工作区浏览器，这取决 
于选择了什么按钮. 

利用工作 E 浏览器，可观察并改变工作区的内容.使用工作区也可以绘制数据集合的图形. 
只需选择要绘制的数据，并选择要得到的图形类型，则 MATLAB 就会在一个新图形窗口中显示 
图形 * 在当前目录浏览器中，可以看到 MATLAB 和其他文件.并可对文件进行打开、编辑或査 
找等操作. 

左下窗口眾示命令的历史，从中可以看到你在命令窗口中输入的所有命令 • 要重复以前的操 
作，只需点击该命令，使其高亮显示，然后双击即可执行.也可以在命令窗口中利用箭头键，直 
接回调或编辑命令.在命令窗口中，可以使用向上箭头键回调前面的命令.利用左右箭头键可对 
[4561 命令进行编辑.按计算机上的回车键，即可执行编辑后的命令. 

任何 MATLAB 窗口均可通过点击窗口右上角的 “ X ” 关闭，要从 MATLAB 桌面中分离窗 
口，单击窗口右上角 “ X ” 旁边的箭头即可， 

基本的数据元素 

MATLAB 使用的基本数据元索为矩阵，一旦矩阵已经输人或生成，用户就可经过少量的 


隱一 
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编程快速地开始运算. 

在 MATLAB 中输入矩阵是十分容易的.为输入矩阵 

， ' 1 2 3 4" 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15 16_ 

键人 

A-[1 2 3 4 ； 5 6 7 8 ； 9 10 11 12( 13 14 15 16] 

或一次仅输人矩阵的一行： 

A = [1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15 16] 

矩阵输人后，可以采用两种方法对其编辑.在命令窗口中，可使用 MATLAB 命令重新定 
义任何 元素. 例如，命令 A ( l , 3) = 5 仅将 A 的第一行的第三个元素改为也可以利用工作 
区浏览器编辑矩阵的元素.要使用工作区浏览器改变 A 的 （1, 3) 元素.首先在浏览器的变量 
名列中找到 A , 然后点击 A 左边数组的图标，以打幵一个显示矩阵的数组.要将 3) 元素 
改为5,点击数组中相应的单元格然后输入5即可. 

等间隔点的行向量可使用 MATLAB 算子“：”生成.命令 x =2 * 6可以生成一个元素为从 
整数2到6的行向量. 


2 3 4 5 6 

并不需要使用整数或步长为 1. 例如，命令 <=1. 2 : 0.2 : 2将生成 

x = 

1. 2000 L 4000 1, 6000 L 8000 2, 0000 


子矩阵 

为引用前面输人的矩阵 A 的子矩阵，可使用”来指定行和列.例如，由第2〜4列的第 
2和3行元素构成的子矩阵为 A (2 : 3， 2:4). 因此，语句 

A {2 : 3,2 : 4) 

将生成 

6 7 8 

10 11 12 

若要使用冒号自身作为一个参数，则将包含矩阵的所有行或所有列.例如， A( = , 2»3) 表示 
由 A 的第 2 和 3 列的所有元素构成的子矩阵，而 A(4, :)表示 A 的第 4 行向量.可以使用向 
量作为参数，指出包含哪些行和哪些列来利用非相邻的行或列生成一个子矩阵.例如，要生成 
一个仅包含 A 的第 1 和 3 行中的第 2 和 4 列元素的子矩阵.可令 

E - A <[1,3],[2,4]> 
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附录 


结果将为 

E ^ 

2 4 

10 12 

生成矩阵 


也可通过使用 MATLAB 的内建函数生成矩阵.例如，命令 

B = rand(4) 


将生成一个元素为0〜1之间的随机数的 4 X 4 矩阵.其他可用于生成矩阵的函数为 eye ， 
zeros ， ones, magic , hilJb ， pascal, toeplitz, compan 和 vander, 要创建一个三角形矩阵或 
对角矩阵，可便用 MATLAB 函数 triu, tril 和 diag. 


生成矩阵的命令也可用于生成分块矩阵，例如， MATLAB 命令 


将生成矩阵 


E = [eye(2) , onesC2»3) \ 2 erosC 2 >, [1 : 3^ 3 1 ； 1]] 


E 


國 


0 1111 
0 0 12 3 

0 0 3 2 1 


矩阵算术运算 


矩阵的加法和乘法 

MATLAB 中的矩阵算术运算很直接.可以通过简单地输入 A * B 来求矩阵 A 乘以矩阵 

B . A 与 B 的和或差可分别使用 A + B 或 A —实矩阵 A 的转置为 A ', 对一个有复元的矩阵 

C , 运算对应于共轭转置.因此 C H 在 MATLAB 中为 C '* 

反斜线或矩阵左除 

若 W 为一 矩阵，且6表示 K ” 中的一个向盘，方程组的解可用 MATLAB 中 
的反斜线命令求得，可令 

x^W\b 

例如，若令 

W = [1 1 11; 12 3 4 ； 3 4 6 2? 2 7 10 5] 

及办=-[3; 5; Si 8], 则命令 

x^W\b 

将得到 

x — 

1 - 0000 
3* 0000 
一 2. 0000 
L 0000 
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当系数矩阵为奇异的或其秩的数值小 于^ 时，运箅“ \ ”也将求得一个解，但 MATLAB 
会给出一个警告.例如，若初始的 4 X 4 矩阵 A 为奇异的.则命令 


得到 


x = A \ b 


Haxningt is close to singular or badly scaled. Results may inaccurate, RCOHD - 1. 30?779e-OlS. 


1. 0e + 015 * 
2, 2518 


— 3, 0024 

— 0. 7506 


1.5012 

其中 I .0 e +015 表示 X 中的元素的幂指数.因此，列出的四个元素中的每一个都要乘以10 15 . 
RCOND 为系数矩阵的条件数倒数的近似值+尽管矩阵是非奇异的，其条件数为 10 3 a 阶，仍可 
估计在用小数表示求得的解时损失了大概18位数值精度.由于计算机仅跟踪16位小数 f 这意 
味着求得的解将没有任何精确数宇. 

若一个线性方程组的系数矩阵的行数多于列数，则 MATLAB 假设需要求一个最小二乘 
解.若令 

C-A (: a * 2> 

则 C 为一 4 X 2 矩阵，且命令 

x = C\b 

将求出最小二乘解 

x = 

-2. 2500 
2. 6250 

若现在令 

C - ,1 - 3) 

则 C 将为一个 4 X 3 矩阵，其秩为 2. 尽管最小二乘问题不会有惟一解， MATLAB 仍将求得一 
个解并返回一个警吿，说明矩阵是亏秩的.此时，命令 

x^C\b 

得到 

Kaming ： Rank def ici€nt » rank = 2 , tol ~ l r 7S52e-014. 

X = 

一 0.9375 
0 

1.3125 

指数 

矩阵的幂很容易 计算. 在 MATLAB 中矩阵 A 5 可通过输人求得 • 也可在操作数前加 
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2? 3 4]， 则 VI 结果为 


附录 


一个句点对每一元素进行操作.倒如，若 V=[l 



7 

10 


15 

22 

而将得到 

ans = 



I 

4 

|460| 

9 

16 

MATLAB 函数 




为求一个方阵 A 的特征值，只需输人 eig ( A ). 特征向量和特征值可以通过令 

[X D ] = eig ( A ) 

求得.类似地，可通过一个单词的命令求一个矩阵的行列式、逆、条件数、范数和秩.矩阵分 
解（例如 LU 分解、 Qi ? 分解、楚列斯基分解、舒尔分解和竒异值分解）也可使用一个命令求得， 
例如，命令 

[Q jR ] = gr ( A ) 

将生成一个正交（或酉）矩阵 Q 以及一个上三角矩阵尺，它们和 A 有相同的维数，并使 
得 

编程特点 

MATLAB 具有所有你在使用髙级语言中期望的流程控制结构，包括 for 循环、 while 循环和 
if 语句.它们使得用户可以编写自己的 MATLAB 程序并创建 MATLAB 的附加函数.需要说明 
的是》除非在每一行的最后有一个分号，否则 MATLAB 将自动打印出每一个命令的输出结果，当 
使用循环时，建议在每一个命令的后面附加一个分号，以避免输出迭代过程中的所有中间结果. 

M ■文件 

可以通过添加你自己的程序将 MATLAB 扩展. MATLAB 的程序均给定扩展名并称 
为 M - 文件 （ M - file ). 有两种基本类型的 M - 文件. 

脚本文件 

脚本文件 （script file ) 是包含一系列 MATLAB 命令的文件.在这些命令中，所使用的变量 
均为全局的，因此，在 MATLAB 会话中，每次运行脚本文件均将改变这些变景的值.例如， 
若想求一个矩阵的零度，可建立一个脚本文件 nullity , 它含有下列命令 £ 

[iti f n] = size(A> i 
nuldira—rankC A) 

输人命令 rmllity ， 将执行该文件中的两行代码.用这种方法求零度的缺点在于，必须令矩阵 
14611的名字为九另外一种方法是建立一个函数文件 （funcdon fi [ e >. 

函数文件 

函数文件的开始是一个形如 

fonction[oargl , ”- oargj] = fnarae( inargl, -.，， inargk) 
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的兩数声明 语句. 在函数 M - 文件中，所有变 fl 均为局部的.当调用一个函数文件时，在 
MATLAB 会话中，仅将输出变量 改变. 例如 f 可以建立一个函数文件 nullity , m 来求一个矩 
阵的零度： 


function lt=nullity(A) 

% The command nuUityC^) computes the dime 加 ion 
% of the jnull space of A, 

[re ， nJ = gisseCA) % 
k—n^rankCA) \ 


以％开头的命令行为注释行，它将不会 执行. 这些行会在你向 MATLAB 会话中输人 help 
nullity 时显示.一旦保存了函数，就可在 MATLAB 会话中使用与调用 MATLAB 内建函数 
相同的方法进行调用.例如，若令 


然后输人命令 


fJ ^ [1 2 3；4 5 6 ? 7 8 9], 


MATLAB 将返回答案: n=h 


n = null it y ( 5) 


MATLAB 路径 


用户编写的 M - 文件应保存在一个可以加入到 MATLAB 路径 （MATLAB path ) 中的目录 
下，该路径是 MATLAB 用于搜索 M - 文件的目录列表.为在 MATLAB 会话开始时，将用户 
的目录自动添加到 MATLAB 路径中，可建立一个 M - 文件 startup . 其中包括启动时要执行 
的 命令. 为将一个目录添加到 MATLAB 路径中，可在 startup 文件中包含一行 

addpath dirlocation 

例如，在一台 PC 机上，所建立的线性代数文件在 c 盘 MATLAB 目录的 linalg 子目录下，若 
添加行 


addpath c ； \ MATLAB \ linalg 


到 MATLAB 的启动文件中，在启动时， MATLAB 将自动地先将 linalg 目录添加到 


MATLAB 的搜索路径中 ■在 Windows 平台上， startup , m 文件应放置在 MATLAB 根目录下 


的子目录 tools \ local 中. 

也可以使用不在 MATLAB 路径中的文件.只需简单地使用当前目录浏览器切换到包含 
M - 文件的目录中，双击目录使其成为 MATLAB 会话的当前目录即可. MATLAB 在搜索 M - 
文件时，会自动搜索当前目录 * 


关系运算符和逻辑运算符 

MATLAB 有六个关系运算符，可用于标 
量或数组中元素之间的比较.这些运算符如右 
表所示. 

给定两个爪 Xrt 矩阵 A 和 B , 使用命令 


关系运算符 


< 

小于 

<= 

小于等于 

> 

大于 

> = 

大于等于 


等于 

--1 

不等于 
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将得到一个由0和1组成的饥 X n 矩阵 + p 元素为1，当且仅当％<6心例如，假定 

-2 0 31 

A = : 4 2—5 

- 1 -3 2」 

使用命令4> = 0将得到 

ans = 


逻辑运算符 


1 1 0 

0 0 1 

在右表中给出三个逻辑运算符，这些逻辑运算符将任何非零的标 
景视为“真”，且将0视为“假” +运算符&对应于逻辑“与”.若 
cj 和6为标量，则表达式在 a 和6均非零时为 1( 真），否则为 
0. 运算符丨对应于逻辑“或”.表达式 a U 在 o 和&均为0时等于 
0,否则等于 1. 运算符〜对应于逻辑“非对一个标量 a ， 若 a = 

0( 假），则它取值为 1( 真） f 若真），则它取值为 0( 假). 

对矩阵而言，这些运算符是针对元索进行的.因此，若 A 和 B 均为 mXn 矩阵，则 A&B 
为一个0和1的矩阵，其中第0 个 元素为 j ). 例如，若 


& 

与 

1 

或 




A 


1 

0 r 


■- 1 2 0' 

0 

1 1 

及 B = 

10 3 

.0 

0 1_ 


_ 0 1 2_ 


则 


A&B 


1 0 0 _ 


「1 1 r 


10 1 0~ 

0 0 1 

， A 1 B = 

1 1 1 

* 〜 A = 

10 0 

.0 0 


lO 1 : L 


J 1 0- 


关系运算符和逻辑运算符通常用于 if 语句中, 


列向最 运算符 

MATLAB 有很多函数，当应用于行向量或列向量 x 时，它们将返回一个数.例如，命令 
max ( x ) 将求出中的最大元素. surtiU ) 将返回 X 的元素之和的值，这种类型的其他函数有 
min 、 prod , mean , all 和 any , 当应用于矩阵时.这些函数将作用在每一个列向童上， 并返回 
一个行向量.例如，若 

- 3 2 5 4' 

A -= 13 8 0 

-6 3 13 . 


则 


min ( A ) = (― 6’2山0> 
max ( A ) = <1,3, 8,4) 
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sum ( A } C—8,8^14,7) 
prod (A) ^ (1S,18 t 40,0) 

图形 

若 z 和 y 为两 个相同 长度的向量，命令 P lotU, JO 将得到所有: y,) 对所对应的图形， 
并且每一个点和下一个点之间用一条线段相连.若 x 的坐标选择得充分接近，图形将是一条光 
滑的曲线.命令 plotU，y， ‘X，）将使用 r 绘制有序对，但不连接各点. 

例如，要绘制阐数在[0, 10] 上的图形，令 

工= 0;0. 2:10 及 y = sinCx), /(x + 1) 

命令 plot。，J0 将生成函数的图形.为比较这个图形和函数 sinU) 的图形，可令 z = sin(;c), 
并使用命令 

plot(x t y,x,z) 

同时绘制两条曲线，如图 A. 1所示. 



可以在 MATLAB 中绘制更复杂的图形，包括极坐标、三维曲面及等高线图等. 

符号工具箱 

为辅助数值计算，还可以在 MATLAB 中使用符号工具箱进行符号运算.符号工具箱用于 
处理符号表达式.它可用于求解方程组、微分和积分函数，以及进行符号矩阵返算. 

MATLAB 命令 sym 可用于将任何 MATLAB 数据结构转化为一个符号对象.例如，命令 
将把字符串转换为符号变量 t ， 命令 S yin(hilb(3)) 将生成一个符号形式的 3X3 希 
尔伯特矩阵 
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使用 syms 命令，一次可以创建很多符号变量.例如，命令 


syms a b c 

创建了三个符号变量 a ， b 和 c . 若令 
|465l A — [a,b,cjb,c,a；c»a,b] 

其结果将为符号矩阵 

A - 

[a ， b, c] 

[b» c, a] 

[c ， a, b] 

MATLAB 命令 subs 可用于将一个表达式或值替换为符号变量，例如，命令 subs(JW c , 3) 将 
把符号矩阵 A 中出现的每一个符号 c 替换为 3. 也可以进行多重替换.命令 

subs(A, [a ， b ， c] ， [a — 1 ，b + 1 ， 3]) 

将把矩阵 A 中的 a ， b 和 c 替换为 a — 1， b +1 和 3. 

标准的矩阵运算*、 ' 一、'对符号矩阵也是可用的，且对符号和数的组合矩阵也是可 

用的.对两个矩阵的运算，如果其中一个为符号矩阵，其结果将为一个符号矩阵.例如，命令 


将得到符号矩阵 


sym(hilbC3)) + 甲 （ 3) 


[ 2 , 1， 1] 

厂 1 4 1 1 

12 * T r 

r 1 1 6 n 

Lt ^ T r T _ 

标准的 MATLAB 矩阵命令.例如 

det,eig ， inv f null,trace t sum,prod f poly 

对符号矩阵均可用；然而，其他一些命令，例如 

rref , orth,rank,norm 

对符号矩阵则不可用 + 类似地，对符号矩阵没有任何形式的分解. 

帮助工具 

MATLAB 包含一个帮助工具，它提供了 MATLAB 所有的帮助特性*要访问 MATLAB 
的帮助浏览器，可点击工具栏中的帮助按钮（这是一个带有？的按钮）或在命令窗口中输人 
[4661 helpbrowser . 也可以从 View 菜单中选择 HELP 命令进行访问，帮助工具给出了开始使用 
MATLAB 以及使用和配置桌面的信息.它列出了所有 MATLAB 函数、运算和命令，并提供 
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了相应的介绍. 

简单地在命令窗口中输人 help ， 并在其后加上命令的名字，也可以直接得到任何 
MATLAB 命令的帮助 信息. 例如， MATLAB 命令 eig 是用于计算特征値的，为得到如何使 
用这个命令的信息，可以通过帮助浏览器找到命令，或者简单地在命令窗口中输人 help eig . 

在命令窗口中，也可以获得任何 MATLAB 运算符的 帮助. 只需简单地在命令窗口中输人 
help , 其后加上运算符的名称即可.在 help 后加上任何运箅符符号，即可得到所有运算符的 
名称列表，例如，要得到反斜线运算符的帮助信息，首先输人 help MATLAB 将返回所有 
运算符的名称列表.反斜线运算符为 raldivid e (matrix left divide 的缩写）.要明白这个运算符 
是如何使用的，只需简单地输人 help mldivide . 

小结 


MATLAB 是矩阵计算的一个强大且用户友好的工具 . 它易于掌握.因此.学生只需进行 
较少的准备即可进行数值试验.事实上，附录中的材料加上帮助工具应当足够使你开始工 
作了. 

每一章最后的 MATLAB 练习是为加强对线性代数的理解而设计的.这些练习并不假定读 
者熟悉 MATLAB . 它通常给出使用的命令，以帮助读者理解复杂的 MATLAB 结构.因此， 

读者不需要学习额外的 MATLAB 书籍或手册即可完成所有的 MATLAB 练习. 

这个附录总结了与本科线性代数课程相关的 MATLAB 特性， 很多其他更高级的功能并没 
有介绍.更为详细的内容可参考 [17] 和〔25]中的描述. _ 
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套的内容（更为详细的内容，请参见前言中关于如何得到线性代数的 ATLAST 文件）.扩展 
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部分练习参考答案 


第1聿 

1. 1 节 

1* (3)(11, 3 〕 J ( b )(4, u , < c ) C -2, 0 T 3, 1)| ( d ) d , 3, 0，3， 1) 



3. U ) —个解.两条直线交于一点（3, 1). 

( b ) 无解.两条直线平行_ 

Ce ) 无穷多解 t 所有方程表示同一直线， 

( d ) 无解.每一对直线相交于 一点； 但三条直线不交于同一点. 



6. ( a >(1 , ~2) t Cb )(3 r 2) i ( c ) | j Cd ) Q * 1， 2), 

( e )< — 3，1， 2 )j (0( — 1, 1, 1); ( gKl , 1, - l) f Cb ) C 4, -3，1, 2》 

7. < a )<2, -1) ¥ ( b >(-2, 3) 

8. (aK — 1, 2, l)i ( b ) C 3, It —2) 

l . Z 节 

1. 行阶梯形 : CaK CO, Cd), (g) 和 （ h) 【 行最简形 ： （cK Cd) 和 (g). 

Z . Ca ) 不 相容； （ e ) 相容，无穷多解 I ( d ) 相容，（4， 5 T £)* 

< e ) 不相容； （ f ) 相容 ，（5, 3, 2) 

3. ( b )0 f ( cH (2+3 a , 〜 -2) I a 为实数 }; 

Cd ) { (5^2 tr —卜 a 、 4 _ 3 声，芦} 1 o > 芦为实数 W Ce ){3 — 5(1+2沒》 o * 尽， S ) I tn p 为实数 }* 

COUa , 2* -1) I a 为实数 S 

4. jc 2 , 为首变苗， （ c ) j ： i ， a 为首变置，瓦 a 为自由变量. 

< e)ii t a 为首变通，且尤 2 ，又 3 为自由变置、 

5. Ca >(5 t 1) t ( b ) 不相容； （ c )(0，0); ( d ) { » a ) 丨 a 为实数卜 

Ce ) { C 8 — 2 a f a — 5 $ a )} j (D 不相容； Cg ) 不相容 i Ch ) 不相容； 
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⑴ ( 0 * ~|~ T (PU2 — 4 十 ti，3 — a ， a)} t (k) { (^ - 一 + —a ， /?)} 

6. ( a )(0， 一 lh < b > { ( + — 音 a , —+ — ja * a - 3) 1 a 为实数卜 

(d){ 0 (-|, 0, I ， l)}. 

g a# —2 9. j9=2 10. (a)a = 5t 5 = 4f (b)a = 5, 6^4 

11 .⑷卜2， 2)* ( b >(-7* 4) 12. UK -3. 2, 1>; CbK 2 f -2, 1} 

15- x ： — 280 » 々=230， x z =350, =590 1&. 工_=2, ^ — 3, ^ 12, =6 

20*6 摩尔⑷， 18 摩尔 H 2f 21 摩尔 a 

21 , 三个应 相等， 即： 

22 . Ca ) C 5, 3 t —2); ( h ) i 2 . A , 2)； CcK 2 f 0, -2* -2, 0, 2) 

1.3 节 



( b ) 和 （ e > 是不可能的， 
3- Ca )3 X 3^ Cb ) lX 2 



9, Ca)fr = 2a 4 +a 2 

10. < a ) 不相容； （ b ) 相容 > Cc ) 不相容 
13. &~ C 8 t 一7，一 1， 7 ) T 




31.4 S 00 名已婚女性， 5 500 名未婚女性 
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32. Cb> 从到 V a 有 0 条长度为 2 的路， 从％ 到 V 5 有 3 条长度为 2 的路 
00 从％到％有 6 条长度为 3 的路，从込到込有 2 条长度为 3 的路 



(c) 从 K 到 V, 有 5 条长度为 3 的路和 7 条长度不超过 3 的路 

1*5 节 

1.(幻第1类, a ) 不是初等矩阵 * ( c ) 第 m 类 * < d ) 第 n 类 


「一 2 0- 
3. (a) t 

<b) 

1 0 0 ~ 

0 0 1 

* Cc) 

10 0- 

0 1 0 

_ 0 lj 


_0 1 0 - 


jG 2 1. 
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1.6 节 
1- Cb) 

3 , U)Ab 


- 1 - 

「 A T A A T n 



~I A — “ 

_A 

1 (c) * 

CdMA T + J, 

Ce> 

La jl 

上 l , 


, Ab , 


1 」 


(b)[l 4], IZ 一 1]B=[3 — 1]* MAB = 


G —;] 


4. Ca) 


3 

1 

1 1 


2 2 

2 

2 


1 2 

X 1 

3 

2 

1 2 

* Cc) 

2 4 | 

2 

2 


1 1 

1 1 

1 

1 

1 l 

3 1 ； 

1 

i ! 

t KC) 

3 2 

1 £ 

1 

2 

! 1 


3 2 

1 

2 ! 


3 1 

1 1 


5. Cb) 

13* A} — 

14, (a) 


0 2 0 

8 5 8 

3 2 3 


5 3 

B O- 
■O B_ 


O 


OJ 


■ 

rB 1 

On 

— 


lo 


1 

- I 

O-i 

(b) 

! 

.-B 

I J 


3 一 3 

2 -2 
1 一 1 
5 —5 

4 一 4 


测试题 A 

1, 假 Z - 真 3* 真 4 .真 5. 假&假 7 .假 8 .假 9 .假 10. K 11. 
15 -真 

第2章 


真 12 .真 13. M 


2.1 节 

1* Ca>det(M 21 ) = — 8 ， det(M 22 > = — 2, detCM aj } = 5 j WA 2i = An = —5 

2. (a) 和 （ c) 是非奇异的 . 

3* (a)lj (b)4 ； (c)Of <d)58* Ce)-39* (f)0» Cg>8| <h)20 

4* (a)2j (b)-4 f (c)0j Cd)0 

5- — ^ ~\~ax 2 -\-hx~^c 6. 又 = 6 或 _ 1 


2*2 节 

1. (a)-24* (b)30* (c> —I 2, (a)lOs Cb)20 

3.U) 、（ e) 和 （ f) 是奇异的，而仆）、 （ c) 和 （ d) 是非奇异的 . 

4-c = 5 或 — 3 7* (a)ZCf (b)l08 1 Cc)16C^ (d) 


9, (a) —6? Cc)6# Ce) 1 13. det(A) = MiiM ZS «]3 

2 . 3 节 


1- Ca)det(A) = —7, adj A = 




A- J 


[y 



2 n 

y 

_ j_ 


14 .偎 


部分练苟参考答案 



L (a) II Xi II —10, II ^ || = > s/Yf j Cb) I] 4f^ || =13< || Xi || H~ || x z [| 

2 - fa) I! li =V5 , II x 2 || -3VS t Cb> || x 3 || —4^5 — || Xi || + || x 2 H 

7. 若对向童空间中的所有 Jfi 都有则0 + j = 

S. m x ^- y ^ x - hz r 则 一jr+<j+j0 = —太 +<jc+d， 再由公理 U 2, 3 和 4 可得结论. 

11. V不是一 个向量 空间.公理6不成立. 

U 节 

1. (a) 和 (c) 是子空间 j (b). (d> 和 U) 不是. 

(b) 和 (c> 是子空间; (a) 和 (d) 不是. 

3. (a), (c)、 （ e) 和 Cf) 是子空间； Cb) 、 (d) 和 （ g) 不是. 

4. <a){<0» 0) T }j (b)Spaii<C-2, 1, 0 T 0) T , (3, Cu 1， 0> T )j 

(c) SpanCCl v 1 ♦ 1) T ) j Cd)Span({ — 5, 0 T 一 3 ， 1) T ♦ ( _ 1 ， 1 ， 0 ， 0) T ) 

5. 仅 (c) 中的集合为汽的子空间. 

6. Ca)、（b) 和 Cd) 是子空间. 

1L (a), U) 和“) 是张集. 

12. (a) 和 Cb) 是张集. 

1C. Cb) 和 (c) 

3, 3节 

l.£a> 和 （e) 线性无关； （b>, (c) 和 （d) 线性相关. 
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2. U ) 和 < e ) 线性无关1 ( b >、< c > 和 （ d > 不是, 

3. 和 （ b ) 均为3-维 空间！ （ c ) 平面通过 (0, 0, 0>点 t 

直线通过 （0, 0, 0) 点 t ( e ) 平面通过（0, 0, 0) 点 

4. “)线性无关 t ( b ) 线性无关, （ c ) 线性相关 

8, < a ) 和 Cb ) 是线性相关的， （ d 和 （ d ) 是线性无关的. 

11. 当 a 为 ir /2 的奇数倍时.若 j = 的图形左移或右移 jt /2 的竒数倍，我们得或一: r 的图形. 

3, 4 节 

1. 仅 U ) 和 （ e ) 中的向蛍构成一组基. 

2. 仅 U ) 中的向簠构成一组基. 

3. < c )2 4, 1 


5. (c)2； (d)3 -维空间中平面通过 CO, 0, 0>点 

6. <b)|<l T 1, 1) T }* 维数为： h Cc){(l, 0, 1) T ， 0)，1, 1> T }, 维数为 2 

7. {Cl, 1. 0, 0) T * U, -1, 1, 0) T , (0, 2, 0， 1) T } 11. {^ + 2, r+3} 

12. Ca) {£" 11 1 Eas} j E 21 } % (e) l-E^iz t E n t } f ^ * E 3l + ^ 

13. 2 14, <a)3t <b)3; Cc)2j (d〕2 

15. x 2 } t (!>){:— 1 ， Cx — l ) z } \ (c) (jcCj ： —1>} 

3. 5 节 


1- Ca ) 

■1 — 

1 ， 

t 

( b ) 

■1 2- 

Cc) 

-0 

! 1 

-1 

i - 



.2 sj * 



0 」 


-1 

T 

T 


- 5 - 

2-1 

•0 

1 - 

2. ( a ) 

1 

_ _ T 

一 

1 

T . 

i Cb ) 

_一2 

J <C) 

_1 

0 . 



■ 5 

T 

7 - 
T 


「11 14 -i r 2 3-| 

3, Ca ) 



? Cb ) 

r J (c ) ， 

l 

T 

1 

_ T, 


L— 4 — 5 」 U 4」 


4. ( — 1» 2) T » = —B) T * 0〕 E = < —1 T 5> T 

- 2 0 -1-| 

5, U) —1 2 —1; (b)(l ， 一 4 ， 3 ) T ； (cXO, —U l) T j Cd)C2, 2, 1) T 

_ 0 — 1 1 . 



_1 -1 一 2_ 


- T 

6- U) 

1 1 0 

1 (b) 

5 


_1 0 1 - 


-1- 


7.r = C5, 9 厂和％ = (1, 4) t 8* «! = (0, — 1) 7 和〜 =(1 ， 5) T 




「1 1 n 


■i—i o_ 

r 2 2- 


T ~T 


t Cb) 


10 . 

0 1 —] 

L-i i- 


1 1 

_T T_ 


JO 0 1- 


3.6 节 


2. <a>3* (b>3 ， (c)2 

3. U ) 糾， 为 U 对应于自由变置的列向董. 
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Uz ^ 2«i t h 4 =5wi — , w s ^ ^3«| +2«j 

i(a) 相容； 化)不相容 f (e) 相容 

5. (a) 有无穷 多解； （c) 有惟一解 

9. A 的秩 = 3, dim fsT(B> = l 27. (b)n—1 

32 . 若易为 Ax=ej ( ) = 1 ， … ， m) 的解，且 X= Cxj , Xi i ― , jc „) ，则 AX= I m . 

_ 试题 A 

1* 真 2 •假 丄假 4, 假5■真 6* 真7.假 B , 真 9. 真10,假 1 L 真12.假13.真 
15■假 


第 4 車 


4.1 节 

I. U ) 关于 a 轴反射； Cb ) 关于原点反射； （ c ) 关于直线泊反射; 

< d > 向置的长度 减半； （ e ) 投影到心轴上 

4. (7, 18 ) T 

5. 除 ( c ) 外，其他均为从 R 1 到 H 2 的线性变换. 

6 . ( b ) 和 < C ) 为从圮到 R 1 的线性变换. 

7 . (aU ( b ) 和 Cd ) 为线性变换， 

9. U ) 和 （ c ) 为从 P 2 到巧的线性变换. 

3CX ，且 IXjt 2 ) 

II. U ) 和为从 C [0, 1] 到 R 1 的线性变換. 

17. ( a ) ker ( L ) = {0}, L < R 3 )- R ^ 

( c ) kerCL ) = Span ( e 2 » 幻 > ， L ( R J ) — Span (( 1, 1» 1) T ) 

18 . (a)LC S)~Spfln(fi z , s 3 ) * <b>L(S) = Sl>anOp e 2 ) 

19. (a)ker(L〕= jP] T IXP 3 ) = SpanCx z .j Cc)ker(L) = SpanCx 2 — x) t L(Pz^ = P 2 

23. (a) 中的算子是一一的 T 并且是映上的 . 


1，2节 


1 ■⑷ 


-1 0 

0 1 


2. (dr 1 旳 

Lo 0 0 j 


■0 0 1 - 

3. ( a ) 0 10 

_1 0 0 」 

4. ( a ) C 0, 0, 0) T ； 


5. ( a > 


-丄丄 

4 i V 2 J 


Cc > 


( b ) 


1- 

0J 


T 0 




r0 0- 

U 1- 


「1 0 0l I^ — 1 1 0- 

Lo 1 oj Cc) L 0 -1 1. 


0 on 

1 0 


U 


Cc) 


ro 0 2p 

31 0 

12 0 — 1 」 


( b ) C 2, -1, -1) T » UK -15, 9, 6 ) T 


厂 0 1 "1 



-r 


-0 1 - 

[1 

<c) 



t <d) 

.0 0 . 

Li 0 」 

- 1 

在 - 



14 ■假 




部分练习参考答案 



-1 1 1- 

8* (a) 2 0 If ( b) C i) 7 y } +6^ — %y 3 , <ii)3j?i 十 3 力 — 3 夕 a ， Ciii>yi +5^ 2 +3y 3 

J> ~2 -1. 

9. U ) 乎方 ； （ b )( i ) 压缩因子 I ， （ U ) 顺时针旋转 45\ ( ilD 右移 2 个单位下移 3 个笮位 



4 . 3 节 

1. 对矩阵 A ， 参见 4. 2节练习1中的答案 ■ 



- 2 —1 -1- 
3 . B=A= — 1 2 -1 

L.— 1 —1 2- 

(注； 此时矩阵 A 和 U 是可交换的；因此 
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0 

T 



r° 

0 

o- 

5* (a) 

0 

1 

0 

> 

T 

(b) 

0 

I 

0 


-0 

0 

2_ 



L0 

0 

2. 



0 


0- 


-o 

0 

0~ 

6. (a) 


1 


l 

i Cb) 

0 

0 

1 


JO 

1 

— 

L 


JD 

1 

(L 


测试趣 A 

L . 假 2 ■真 3 .真 4 .假 5 ■假 6 .真 


第 5 章 


-1 0 1- 

fc ) 0 1 0 * ( d ) ai ： r + a z r ( l + d ) 



■0 

0 

1」 


-o 

0 

0- 


0 

1 

0 


_0 

0 

—1- 


真 8. 真真 10 .假 


5.1 节 

1, ( a >0 e j ( b )90 fi 


Z- 标量投影）， （ 2 t 1, 3) T ( 向量投影 h 


(O 


i4 yir 

13 1 


/42 28 \ t 


Cb)0, 0, 

( 8 16 Z 2 \ T 

^21* 21^ 21 J 


3. Ca)p=<3, 0) T , jf—p — CO, 4> T , p r {x— p)=3 * 0-h0 • 4 = 0» 

Cc)p={3, 3 t 3) T , jc— p = ( — 1, 1, 0) r * ^ T (x—p> = —1 • 3 + 1 . 3+0 • 3=0 
5- (1.8* 3*6) 


6. <1,4* 3.8) 7- 0.4 


8. Ca)2jc-h43f+35c = 0; (c)jt_ 4 = 0 10, 11. j 

20- 四舍五入到小数点后两位的相关矩阵为 


- LOO 

一 0.04 

0.41 一 

— 0,04 

1.00 

0* 87 

_ 0- 41 

0. 87 

1, 00. 


5.2 节 

1. (a)J?(A T ) 的基为 {(3, 4)”, NC4) 的基为 U_4, 3> T }* 

的基为 {<1_ 2) t } ， NM T ) 的基为 U —2, l) T h 
(d)JfU T ) 的基： Kl, 0, 0, 0) T , (0, 1, 0. 0) T (0, 0, 1 ， o T ) f 
JVCA> 的基 : {<0, 0t -U 1) T }, 

i?CA) 的基 t {a, o, o, n T , <o, i, o, d t (o, o t i, i ) T }， 
n(a t ) 的基 t {a, i f ], -i> T ) 

2. (a>{d 1 ， 0) T , 卜 l t 0* 1) T } 

丄 a ) 正交补由 （一 5, l, 3) T 张成 . 

2, 0 T l) T t (2, —3, 1 ，的一 组基 . 

5. C 8, — 21 1 ) T i ( b )& r —2 y + i ：=7 

9. dim NlAy^n~r, dim N<A T )=m~r 
5. 3 节 

1. (a><2, 1) T ; (c)(1.6. 0-S. L 2} T 

2. (la)p=(3 t 1, 0> T , r=(Q, 0, 23 T 

Clc)p=C3-4, 0.2, 0.6 ， 2- 8) T , r-=(0. 6 t -0*2, 0.4 ， 一 0. 8) T 
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3, U ){ U -2 a , a) T U 为实数 }s Cb ){(2-2 fll 1 一 a , ^) 1 ^ ( »为实数} 

4 ，（ a 〕 p=(l* 2 ， 一 1) T ， b-p^iZ, 0, 2> T j (b)p = (3, 1, 4> T , p—&=( —5 ， 一 1, 4> T 

5. U + 2. 9；r 6. 0. 55+1. 65x +1 + 25 jc^ 

14. 最小二乘圆的 圆心为 CO . 58，一 0-64)， 半径为 2. 73( 答案四舍五人到两位小数）. 

S .4 节 

1- II x ||，- 2* || j? tl i = 6 , II x+y || e — 2 yiO" 2, (a)^—y » p- (y , ~ t o) T 

3, (b) It Jt|| =1, || y '] -3 4. Ca>0 ； <t>)5 ? (c)7* (d) yTT 

7. ( a > l ( ( b ) 丄 8. j ( b ) 尸冬 x 

IT O Z 

11. (a> 爭 (b) 手 

15. M || x It 1=^7* II Jf II i=5, II x || «, = 4 ； 

Cb ) 1 ^ || , =4. || x h = V 6 , II x \\ w ^2 t 
Cc) || Jf || i =3, \\ x\\ 2 =V3 * I] II - = 1 

16. II x—y || i = 5, II x—y || ? = II y |l « — 2 

28. U ) 不是范数 > ( b ) 是范数； （ c ) 是范数 

5 .S 节 
1. U ) 和 （ d ) 

2- Cb )^= ~^ ju x + yw 2 » II -r II = [( - ^) +( 去 ) ! ] = 万 

3 11^ Af p - x =(X A — 

P \ 18 T 18 ? 9 ^ P X \18 9 IS' 9 / 

4 - ( b)ci = cos^+^fj c ：； = 一 3；丄 sin ^+ qos 6 

6, ( a > l 5 j ( b ) || u t | =3 i || v II =5^/2 \ ( c ) 专 


9 * CbKOO, ㈤ 一 j, (iii)0f Civ)-^ 

2 L Cb)(i)C 2 , — 2 > T , (ii)( 5，2 ) T , (ui)( 3 , 1 ) T 



「ii -i 

T 1 0 0 


r 1 1 n 

y -y 0 0 


T T 0 0 1 


- j j 。。 

22 . (a)P= 

t 1 

23 . Cb)Q- 

1 1 

! 

0 0 j y 


0 0 T ~T 

1 



i i 

i 

L° 0 T tJ 


L 0 0 一 了 T 」 


29* Cb> || 1 || =^2 r || || =^-| (c)£(x) = y^ 

5. 6 节 

W (士砉)、 ( i ， A )] 1 ⑻ ( tU )' (-★，★)] 
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W V5■ 


丄 vsi.^5 


V2V2. 


丄及 JLV2 
1V2 丄72 
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第6章 


J 节 


1. un { = s f 特征空间由 < i , 张成， 

心二一 1，特征空间由 （1, 一 2) T 张成 1 
( b ) Ai =3, 特征空间由 (4, 3) T 张成 t 
^=2 t 特征空间由 （1, 1) T 张成; 

Cc ) A !=^-2 t 特征空间由〈1, U T 张成； 

( d ) A ,=3 + 4 i , 特征空间凼 （ Zi , i ) T 张成， 

A z =3-4 i t 特征空间由 （一 2 i , l ) f 张成？ 

( e ) Ai = 2+ i t 特征空间由 Cl , 1十彳) T 张成， 

A 2 =2~ u 特征空间由（ I , 1 — D T 张成* 

an ,= A t - h = o , 特征空间由 n , o t o) T 张成； 

Cg ) A 5 -2, 待征空间由（1_ 1, 0) T 张成， 

特征空间由 n , 1, o > T ， co , i , — i> r 张成 t 
Cb)Ai = l , 特征空间由 （1，0, 0) 1 ■张成， 

A 2 =4, 特征空间由<1，1， 1) T 张成， 

A 3 = -2, 特征空间由（一 : U —1， S ) T 张成； 

< i)Ai = 2 t 恃征空间由（7, 3, 1) T 张成， 

= 特征空间由 （3, 2, 1> T 张成， 

幻=0,特征空间由 a , u i > T 张成； 

Cj ) Ai = A 2 - A 3 --1, 特征空间由 （1, 0, 1 > T 张成； 

特征空间由 a 和&张成， 

1 = 3，特征空间由 e 3 张成， 

1=4,特征空间甶 A 张成； 
a > Ai =3, 特征空间由（1， 2* 0, 0) T 张成， 

A 2 = l ， 恃征空间 EtHO , K 0, 0) 7 张成， 

Xz = X 4=2 t 特怔空间由 CO , 0，1, 0> T 张成 
10. 当且仅当 A 的某特征值 A 满足 p = 时. 尽是 B 的特征值+ 

14- Ai ^61 Az ^2 

24.Aix T f=(Ax) T y=x T A r y^A,x T y 

6. 2节 


W-+C〆 1 

/IL^ 

"-<Tie zr -4c 2 e t- 

■ci e Zf +2c a e 3f 一 

f VoJ 

_ qe _ &十 c a e f _ 


Cc) 


(d) 


e l sin^+cge^cos/ 
c, e l co3i~hc£ ^sin/ 


m — ci e lf sin2i ： + cos2/" 

- o ea *cos2f+Ge 3 _sin2f - 


<0 


2. U) 


- ■ 

_ —e^ + 2 e f _ 


(b) 


_ e ( co^2t^~2^ »in2 / " 
_e'si n£r 一 2 〆 cos2l - 


~ 2 ci + c t e 5t ~ 

-Ci — 」 

— Ci H ~ c z e 5 ' + c 3 
— 3ci 十 8t 2 e &( 
• ci +4c z « &( 
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，一 6e* +2e~ ( +6] 「一 2— 3e* +6 ，卜 

(c) —3^ + 6-' +4 » Cd> l + Se 1 —3e 2t 

— —e ( +d2 」 L l + 3e Sj - 

->i CO = 15e-° !4£ +25e _flOS( t it) ^ - 30e ff -+ 50e~ Q ^ 

( ^ f — 2cie' —2c 2 e^ r + 1 ^ j~ e I( +c 2 e _i ' —c^e~c A e" 


5, (a) 

L r, eT * — c 3 ^ e 

6, (0 = 〜 e Zt + e _2f + C 1 ; ys 




r^+2^ 


>. J ：] C ^) — cpsi +3 sirv(+^=：sin V 3^^, ( i ) = co^t + 3 sitif — ^=sin V^r 


10. fi) = — ifexi + 炎（尤 2— 工 l > 

m 2 j：a C^) = — — xi > + ♦ ( j 3 —尤 2 ) 

m 3 Z U 卜〜 M a _ A ) —kjCi j 


(b) 0. 1 cos2V^+0, 9cos-/2t 

— 0, 2 cos2 ^ i ：+ l . 2 cos ^fZt 
_ 0, 1 cos2V ^^+0» 9 cos ^ f 2 t 


11, p(X) = ( —1) H Q" —a B -i A" _1 一…一 a A 

6.3 节 

8* ( b > o ~2* Cc ) ff =3 或 a = — 1 \ 

21* 马尔可夫链的转移矩阵和稳态向量是 


长时间后，可以期望60%的雇员参与 


iijA— 


<d)a= 1 


(e)a— 0 


的所有值 


-o, 80 

0. 30- 

1 

x= 

-0-60" 

■0.20 

0.70 」 


.0. 40. 



|D.70 

0* 

20 

0. 

10 

22. U)A = 

0-20 

0. 

70 

0. 

10 


Id, io 

0. 

10 

0, 

80. 


(0当 n 变得很大时 t 三部分人群中的成 员将全 部超过100 000, 
24. 转移矩阵为 

厂 0 冬 0 ri ^ 


+ 0 . 15 


28. (b) 


29. (a) 


30. (a) 




-3e'-e - 

e'+e 


e 

—1 + e 

1 —e 

2 —e 

1 + e 

一 1 + e 


-3c 1 -Z- 

M 

2-e- ( 


1 + e. 
1 一 e 
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6. 4 节 

1. ( a > || r || = 6* || w 11 —3, U ， w > = _4 十 4 i ， i >— —4 —4 i ； 
( b ) || z || =4, 1| w \\ — 7 t <*♦ w > = —4 +lOh < w , e > = — 4 — lOi 

2. ( b ) r —4 i ] +2-/2^ i 2 

3， Ca )**! 1 ! —4- l -2 i , —4~2 i , «1^=6 — 5“ —6 + 5 i | 

Cb ) || 1 1| =9 

4, ( b ) 和 < f > 是埃尔米特矩阵，而 （ b )、（ c )、（ e ) 和 （ D 是正规矩阵 ■ 

15, Cb > \\ Ux \\ 1 = ( Ux ) u Ux ^ x li V ll Ux = x H x ^ IU 11 s 
IS . U 是西的，因为 







6.5 节 

2» Ca)ffi = ^/lO j ^ ^0 ； (b)i?i = 3 1 ^2 = 2 j (c)eri = 4» tfz — 2 f 

( d )^-3* ^ = 办 =1+ 矩阵 U 和 V 不是惟一的.读者可通过计算 U 2 V 1 来验证答案* 
广 1 . 2 —2, 4^ 

3 观的秩 4 A 七 o 』 L2 」 



— 2 

8 

20- 

1~6 

12 

12- 

4. 最接近的秩为 2 的矩阵是 

14 

1& 

10 

，最接近的秩为1的矩阵是8 

16 

16 


_ 0 

0 

0. 

J 0 

0 

0. 

5. ( a ) 只 M T ) 的基 ： {^ = (i 

2 

1 

窄 T 

)' 

{ 2 1 2 \ T \ 

^ = ^ T T T) P 




NCA) 的基 ： I v a ^ ( -J- » —"1" ， 去 ） } 



3 . _ = 就； 」]. 亨+誓 =1 L 

Cd)Q= U ( y + f)、—f 娜/)一夸，，抛物线 

6. ( a ) 正定； Cb ) 不定； （ d ) 负定 I ( e ) 不定 

?. < a > 极小值 t Cb ) 鞍点 t ( c ) 鞍点 i ( f ) 局部极大值 

6. 7 节 

l , ( fl)detCAi ) = 2 r detCA z ) ~3, 正定 r 
Cb ) det ( A ,) = 3 t detCAa ) 3 —10* 不正定 * 
tc ) det ( Ai ) = 6 i det ( A 2 )^14, det ( A 3 ) = —38 f 不正定？ 
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(d)det(A 1 ) = 4 l dct(Ai) = 8. detCA 3 ) = 13, 正定 
!. a u =3* —2 t ait 1 "= 4~ 


4, (a> 


Cc> 


5. (a) 


-4 0, 

■Q 9. 

0 on 

1 0 


2 


(b) 


-9 O' 

.0 1 . 


LjO 


- 1 

-2 0 


■16 

0 

o - 


0 

2 

0 


. 0 

0 

4 - 



" 2 
0 1 
LD 0 


0 0l 


T 1 0 
1 ! 


-9 

0 

o - 

0 

3 

0 

jO 

0 

2 - 


1 T 

0 1 
L0 0 


■0 3 」 


⑸ [m 


| 

~4 

0 

0- 



2 

r 


- 3 0 

cr 



1 

-T 

(c) 

2 

n 

0 


0 

V2 「 


y Cd) 

1 # 

0 


0 

73 

VI 


J 

—衣 

2 - 


_0 

0 



_ — 2 

M 一 


LO 

0 

V2. 


6. 8 节 

L Ca)Ai ~ 4 j Ai — _ 1 1 jti=(3 t 2) t t 

( b ) Ai — 8 t A ； = 3» -> f ] — Clt 2) 1 I 

Cc)Ai = 7 r Xs ^2 1 = JCi = (1 ， 1. 1) T 

2. ( a)A] — 3» Aa ~ 一 1 ， a = (3 ， 1)^ f 

Cb>Ai —2 —2exp<0) * Xt — — 2 = 2expC7ti) i = <1> D T ; 

(c) Ai™2 = 2exp(0), A! = - 1+V5"i = 2exp ( 警 ）， h = -1 一 #i=2«tp ( 亨） ’ 太产 “ ， 2 ， 1) T 


3*xi =70 000♦ Xi=56 000* 工 3 =44 000 4. x, =x t —i3 

5. (J—A) -1 = J + A + + ， *+A w d 



n 

一 l 

3- 


D 

一 2 

V 


D 

0 

0 一 

6. UX/-A)- 1 - 1 

0 

0 

1 

t Cb)A z - 

0 

0 

0 

, A a = 

0 

Q 

0 


JO 

-1 

2 - 


JO 

0 

0. 


JO 

0 

0- 


7. (b) 和 （ c) 是可约的 . 

测试饉 A. 

1 .真 2 .假3.真 t 假5.假 S . 假7,假 &假 9,真10■假11，真12.真 U * 真 
15.真 

第 7 章 

7. 1节 

1. ⑷ 0, 231X10% (b)0, 328XI0 2 * Cc)0.128X10^, Cd>(L 824 XlO 5 

2. < a )^=— 和 一 8, 7X10-S (b)e=0* 04? ^1. 2X10" 5 i 

Cc)f=3. OXIO -5 1 5^2-3Xl(T a ; Cd)e= —31j 和 一 3.8X10— 4 

3t ( 社 >0.101 01X2 、 (b)0- 101 00X2- 1 , Cc)0. 101 UX2 't <d) - 0, 110 10X2- 1 

4, Ca)lO 420, 001 8, ^-L7XlO~ r i (b)0, t=~B, ^= — 1* 

Cc)l X10~ 4 » e=5XlO _5 , <d)82 190, e = 750 4 T 和 3, 1 X 10 * 


H ■假 
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部分练习参考答案 


5. Ca )0. 104 3 X 10 s t ( h )0. 104 5 X 10 e * ( c )0. 104 5 X 10 c 

B - 23 

7. 2 节 

~ 1 Q on rl 1 I- 

1. A= 2 1 0 0 2 —1 

，一 3 2 1 」 Lo 0 3_ 

2、 aK 2 T —1， 3 > t j CbKl ，一1, 3 ) T f ( cKl , 5, 1 > T 
3 ‘ U > n 2 个乘法和个加法 ； 

< b >7 i 3 个乘法和 沪 “一 1) 个加法 j 
( cKAB ) x 滞要 n 3 + n 5 个乘法和 n a — n 个加法> 

ACBx )^ 2 n z 个乘法和 2 n ( n _ l ) 个加法. 

^ ( bKi )15 S 个乘法和105个加法， CiD 47 个乘法和2 4 个加法* ( UU 100 个乘法和60个加法 

8 f 5 n —4个乘除法， 3 n — 3 个加 减法 

9. —)+1)]/2个乘法 ■ [U — j — l)(n — j )]/2 个加法, 

( c > 给定 LC ； 分解，计算 A 1 芾要阶的附加乘除法. 

7. 3节 




S. Ca)S = Pc = ( —6) T ， y=L _l e = < —4i 3> T , z=U- 1 尸卜 3 ， 4) T 
(b)je—— — 3 ) t 



7 -误差 ~ Q ° 6 Q °^-3 333 g . 若 e =0.00 K 则戶一 


S . 0.667, L 001) 9.(5*002，1.000) 10* (5* 001, 1.001) 

7. 4 节 

1* Ca) || >1 |j F—V^t i| A |f « — 1 f |M |J i = 1 ? <b) f| A (t f = 5* II A \\^—5 t )M |/ 3 = 6 ? 

Cc) \\A\\ f = IIA|U= I! A|lt = l, Cd> !]A|| f = 7, IUIU-6, 1|A|| 】 '10‘ 


部分絲习参孝答案 
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34* cti — 8 f = 4 

35. ( a > r = C -0, 0 S t 0. 02 ) T t 且相对 残金为 0.012, 
< b >20 j Cd)jf — (U 1 ) T ，II x—x || m =0. 12 

36. condi ( A ) = 6 37. 0- 3 

38. ( a ) || r |[ ^ =0. 10, cond ^ CA ) = 32； Cb >0, G 4 t 

( c ) jc =(12. 50, 4- 26, 2. U , 1, 10) T , ^=0. 04 


(e) II A || f = l| ^ 10♦ || A || y^\2 
2.2 1 * i] / I l ■= || J || ™ ~ 1 1 II / II I ? = V« 

12. (a)10, Cb)(-1, 1, ™1> T 

27, <a) || Ax ||„< || 知 || a < II A |M| jt [| a <^|| A M : II « 

29. cond«A^400 30 . 解为 <_0.4S, 0. S) T 和（ 一 2. 902, 2. 0) T 

[ 1 _U Tt 1 

i Cb)cond M A„ =4n t (c) lim cond w A fl ==« 
n — n 」 ^ 00 


3. 对给 定的 # 和 V，— yvv 

Ca)j9^9, v=C = l* -li -4) J 
( C > J 9=18, v =^(-2 t 4 t -4 ) t 
4- v = CO * 一1，4， 1 ) T { 


* (a) 卢 =18 ， v=( — 3. .1，It 5) T t 

Ca)Hj 其中 = 


6 . 



^—2" 


- cr 

Vi ~ 

2 

, v：= 

一 l 


i 一 2- 


爾 3, 

<b)x=( 

— 11 

3* -1) T 



7. Ca)G= 


(b)^?=7 t v=(_l ， 2, 3) T j 

<b)p=15 t ^=C0, 0» —5, —1 ， 2) 

re o 6i 

0 2 0 

0 一 4 — 6 

Lo 4 — 6 」 




TU 2, 且 A = 

H3 4 -21 

0 5 10 

Lo 0 —5 」 


與 =5 ‘ 

^ 1 > = f7 j f7 1 fr^au S, 5) T 


- 3 4 - 

T T 

1 — 1" 

4 3 

Ls 5 - 

^ L 1 」 


V3 I- 


3j_ 


s 


} 


o 


jl2# 【 

- 

V3T±< 


-jv21IV2 

IIV2±^ 


节 


丄 V21V2 
丄 V2J.VZ 

ii 一 n 

a) 


o 1 o 


2* 


G 12VI2 

07312 12 

- 

1 o o _ 


01 


V3 I, 
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部分銻习参考答案 


S . 求要三个乘法、两个加法和一个开方+求 G 需要四个乘除法、一个加法和一个开方.计算 GA 需要 4 n 
个乘法和 2 n 个加法，而计算需要 3 n 个乘除法和个加法. 

9， < a ) n — 1个乘 除法， 2 ti —2& + 1 个加法 J 
( bh ( n — A + 1) 个乘除法， n (2 n —2 A +1) 个加法 
10- ( a )4( n ~6) 个乘除法， 2 (n — A ) 个加法 I 
( b )4 n ( rt —*) 个乘法， W 个加法 
11* ( a ) 旋转； < b ) 旋转； （ c ) 吉文斯变换 t ( d > 吉文斯变换 

节 

rll 「2 Oi 

1. ia)Ui = ； ( b ) A 2 = t 

Li 」 Lo 0」 

( c ) Ai -2, A ：=0； 对应于幻的恃征空间由叫 张成. 





~0. 6] 


u 


U 52- 


-2.05- 

2. (a)V| = 

5 

• tf]— 

L 0 

， v 2 = 

4.2 

， Ut ^ 

1. 00 

， Vi = 

4. 05 


l3. 


JO, 6 - 


L2. 2_ 


jO.52. 


_2. 05_ 


(b)A ； =4- 05* Cc)Ai=4 t 孑 =0-012 5 
3. Oi ) A 没有主特征值. 

3 


4- A z 


[-； 


rS. 4 

0 . 


I , Ai 

Lo . 2 

0. 6 」 


S, Cb)H —J — 其中产 * v : 

= (- 


4 0 

3 i 

(c)A^ = 31 Aa ~ 1 f MA H— 

0 5 

一 4 


a 2 

一 1 」 


， Ai = 2 3* 414» Aa —5 S 6 

1. _丄丄、 T 
3 f 3 T 3 / 1 


7.7 节 

1. (a) (-/2 "i 0 ) T ? (b) { I ^3^2" * — V^) J ( c ) (1» 0 ) T i ( d ) {l — -/2 T ^fZ * 

dibi-\-eibjr±i 




■- Xi 




1 ， 


U ( a ) ji = /2 + e 2 * as =€i Cb)Ai = 2-, 久；=0， a { --^2 t ^ — 0 


11. A 


12 . (a)A + 


1 

T 

0 


i 

0 


T 


「 1 

10 

1 -I 
_ Io 

2 

Llo 

2 

10- 


(WA + b= 


[ I } 


Cc) N I 


Cl 


+ a 


~2l 


14, || Ai — A 2 LI f =e t 11 A； 1 " ~At II F = 当 e—t) 时 ， II A — A II * 且 II A’ 一 A 2 II f 

测试通 A 

1 ■餒 2 •假 3* 假 4 .真 5 .假 6 ■假 7 .真 8 ■假 9 ■假 10* 假 
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索引中的頁码为英文原书页码，与书中页边标注的页码一致. 


A 

Absolute error (绝对误差 ），3 S & 

Atklition < 加法〕 
m R n ( R h 中的），112 
of matrices (矩阵 的），29 
Of vectors (向 量的 ），113 
M ] acency matrixC 邻接拒阵）， 5 4 
Adjoint of a matrix (矩阵的伴随 ） f 99 
Aerospace (宇宙）， 1 S 5, 2 BB 

Angie between vectors (向 M 间的夹角）， 41 ， 103 , 
199, 20$ 

Approximation of functions (函数逼近）， 250-253 
Astronomy (天文学家） 

Ceres oibh of Gauss (高斯的谷神星轨道 ），223 
ATI.AST t xiu* 456 
Augmented matrix( 增广矩阵）， 7 
Automobile leasing ( 汽车出租 ），311 
Aviation (航空学） T 185 

B 

Badtslash operator (反斜线运算符 ），459 
1^1(£&111>3(;如1：1011(回代法；），5, 395, 396 
Basis (基 ）， 138 

change of (变换）， 144-153 
ortihonormal (规范正交），243 
Bidiagonalization (双对角化 ），443 
Binomial vector (副法线向量 ），105 
Block imiltipUcation (分块乘法）, 70-73 

c 

C [ a , 6], 114 
C % 324 

Cauchy-Schwarz inequality ( 柯西 - 施瓦茨不等式）， 
201, 236 


Chara cteristic equation ( 特征方程 ）， 286 
Characteristic polynomial ( 特征多项式 ）， 286 
Characteristic vahie<s) ( 特征值 ），285 
Characteristic vector ( 特征向啻 ） , 285 
Chcbyshev polynomial ( 切比雪夫多项式 ），273 
oi the second kind (弟二类） F 276 
Chemical eq uations ( 化学方程式 ）， 20 
Cholesky deconnposUion (楚列斯基分解 > ， 3 石 9 
Closure propeniesC 封闭性 ），113 
Coded messages (信息编码）， 101-102 
Coefficient matdx (系数矩阵 ）， 7 
Cofactor (余子式 ），87 
Cofactor expansion ( 余子式展开 ）， 87 
Column space (列空间>， 154 1 216 
Column vector notatiorK 列向董记号 ），28 
Column vector(s)C 列向 M), 27 
Communication networks (通信网络 ），54 
Companion matrix (友矩阵 〉， £96 
Compatible matrix normsC 相容的矩阵范数）， 405 
Complete pi voting ( 全选主元法）， 402 
Complex ( 夏〉 *. 

eigen values 〈特征 值）， 291 1 300-301 
matrix ( 矩阵）， 326 

Computer graphics (计箅机围形学），1從 
Condition number (条件数），409^414 
formula fort 的公式）， 411 
Conic sections( 圆锥曲 线）， 352-357 
Consistency 丁 heorem (相容性定理 34, 155. 
Consiatent< 相容的 ） ，2 
Contraction (收编〉，182 
Cooleyt J + W. , 255 
Coo rdinate me trology C 坐标测里）， 2 29 
Coordinate vector (坐标向童），145， ISO 
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索 


$1 


Coordinates (坐标），150 
Corrdation matrix< 相关矩阵）， 210 
CorrdationsC 相关）， 20B 
Co variance (协方差）， 21Q 
Covariance matrix (协方差矩阵 ），210 
Cramer’s rule (克拉默法则 ），100 
Cross product (向贵积，叉积 ），lo2 
Cryptography 〈密码学）， 10M02 

D 

CtenglingWebpage (悬挂网页 ），315 
Data fitting. Least squares ( 最小二乘问题的数据拟 
合）， 226-229 

Defective matrix( 退化矩阵），310 

Definite quadratic form (定二次通）, 359 
Deflation (收缩 431 
Determinant sK 行列式）， 84-10S 
cofacnor expansion ( 余子式展开 87 
tkfinitkm (定义 ），89 
and dgenvaluesC 和特征值 286 
of elementary matric 找 ( 初等矩阵的） • 94 
and /inear indep 卽 deuce ( 和线性无关 〉，132 
of a product (— 个乘积的），兆 
of a singular matrix ( — 个奇异矩阵的 ），94 
of the transpose 〈转 置的 ） t gg 
of a triangular matrix (—个三角形矩阵的 >， 90 
DFH 离敢溥里叶变換 ）， 25S 
Diagonal matrix( 对角矩阵 ）* 64 
DiagonaUzable matrix ( 可对角化矩阵）， 307 
DiagonaJizing matrix< 对角化矩阵）， 307 
Digital imaging ( 数字图像 ），347 
Dilation (放大 >,182 
Dimension ( 维数 ），140 

of row space and column space (行空间和列空间 
的）] 57 

Dimension TheoretnC 维数定理），269 
Direct sum (直和 ）， 218 

Discrete Fourier translorm ( 离 散傅里叶变换）， 
253-255 
Distance (拒离） 

in2-space (在2-维空间中 ）， 199 


in a Termed linear apace (在一个线性賦范空间 
中 ）, 239 

在维空间中） t 如 5 
Dominant ei genval ue ( 主特征值 ）, 314 

K 

Economic models ( 经济模型）， 21-23 
Edges of a graphC 田的边 ）， 54 
Eigejispace ( 特征空间）， 28S 
Eigenva 〗 ue(s) ( 特征值）， 282-3S1 
complex (复的 ），291 
compimtioTi of (的计算）， 42S-437 
definition ( 定 义），站 5 
and d«terminants ( 和行列式 ），286 
product of< 的乘积 ），292 
sensitivity of ( 的敏感性 ）， 449 
of similar matrices ( 相似矩阵的 ），293 
and struceures ( 和结 构〉， 282, 288，379 
sum of ( 的和 >， 292 

of a symmetric positive definite matrix (对称芷定矩 
阵的 ）， 360 

Eigenvector ( 特 征向童 >, 285 
ElectrjcflJ networks^ — 网络 ； ) f 19 
Elementary matiH x( 初等矩拜） T 5 8 
determinant of (的行列式 94 
inverse of ( 的逆 ），60 

Equivalent systems ( 等价方程组）， 3-5, 58 
EucHdeanlength ( 欧几里得长度 ），199 
E ： udick&nn~space (欧几里得 u- 维空间 ）， 27 

F 

Factor analysis ( 因索分析 >, 211 
Fast Fourier Transform ( 快速傅里叶变换）， 255-257 
Filter basesC 滤波器427 
Finite dimensionaK 有限维的 ）》140 
Floating point number ( 浮点数 ），387 
FLT axis system(FLT 坐标系 ）， 186 
Forward subsritutkm ( 前代）， 395， 396 
Fourier coeffkient3( 傅里叶系数）， Z52 
complex ( 复的 >，252 
Fourier matrix ( 傅里叶矩阵 255 
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Francis t K. G. R , 434 

Freevatiables (自由变盘 ），13 

FrohfvUis 叩 rmC 弗罗页尼乌斯范 数）， 235, 403 

Frobertius theorem (弗罗贝尼乌斯定理 ）， 375 

Full rank ( 满秩 〕，162 

Kundamental subspaces ( 基本子空间）， 215 

Pundamental Subspaces Tbeomn ( 基本子空间定理 >, 216 

G 

Gauss，Cari Friedrich (髙斯 ），2 四 
GausWordan reduction^ 髙斯〜若尔当消元法>， i 7 
Gaussian elimination (高斯 消元法 ），13 
algorithm (算法 ） F 392 

algorithm with lnterchangesK 交换算法）， 399 
complete pivoting ( 全选主元 > T 402 
with interchanges ( 交换的 ） _ 398-402 
without imerch 抑 ges ( 无交换的 ） T 391-3 卯 

panial pivoting ( 部分选主元 ）， 402 
Gaussi 抑 quadramreC 高斯积分 ）， 275 
Gerschgorin diaks(Gerschgorin 阓盘 ）， 452 
Cerschgori^s theorem(GerschgoriiJ 定 理 ）， 437 
Givens transformation (吉 文斯变 换 ）, 425, 4S1 
Golub, Gene ， 443 

Golub-Remsch Algorithm( Qo] utrRein&ch 算法）， 445 
Gram~Schmkh process (格拉姆-施密特过裎）， 25&-26S 
modified version (改进版本） t 267 
Gr^ph(s)( 图），54 

H 

Harmonk motion (简 请运 动）， 303 
Hermke polynomials (埃尔米特多项式 ），273 
Herraitianmatrix( 埃尔米特矩阵 ） T 327 
eigemraUieij of (的特征值 > » 327 
Hessian (黑塞矩阵〉，363 
Hilbert matrix (希尔伯特矩阵 ）， 449 

Hornogeneous coord!nates (齐 次坐标 > ， 184 
Homogeneous system (齐次方程 组）， 20 
nontrivial solution ( 非平凡解 ），20 
Hotelling, H, » 349 

Householder rnmsfomiat 彳 on (豪斯霉尔德变換） f 41§- 
423-450 


Ickmpotent (幕等 的）， 57. 294 
Identity matrixC 单位矩阵）， 50 

I 

I1L conditioned ( 病态的 ）， 409 
1 巾 3 只 &< 图形 ），172 
Imcotvsisteru ( 不相容 > t £ 

Indefinite< 不 定的） 
quadratic form ( 二次 ■) ， 359 
Infi ni te di metisional < 无限维的 ）， 14 o 
Information retrieval (信息检索 > ， 39 ， 206, 
315, 348 

Initial value problema ( 初值问題）， 297, 302 
Inner productC 内积 ）* ?4, 232 

complex inner pttiductC 复内积 ）， 325 
forCTCCr 中的 325 
of functions ( 函数的 ），232 
of matrices ( 矩阵的 ），232 
of polytiomUU (多項式的 ） ， 233 
of vectors in R" OT 中向量的 ），232 
Inner product space (内积空间）， 232 
complex ( 复的 ），325 
norm for ( 的范数）， 233, 237 
Interpolating polynomiaK 插值多项式 ）， 226 
LagrangeC 拉格朗日）， 274 
Invariant subspace (不变子空间），295, 331 
Inverse ( 逆） 

computation of ( 的计算 ： ) ， 62-63 
of an elementary matrix ( 初等矩阵的 60 
of a producK— 个乘积的 ），52 
Inverse mstriit (逆矩阵 ） ， 51 
Inverse power method (逆禅法） ， 436 
Invertible matdx( 可逆矩阵 ）， 51 
Involution (对合 > ， 5 7 
Jrreducible matrix ( 不可约矩阵 ）， 374 
Isomorphism ( 同构） 

between row space and column space (行空间和列空 
同之间的 ），220 

between vector spacesC 向童空间之间的 ）， 117 

J 

Jacobi polynomiaU (雅可比多项式 ） ，273 
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索 


引 


Jordan cancmicd form ( 若尔当标准型 ），314 

K 

Kahati, William M. , 443 

Kemd( 核 ）， 172 

KirchhoiTsIawsC 基尔翟夫定律 ）， 19 

L 

Lagrange^ interpolating formula (拉格朗日插值公 

式 >, 274 

Laguerre polynomials ( 拉盖尔多项式）， 273 
Latent semantic indesdngt 潜语义索引 ） ， 20S 
LDL T factorization <LDL T 分解）， 3S8 
Lead variables ( 首变童 ）， 13 
leading principal submatrix (前主子矩阵 >, 365 
Least squares problem(s) 〈最小 二乘问题 ）, 222-231, 
247, 437-448 

Ceres orbit of Gauss ( 离斯的谷神星轨道 ） t 223 
fitting circles to data ( 数据的拟合圆 ）， 229 
Least squares problem Cs) , solution of (最小二乘问题 
的解 >， 223 

by Householder transformations (由豪斯箱尔德变 
换>， 438 

fram Gram-Schmidt QR< 由格拉姆 -施 密特 Qi ? 方 
法 ）， 265 

from normal equationsC 由正 规方程 > » 225, 437 
from QR factorization (由 QR 分解 > » 438 
from singular value decomposition (由奇异值分解） t 
440-443 

Left inverse ( 左 逆 ）， 161 
Left singulat v 饮 tors (左奇异向堡 ：），340 
Legendre polynordals (勒 iJ ： 徳多项式） _ 272 
Legendre, A* M. ( 勒 it 德 ）， 222 
Length ( 长度） 

of a complex scalar ( 复标里的 ）， 325 
in inner product spaces ( 内积空间中的 ），233 
of a vector in CUC rf 中向董的 ）， 325 t 
of a vector in R S (R 2 中向最的 ）* 103 ， 111, 199 
of a vector in CR" 中向虽 的 > ， 205 
Length of a walk ( 路的长度 ）， 55 
Leontief input'output tnodels ( 列昂惕夫投人一产出模型） 


closed modeK 封闭型模型>, 21-23, 376 
open model (开放型模型）， 372-374 

Leslie matrix (莱斯利矩阵），49 

Leslie population model ( 莱斯利人口 模型） T 4 9 
Linear combination 〔线性钽合）， 34, 121 
Linear differential eq 叫 tions ( 线性微分方程） 
first order system〆 一阶方程组）， 29S-301 
higher order systems ( 高阶方程组）， 301-305 
U near equ ati on ( 线性方程 ），1 
Unear operator ( 线性算子 >.1$7 
Linears ys t e m(sK 线性方程（组 ）），i 
equivdem ( 等价）， 58 
homogeneous ( 齐次 >，20 
inconsbtentC 不相容 ），2 
matrix representation ( 矩阵表示 ） t 32 
overdetermined (超 定的） ， 14 
imderdeterminecl ( 不定的 >，15 
Linear transformations) ( 线性变换）， 166-195 
contra ction ( 缩小）， 182 
definition ( 定义）， 166 
dilation 〈放 大）， 182 
image ( 象 ） t 172 
inverse image ( 原象）， 175 
kenid ( 核 ）， m 
one^to-oneC— — 的 ），175 
onto ( 映上 ）, 175 
range ( 值域 〕，172 
inflection ( 对称，反射）， 1&2 
from IT to IT (从 IT 到 IT ), 170 
standard matrix representationC 标准矩阵表示）， I7S 
Uneadydepenciemf 线性相关的 129 
LineaHy independent ( 线性无关的 ），129 
in C " (在 C" 中）， 135-137 
in 尸 “ 在 & 中）， 134-135 
Loggerhead sea turtle ( 嫌龟）， 48, 80 
Lower triangularC 下三角的 ），63 
LU factorization 分解 ）、65 T 393 

M 

Machine epsilon T 346 f 389 

Markov chain(s) ( 马尔可夫链 ）， 42, 146, 311-315, 376 
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Markov Process 〈马 尔可夫过程 ）， 42， US，311 
MATLAB, 456-467 
array operators (阵列 运算符 ） f 464 
buiit in functions (内建涵数） t 4gj 
entering matrices (输人矩阵 ），457 
function files (函数文件 ）， 切2 
graphicsC 图形 ），464 
hdp facility (帮助 工具） • 78 1 466 
文件），扣 1 

programming features (编程 特点 ） F 461 
relatipnal and logical operators (关系运算符和逻辑 
运算符 ），463 

script files (脚 本文 件〉， 461 
submjitdces ( 子矩阵 ），4 58 
symbolic: toolbox ( 符号工具箱 >，465 
MATLAB pathCMATLAB 路轻）， 462 
Matrices (矩 阵） 
addition ejK 的加法 ）， 29 
equality of (的相等）， 29 
multiplication of (的乘法 ）， 35 
row equivalent (行 等 价 ）， 61 
salarmultipncation ( 标童乘法 ）， 29 
simiUrC 相似） ， 192 
Matrix 〈矩 阵） 

coeffi cient ma tri x (系数矩阵 ） ，？ 
coluinn space oK 的列空间）， 154 
condition number of (的条件数）， 4H 
correlation C 相关性 > ， 210 
covariance (协方差）， Z10'2U 
deiective< 退化的 ） f 310 
definition of (的定义 ）》7 
determinant ofC 的行列式）， S9 
diagonaK 对角）， 64 
diagotialUable (可对角化的 ），307 
d iagonalizi ng C 对角化）， 3 0 7 
eletnentary (初等的） T 5 8 
FourkK 傅里叶）， 255 
Hermitian (埃尔 米特的 327 
identity (单位 的），50 
inverse of( 的逆 ）， 51 


invertible 【可逆的 ），51 
irreducible (不可约的） • 374 
lower triatigulaiK 下 三角的 ） ，63 
negative definite (负定的 ）， 359 

n 呀丑 tive semidefinke (半负定的>, 359 

nonmgativeC 非负的），372 

nonsingularC 非竒异的）、51 

normd (正规的 ）, 334 

nulhpaceof 〈的 零空间 ）， 120 

orthogona〗 （正交的 ）, 244 

positive (正的>，372 

positive definite (正定的） T 359 

positive semidefinUe< 半正定的>，359 

powers of (的幂 ）， 46 

projection (投影），225, 349 

rankofC 的秩154 

rediidble (可约的>，374 

row apace oK 的 行空间 ) ， 1M 

singubi ( 竒异 的）， 52 

sudoku matrix( 数独矩阵），415 

symmetric (对称的）， 39 

transpose of (的转置），33 

triangular (三:角形的 ） t 63 

imitaiy (酉的），327 

upper Hessenberg (上海森伯格的），432 
upper trkngularC 上三角的>, 63 
Matrix algebra (矩阵代数 >， 44-57 
algebraic m〖e3( 代数法则〕，44 
notational rules (符 号法则 ） ， 3S 
Matrix arithmetic (矩阵算术 >， 27-44 
Matrix exponential (矩阵抱数）， 318 
Matrix factorizations (矩阵分解） 

Cholesky decouiposiUoiK 楚列斯基分解 ）* 369 
Gram-Schnii<lt Qi? (格拉姆-施密特 QR 分解 ） ， 263 
LDL T ，368 
LDU, 368 

LLT factoriaationtXtJ 分解 >， 65 r 3S3 
QR factorizatUm(QR 分解），422, 425, 438 
Schur decomposition (舒尔分解 〉，329 
singular value decomposition (奇异值分解>， 337 
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索 


引 


Matrix generating functions (矩阵生成函 数）， 458 

Matrix multiplicatkmC 矩阵乘法 > k 35 
definUioti ( 定义 ）， 35 
Matrix norms (矩阵范数） _ 403-409 
t ， norm(l- 范数>， 407 
2-norm(2 范数）， 406* 4 0S 
compatible ( 相容的 ）， 405 
FrobeniusC 弗罗贝尼乌斯）， 235，403 
infinity norm ( 无穷范数 ）， 40? 
subordinate (从属 ） * 405 
Matrix notation (矩 阵记号 ）， 27 
Matrix representation theorem (矩阵 表示定理 ）. 179 
Matrix, adjoint of ( 矩阵的伴随 ），99 
Maximum ( 极大偵 ；） 
locaK 局部 363 

of a quadratic formC — 个二次型的 ） ，360 
Minimutn ( 极小值） 

】 oca 〖 ( 局部 363 

of a quadratic form (— 个二次型的）， 360 
MinoK 子式）， 87 
MixturesC 混合物 298 

Modified Gram-Schmidt process ( 改进的格拉姆-施密特 

过程），沉？ 

M^or^Pemtxse pseudoinverse ( 穆愈 — 彭罗斯伪逆）， 
440-441 

Multipliers ( 乘子 ）_ 393 

N 

nth root of unity(?i 次单位根 ） 》259 
Negative correlationC 负相关 > * 210 
Negative definite ( 负定的 ) 
rnatrixC 矩阵 ）* 359 
quadratic form ( 二次型 ） 》359 
Negative semidefinite ( 半负定的） 
matrix (矩阵 ），359 
quadratic form ( 二次型）， 359 
Net works ( 网络） 

comm uni ca tion f 通倍 ）， 54 
dectricaU 电的〉， 19 
Newtonian mechanicsC 牛頓力学 ）， 103 
NilpotetiK 箱零的 ）， 294 


Nonnegattve matrix 〈非 负姐阵 > ， 372-378 
Nonnegative vector ( 非负向里 ） ， 372 

Nonsingubr matrix ( 非奇异矩阵 ），61 
Nomi( 范数） 

- 范数）， 238 
m CVCr 中的）， 325 
infinity ( 无穷）， 23S 

from an inner product ( 来自内积的 ）. 233, 237 
of a matrix (—个矩阵的>， 404 
of a vccmr ( — 个向童的）， 237 
Normal equations ( 正规方程组 ）， 225 1 437 
Normal matrices (正规矩阵)， 333-334 
Normal vector ( 法向 盘〉， 203 
Normed linear space ( 线性賦范空间 ），237 
Null space ( 零空间 ），120 
dimension of ( 的维数）， 156 
Nullity ( 零度 ），157 
NumericaUmegration (数值积分 >， 274 
Numerical rank ( 数值秩 ）， 346 

O 

Ohir/slaw ( 欧姆定律 ） f 19 

Operation count ( 运 算量〉 

evaluation of determinant ( 求行列式的）， 郎 
forward and back substitution ( 前代和后代）， 396 
Gaussifin climinalion( 高斯消元法）， 392 
QJ? factorization(QR 分解）， 423, 426 
Ordered ( 有序基 ）， 144 
Origin shifts ( 原点平移 ） T 435 
Orthogonal complementGE 交补 > , 215 
Orthogonal matrices ( 正交矩阵）， 244-247 
definition ( 定义 ），244 
eletnentary ( 初等 ），418 
Givens re flection (吉文斯反射 ） _ 4 £3, 425 
Hauseiiolder transformation (豪斯霍尔德变换） 》 
418-423 

permutation matrices ( 置换矩阵 ） t 246 
pla 加 rotation ( 平面旋转）， 423，425 
properties of ( 的性质 ），246 
Orthogonal po 〗 ynoinial&( 正交多项式）， 269-276 
Chehyshev polynomials ( 切比雪夫多项式 273 



索 引 


definition (定义 ）， 270 
Hermite (埃尔米特 ）， 273 
Jacobi polynotnials( 雅可比多项式）， 273 
Laguerre polynomials (拉盖尔多项式） • 273 
Legendre polynomials (勒让德多项式）， 272 
recursion relai ion (递推关系）， 271 
roots oR 的根）， 275 
OnhogonaUetCsK 正交集 ）， 241 

Orthogonal subspaces (正 交子空间 >，214 
OrthogonaHty (正 交性） 
inn- 印 ace (在 t 维空 间中的 ）， 205 
in an inner product space (在内 积空间中的）， 233 
in R 2 or 在 H z 或 R ] 中的 ），201 
Othonormal bads ( 规范正交基 ）， 343 
Orthonormal setfs) ( 规范正交麴）， 241-259 
Outer product (外积 ），74 
Outer product expansion ( 外积展开 ）, 74 
from singular value decomposition (由竒异值分解得 
到），344, 348 
Overdetemiined (超定的）， 1 4 

P 

Page rank (网页分级），315 
PageRank a igori thm( PageRank 算法 ），315 
Parsevarsfommb (帕塞瓦尔公式 > t 243 
fWtml pivoting (部分选主元法 >, 402 
Partitioned matrices (分块矩阵 >- 68-73 
Pa 扣 a!matrixf 帕斯卡矩阵 ）， 

Pear son, Karl ， 34 9 

Pewose conditions ( 彭罗斯条件 ），440 

Permutation matrisc (置 换矩 阵）， 246 
Perroi/s theorem 〈佩龙定理 >， 374 
Penurbatio 加 （扰 动）， 3SS 

Pitch ( 俯仰 ）， 185 
Pivot (主元 g 
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Podti ve definite inatri 以正定矩 阵）， 359 , 364 _ 372 
Chomsky decomposition ( 楚列斯某分解 ）， 359 
definition 〈定义 ），359 

行列式 ）， 3S5 
eigenvalues of ( 的特征 值 ）， 36o 
LDL T factori 纽 tion(tDL T 分解 ）. 3SS 
leading principal submatrice^i of (的前主子矩 
阵 ）， 365 

Positive definite quadratic form f 正定二次塑） ， 359 
Positive matrix ( 正矩阵 ）， 372 
Positive semidefinite ( 半正定的） 
matrix ( 矩阵 ），359 
quadratic form (二次 型 ）， 359 
Power method ( 幂 法 ）， 430 
Principal Axes Theorem ( 主轴定理 ）， 3 &g 
Principal component analysis (要索分析 >, 211 ， 
212, 349 
Projection ( 投影） 

◦nto column 5 paceC 到列空间上 > , 224 
onto a subspace ( 到一个子空间 ）， 249 
Pr 切 ecri ⑽ matrU (投影矩阵 >, 225, 249 
Pseudoinverse ( 伤逆） t 440 
Psychology ( 心理学 ） T m 
Pythagorean Law ( 毕达哥拉斯定 律）， 205 r 234 

Q 

QR factorUatkm(Qi? 分解 >. 263 T 4Z2. 425» 43S 
Quadratic equaticmC 二次方程） 
in n variables(ii 个变量的 ）， 357 
in two vadablesC 两个变董的 ） fl 352 
Quadratic form( 二次型 3 

in n variabi«s<7i 个变媸的）， 357 
negative dehrti 负定的）， 359 
negative Semidefinite ( 半负定的 >, 359 
positive definite ( 正定的）， 359 


Plane ( 平面） 

equation of (的方程 >， 203 
Plane rotation (平面旋转 ）， 423, 425 
尸 "115 

Population migratbti (移民人口 > , 145 
Positive correlation ( 正相关）， 210 


positive semidefinite ( 半正 定的 ） r 359 
in two variables ( 两个变 最的 : K 352 

R 

R MX % 113 
R", 27 



446 


引 


Range ( 值域），172 
of a matrix (— 个矩阵的 ），216 
Rank deficientC 亏秩），16 2 
Rank of a matrix (矩阵的秩 >,154 

只卽 1 *- 心 1 〖办丁 11 £ 0 代 1 ^( ；秩 - 零度定理 >.156 

Rayleigh quotient ( 瑞利商 ） T 336 
Real Schur decomposition (实舒尔分解 ），331 
Red Schur form ( 实舒尔型 ）， 331 
Reduced row echelon 最简形 ），16 

Reducible matrixC 可约矩阵 ） ， 3 74 
Reflecdon ( 反射）， 182 
Reflection matrixf 反射矩阵）， 423 , 425 
ReguW Markov process ( 正则 马尔可夫过程>， 
315， 376 

Relative error 【相对误差 ）， 388 
Relative residuaK 相对残差 ）， 410 
Residual vector ( 剩余向董 ），223 
Right inverse ( 右逆 ）， 161 
Right singular vectora( 右奇异向童） ， 340 
RolU 翻滚 ），185 

Rotation matrix ( 旋转矩阵 ） T 177 , 423， 425 , 451 

Round off error ( 舍人误盖 ），338 

Row echelon form ( 行阶梯形 ） T 13 

Row equivalent ( 行等价 ）， 61 

Row operationsf 行运 算 ）， 5 

Row space (行空间 154 

Row vector notation ( 行向 M 记号 2S 

Rowvector(s>( 行向董），27， 154 

S 

Saddle pointf 鞍点）， 360, 363 
Scalar rmiMp】icatkm (标进乘法） 
for manlces (矩阵的）， 29 
in IT(R" 中的 ），112 
追3”£1：(；0[39&06(向童空间中的），113 
Scalar product (标量积）， 31, 74 ， 199 
in 圯 orR 3 〈在 R 2 或 ft 3 中的） _ 199-202 
Scalar projeetbn (标童投影）， 202, 236 
ScaUra (标量 ） f 27 

Schur decomposition 〈舒 尔分解 ）》329 
Schur’s theorem ( 舒尔定理）， 328 


一一 __ t 

Sex-linked g eil es ( 伴性基因）， S17, 3S1 
Sig»a 』 processing ( 信 号处理）， 253-255 
Similarity ( 相似性） , 189-195, 293 
definition ( 定义 ），192 
eigenvalues of similar matrices (相似矩阵的特征 
值）， 293 

Singuktrmatr 〖 3t( 竒异矩阵 >，52 
Singular value decomposition C 奇异值分解）， 41, 
203, 212, 337, 451 
compact form ( 压缩形式的 ）， 340 
and fundamental smbspaces (与基本子 空间） f 34 0 
and least squaresC 与最小二乘 ）， 440 
and rank (与秩 > ， 340 

Singular values ( 奇异值） t 337 
&nd 2-norm ( 和 2 -菹数 > ， 4G8 
and conditiem number ( 和条件数 > T 扣分 
Skew Hamiti 如（反埃尔米特矩阵）， 333, 336 
Skew symmetric ( 反对称的）， 98，333 
Solution set of linear system (线性 方程组的解集 ）， 2 
Space shuttle ( 航天飞机 ）， 2fi9 
Spaa ( 张成 ）， 121 
Spanning set ( 张集）， 123 
Spearman, Charles ( 斯皮尔曼）， 211 
Spectral theorem ( 谱定理）， 329 
Square matrix ( 方阵 ） t 7 
Stable algorithm (稳定算法 ）， 386 
Standard basis( 标准 基）， 142-143 
for ■ 的 ），143 
fbrR 2X2 (ftM J 的）， 1“ 
for R 3 (R a 的 >， 138 
for IT (IT 的 ）， 142 
State vectorsC 状态向置 ）* 3J 2 
Stationary poim ( 驻点 ）， 358 
Steady~state vectorC 稳态向嫌）， 2S4 
Stochastic matrix (随机矩阵）， 146, 312 
Stochastic prot>es;i( 随机过程 ）， 3 U 
Strict triangular form (严格三角形式 ），5 
Subordinate matrix norms (从属的矩阵范数 > ， 405 
Subspace(s>( 子空间 ） T 117-136 
definition ( 定义 ）， 118 



Sudoku (数独 415 

Sudoku m&nrixf 数独矩阵）， 415 
Sylvester's equation ( 西尔雄斯特方程 >, 335 
Symmetric matrix (对称矩阵 39 

T 

Tmce (迹） ，195, 241， 293 
Transition matrixf 转移矩阵>， 147, 151 

for a Markov processC .个马尔可夫过程的 ），312 
Tmnslatkii^ (平移 ）， 183 
Transpose (转置 > 
of a matrix (— 个矩阵的）， 3S 
Tri ⑽ gleincquaUtyC 三角不等式 237 
Triangular factorization ( 三角形分解 ）, 64-SS 丨见 
W factorization 

Triangular matrix (三角形矩阵 >， 63 
Trigonometric polyncmiiaK 三角多项式）* 251 
Trivia] solution (平凡解 ），20 
Tukeyt J, W. t 255 

u 

Uncorrdated ( 不相关的 ），210 

Uriderdetermin&d (不定 的）， 15 

Uniform tiorm (—致范数）， 23S 

Unit round ( 单位舍入 ） T 346 

Unit veetoK 单位向量）， 103 

Unitary matrix( 酉矩阵 ）, 327 

Upper Hessenberg matrix( 上海森 伯格矩阵）， 432 

U ppe r triangular (上三角的 }，6 3 

V 

Vandermonde matr 彳 x( 范德蒙德矩阵 ）， 67 T 97 


inMATLAB (在 MATLAB 中 ）， 97, 449 
Vector projcctionf 向麽投影）， 202, Z13* 236 
Vector space (向董空间） 
axioms off 的公理 ）， U3 
closure properties (封 闭性）， 113 
of continuous functions (连续 函数的 ） t H4 
definition ( 定义 >,113 
of mXn matrices (mXri 矩阵的 ）， 113 
ofpalynomiaU ( 多项式的 ） T 115 
subspace of (的子空间 ）， U8 
VectoKsK 向量 >, 27 
Vectors in RW 中的向量 ） F 27 

Vertices of a graph ( 图的顶点）， 54 

Vibrations of a building 建筑物的振动 ），305 

W 

Wdk In a graph ( 图中的路 ） t 55 
Wavdets ( 波动 ）， 427 
Web searches ( 网页搜索 ）， 42 ， 315 
Weight fumrtion ( 权函 数 ）， 233 
Weights( 权 ）， 232 
Well-conditioned ( 良态的 ）， 409 
Wronskian 〈朗 斯基行列式） f 136 

Y 

Yaw ( 偏航 ）， ias 

z 

Zero (零 > 

matrix (矩阵）， 30 
subspace ( 子空间）， 118 
vector (向置 ） T 113 
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微积分 

萵等微积分 【 Fitzpatrick . 中 、英） 

微积分及其应用 （ Bittinger . 中） 

大学微积分 （ Hass , 中） 

数学分祈 

数学分析原理 （ Rudki . 中，英) 

数学分析 （ Apostol , 中，英 } 

纯数学教程 （ Hardy , 英} 

泛函分析 （ Rudin , 中.英 } 

实分析与复分析 （ Rmlin , 中、英） 
实分析 { Royden , 中，英 } 

实分析和概率论 （ Dudley . 中.英】 
复分析 （ Ahlfors — 中，英 } 

复变函数及应用 （ Bmwii , 中、英） 

复分析基础及工程应用 （ Saff . 中.英 } 
三角级数 【 ZygmumJ . 英） 

代数 

线性代数 Uain , 英 i 
线性代数 【 Umi . 中.英 } 

线性代数及其应用 《 Lay , 中} 

代数 （ Isaacs , 英） 

代数 （ Artin , 中.英 } 

抽象代数基础教程 iRotman , 中.英> 
高等近世代数 （ Rmman , 中1 
矩阵分析 【 Horn . 中} 

同调代数导论 （ Weibel . 英> 

数学建模 

数学建模方法与分析 （ Memchaert , 中1英1 
数学建桟 （ Giordano , 中、英） 

微分方程 

实用偏微分方程 （ Habermait , 中，英 } 

偏微分方程教程 （ Asmar , 中、英） 


微分方程与边界值问题中，英） 
动力系统导论 （ Robinses 中.英1 
流体动力学导论 （ Batchelor . 英 j 

槪率统计 

概率论基础教程彳 Ross , 中> 

檝 率统计 { Stone , 英} 

概率论及其在投资.保险，工程中的应用 
(Bean, 英) 

概率与计算 （ Mittenmacher, 中） 

贝叶斯方法 （ Leonard .英） 

抽样理论与方法 （ Govindarajulu . 英 J 
数理统计与数据分析 （ Rice , 英} 

应用回归分析和其他多元方法 （ Ktirtam . 英） 
多元数据分析 《 Lattin , 英1 
预测与时间序歹 j ( Bowennan . 英} 

时间序列分析的小 波方法 中.英） 
随机过程导论 （ Kai 英） 

试验者的统计学 （ Box , 中） 

理工科概率统计 （ Walpok^ 中 > 

统计学 （ Mendenhall, 中） 

数论 

初等数论及其应用 ( Rosen , 中、英） 

数论橛论 （ Silverman . 中 1 英} 

数理逻辑 

应 用逻辑 （ Nerode , 中 .英 } 

金融数学 

金融数学 （ Stampfli . 中、英1 
数理金触初步 （ Rosi 中，英） 

金融时间序列分祈 （ Tsay , 中1 

运筹学 

数学规划导论 （ Walker , 英 J 
线性规划导论 （ Vaserateii ^ 中 .英） 





(原书第 8 版) 

线性代数 


随矜 M?): 机技术的发展，线性代数课粹的礅要竹:超來越突出。 H 吋，现代软件已妤为砠著改迸授课 
方式提供]^叫能 3 本书作荇多年讲授线性代数凍程，并仵教学过稃屮不断探索更利于肀牛:狎解的新教学 
方法，从郝使本15更加适合作为线性代数课捽的教材。 

在第8版中，扩充了矩阼代数的知识，新增 f 向坫积、实舒尔分解的内容，并增加 /130 多逍练习 。 


本书特点 

*现论~应川 ft 机结合。大量的实^应坩問穿于翊论讲解的始终，体现 f 线性代数 ft 各个领域中的 
广泛应用^ 

•示例 K 富。便 F 读者翊解相关的定义及原两 I ,坍强 f 改者学习的兴®。 

♦ > J 题安排错落有致。每一，的后而给出人黾的习題，各挛珩面还仿测试题，使学4有更多的演练 
机会，达到触类旁通的效果。 

*紧掩结合数学X鸩 MATLAB 。 每卓 的府时 都有堆于 MATLAB 的 h 桃练习，并在附读中介绍了 
MATLAB 的基本用法。 
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SIAM (美国工业 *1 应用数亇 协会）成此 他衫要从私14 学讣 算、线性代数和砬用数学 
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